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Zagadnienie 2. Dany jest tréjkat wpisany w okrag. Udowodni¢, ze spodki
prostopadlych opuszczonych z dowolnego punktu P tego okregu na boki tréjkata
leza na jednej prostej (rys. 3).

Literami A, B, C oznaczmy wierzcholki tréjkata wpisanego w okrag o §rodku
w punkcie O. Spodki prostopadlych opuszczonych na boki tréjkata oznaczmy
literami T, R, S. Rozpatrzmy trzy przypadki:

(i) Punkt P okregu pokrywa sie z ktérymkolwiek wierzcholkiem tréjkata. Wtedy
prosta zawierajaca spodki prostopadlych jest prosta zawierajaca wysokosé
tréjkata opuszczona z punktu P. i

'(ii) Punkt P okregu jest symetryczny wzgledem $rodka O okregu do jednego

z wierzcholkéw tréjkata, np. A. Wtedy katy ABP i ACP sa proste, wiec
interesujaca nas prosta jest prosta zawierajaca bok BC tréjkata.

(iii) Punkt P okregu nie jest identyczny z zadnym wierzcholkiem tréjkata i

nie jest symetryczny wzgledem $rodka O okregu do zadnego z wierzcholkéw
tréjkata.

Ten przypadek rozwiazemy srodkami geometrii rzutowej, rozszerzajac
plaszczyzne euklidesowa do plaszczyzny rzutowej. Przez Q oznaczmy punkt
symetryczny do punktu P wzgledem drodka O okregu. Czwérki punktéw
ABCP i ABCQ sa wtedy reperami plaszczyzny rzutowej, tzn. sa wierzchotkami
czworokatéw zupelnych. Symbolami Ap i Ag oznaczmy peki prostych
odpowiednio o wierzcholkach w punktach P i Q. Z podstawowego twierdzenia o
tranzytywnosci na plaszczyinie rzutowej wiadomo, ze istnieje dokladnie jedno
przeksztalcenie rzutowe f plaszczyzny rzutowej na siebie takie, ze f(A) = A,
f(B) = B, f(C) =C, f(P) = Q. To przeksztalcenie indukuje przeksztalcenie
rzutowe F peku Ap na pek Ag w sposéb nastepujacy: jeslil € Ap, to F(l) =
=k € Aq, gdzie k jest prosta, ktéra jest obrazem prostej | w przeksztalceniu
rzutowym f. Poniewaz A, B, C sa punktami stalymi przeksztalcenia f, zatem
F(pr PA) = prQA, F(pr PB) = pr @B, F(pr PC) = pr QC, gdzie symbol

pr XY oznacza prosta przechodzaca przez punkty X i Y. Proste pr PA,

pr PB, pr PC sy prostopadle do swoich obrazéw w przeksztalceniu F, tzn.

sa prostopadle odpowiednio do prostych prQA, pr @B, pr QC. Punkty P,

Q sa punktami wlasciwymi (euklidesowymi) na rozszerzonej plaszcayinie
rzutowej; a kaide przeksztalcenie g peku w pek, ktére prostej peku Ap
przyporzadkowuje prosta peku Ag do niej prostopadia, jest rzutowe. Biorac
pod uwage fakt, iz przeksztalcenie rzutowe peku prostych w pek prostych jest
jednoznacznie wyznaczone przez trzy réine proste i ich obrazy, wnioskujemy,
ze przeksztalcenia g i F sa identyczne. Oznacza to, ze F jest przeksztalceniem,
ktére kaidej prostej peku Ap przyporzadkowuje prosta peku Ag do niej
prostopadla. Obecnie wyznaczymy obrazy, w przeksztalceniu f, spodkéw
prostopadlych opuszczonych z punktu P na boki tréjkata. Niech R bedzie
spodkiem prostopadlej opuszczonej z punktu P na bok BC tréjkata (rys. 3).
Obrazem tej prostopadlej w przeksztalceniu F jest prosta peku Ag prostopadia
do niej, a wiec prosta przechodzaca przez punkt Q i réwnolegla do boku BC.

Z definicji przeksztalcenia F' wynika, ze obraz punktu R poprzez f leiy na
prostej przechodzacej przez Q i réwnoleglej do boku BC. Z drugiej strony punkt
R lezy na prostej pr BC, a wiec w przeksztalceniu f jego obraz bedzie lezal na
tej samej prostej, gdyz B i C sa punktami stalymi f. Wnioskujemy zatem, ze
obrazem punktu R w przeksztalceniu f jest punkt niewlasciwy, a mianowicie
kierunek [pr BC| prostej pr BC.

Z pozostalymi spodkami postepujemy analogicznie. A wiec obrazy spodkéw
prostopadlych opuszczonych z punktu P na boki tréjkata w przeksztalceniu

f sa wspélliniowe (bo leza na prostej niewlaéciwej). Poniewaz f zachowuje
wspélliniowoéé punktéw, zatem same spodki prostopadlych sa tez wspélliniowe.

Zagadnienie 3. Udowodnié, ze w czworokacie opisanym na elipsie (a wiec i na
okregu) punkt przeciecia jego przekatnych i punkt przeciecia prostych laczacych
punkty stycznosci elipsy z przeciwleglymi bokami czworokata sa identyczne
(rys. 4).
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