Rachunek prawdopodobiex'lstWa a fizyka

Mirostaw LACHOWICZ, Andrzej PALCZEWSKI, Warszawa

Nalezy jednak zaznacaye. e inspirujaecy
wplyw fizyki statystycznej na prace
Kolmogorowa nie jest widoczny

tak bezpofrednio, jak np. wplyw
mechaniki kwantowej na rozwéj analizy
funkcjonalnej.

Przytoczona historie znamy

z wymiany korespondencji miedzy

B. Pascalem a P. de Fermatem.
Nalezy jednak podkres$lié, ze de Méré.
cho¢ niewatpliwie zwrécil uwage
wielkich matematykéw na problemy
prawdopodobiaistwa. nie byl
pierwszym. ktéry interesowal si¢ tymi
zagadnieniami. Przed nim problemami
gry w kosci zajmowali sie Cardano,
Tartaglia. a nawet Galileusz. Ponadto
nalezy praypuszezad. ze de Méré byl
bardziej zainteresowany teoretyczng niz
praktyczng stronn zagadnienia.

Bogaty praeglil paradokséw rachunkn
prawdopodobiclistwa znajdzie czytelnik
w ksingce (3. Székely Paradozes in
probabilsty theory and mathesmatical
atatistsca. -

Paradoks petersbnrski polega na tym.

T ae wystepujaca tu zimienna losowa
uie ma wartofei oezekiwanej. Szerzej
o tym paradoksie i jego rozwiazanin
pisze W. Feller we Watopte do rachunku
prawdopodaobys datwa tom 1.

1. Wprowadzenie — Klasyczna definicja prawdopodobieristwa

Wyklad ten chcemy poswiecié przedstawieniu wplywu fizyki na rozwéj rachunku
prawdopodobieristwa. Dokladniej rzecz ujmujac, chcemy w tym wykladzie
pokazad, jak powstajaca w drugiej polowie XIX w. fizyka statystyczna,
stawiajaca sobie jako cel wyjasnienie na gruncie molekularno-czasteczkowej
teorii budowy materii podstaw termodyramiki, zderzyla si¢ z zupelnym brakiem
odpowiedniego aparatu matematycznego. Jak wreszcie, w drodze burzliwych
dyskusji, w ktérych padaly zarzuty najciezszego kalibru, doprowadzila do
zasadniczej rewizji podstaw rachunku prawdopodobieristwa, co w ostatecznosci
zaowocowalo powstaniem aksjomatycznej definicji prawdopodobieristwa
sformulowanej przez Kolmogorowa.

Jak powszechnie wiadomo, rachunek prawdopodobieristwa wyrést z prostych
probleméw, ktére pojawily sie przy grach hazardowych. Legendarna postacia,
ktdre) praypisuje sie zainicjowanie tych badari jest Antoine Gombaud chevalier
de Méré (1607-84). Jak podaja niektére Zrédla de Méré zapoczatkowat gre,

w ktérej nalezalo obstawial za, lub przeciw, wypadnieciu przynajmniej jednej
szdstki w 4 kolejnych rzutach koscia. De Méré wyliczyl, e prawdopodobienstwo

tego, ze w 4 rzutach nie wypadnie ani razu szdstka wynosi ()4 = 25, Stad
prawdopodobieristwo wypadniecia chociai jednej szdstks jest 1 — 225 =

= % = 0.51775. Poniewas prawdopodobieristwo to jest wieksze od ,i—,, de
Meéré obstawiajac za wypadnieciem szdstks do$é czesto wygrywal i wkrétce nie
méglznalesé partneréw gotowy:h graé przeciwko niemu. Chcac uatrakcyjnié
gre zaproponowal nowe zasady: rzucaé nalezy dwiema kosémi do wypadniecia
podwdjne;j szdstki. Pragnac zachowaé swoja przewage, de Méré staral sie
obliczy¢, ile nalezy wykonaé rzutéw, aby prawdopodobiefistwo wypadniecia

podwdjney széstki w grze dwiema kosémi bylo takie samo jak wypadniecie

- pojedynczej széstki w grze jedna. Rozumowanie de Méré bylo nastepujace:

szansa otrzymania jednej szdstki jest szeSciokrotnie wieksza niz szansa
otrzymania dwéch szdstek, a zatem liczba rzutéw powinna by¢ szesciokrotnie
wigksza od 4. Korzystajac z tego rozumowania de Méré zaproponowat gre,

w ktorej obstawial wypadniecie podwdyne; széstki w 24 rzutach dwiema

kos¢mi. Niestety, w przeciwienistwie do poprzedniej gry, czesciej przegrywal

niz wygrywal. W tej sytuacji zwrécil sie do znakomitego matematyka tych
czas6éw, a swojego znajomego, Blaise Pascala (1623-62) z prosba o wyjasnienie
powstalego paradoksu. Pascal przeprowadzil odpowiednie obliczenia wykazujac,
ze prawdopodobieristwo wypadniecia co najmniej jednej podwdéjnej szdstki w 24
rzutach wynosi 1 — (%)24 = 0.4914 i dopiero przy 25 rzutach staje sic wicksze
od 1 (dokladniej jest réwne 0.50553).

Nie chcac prezentowad tutaj calej historii rozwoju rachunku prawdopodobieristwa.
powiedzmy tylko, Ze takie i podobne paradoksy wstrzasaly matematyka przez
caly wiek' XVII i XVIIL Nie omijaly one nawet najlepszych umystéw tamtej
epoki. Przykladem moze tu by¢ tzw. paradoks petersburski dyskutowany przez
Daniela Bernoulliego (1700-82). Gra w tym przypadku polegala na rzucaniu
moneta do czasu wypadniecia orla. Jeéli nastepowalo to w r-tym rzucie, to gracz
otrzymywat 2" dukatéw. Pytanie, ktére prowadsilo do paradoksu brzmialo:

ile nalezy zaplaci¢ za prawo uczestniczeniaw grze, aby byla to »gra uczciwa”,
Paradoksy te wskazywaly na luki istniejace w podstawach budowanej nauki.

Nie zmienia to jednak faktu, ze wiek XVIII przyniést burzliwy rozwéj teorii
prawdopodobieristwa i wielkie jej sukcesy: prawo wielkich liczb'Bernoulliego

1 twierdzenie graniczne de Moivre-Laplace’a. Z punktu widzenia tego wykladu
waina jest réwniez zaproponowana przez Pierre de Laplace’a (1749-1827)
definicja prawdopodobieristwa, ktéra przetrwala az do poczatku XX w. i ktéra
Jeszcze teraz postuguje sie szkolny wyklad rachunku prawdopodobieristwa.
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Sytuacja ta nie jest beznadziejna we
wszystkich przypadkach. Jest wiele
takich probleméw, gdzie zdarzenia
elementarne wykazuja pewna symetri¢
i ich jednakowe prawdopodobieristwo
moze byé uzasadnione wlagnie ta
symetriq

Oczywidcie trudno winié za to
twdrce klasycznej definicji Laplace’a.
Rozwiazanie problemu, ktéry opisal
Wiener, wymaga zrozumienia idei
zbioréw nieprzeliczalnych, ktére to
pojecie powstalo, za sprawa Cantora,
dopiero w koricu XIX w.

Definicja. Prawdopodobiefistwo P(A) zdarzenia A réwna sie stosunkowi
liczby zdarzefi elementarnych sprzyjajacych zajéciu zdarzenia A do liczby
wszystkich zdarzefi elementarnych. Zaklada sie przy tym, ze wszystkie zdarzenia
elementarne sa jednakowo prawdopodobne.

Ta, tzw. klasyczna definicja prawdopodobienistwa, spotkala sie w ciagu

XIX w. z wielostronna krytyka. Jednym ze Zrédel tej krytyki bylo ostatnie
zdanie definicji. Zacytujmy w tym celu uwage uczyniona przez Henri
Poincarégo (1854-1912): ,,Jak zdefintowaé, ze wszystkie zdarzenia elementarne
sq jednakowo prawdopodobne? Definicja matematyczna nie jest w tym
przypadku mozliwa; bedziemy musieli przy kazdym zastosowaniu podawad
dodatkowe warunky, omawiac, ze takie to a takie zdarzenia bedziemy uwazali
2a jednakowo prawdopodobne. Te uzupelnienia nie sq zupeinie dowolne, jednak
wymykaja si¢ matematycznes analizie, bo potem jak zostaly zrobione nie
poddaje si¢ ich weryfikacsi.” Problem jest wiec pewnego rodzaju blednym
kolem: chcac zdefiniowaé prawdopodobiefistwo nalezy okreéli¢ zdarzenia
jednakowo prawdopodobne, a zeby powiedzieé, ze dwa zdarzenia sa jednakowo
prawdopodobne trzeba wiedzieé, co to jest prawdopodobieristwo.

Drugi rodzaj niedostatkéw przedstawionej definicji jest zwiazany z faktem, ze
w zasadszie definicje t¢ mozna stosowaé tylko do tego, co wspélczesnie nazywamy
rozkladami skoriczonymi, tj. do zmiennych losowych przyjmujacych tylko
skoriczona liczbe wartosci. Wobec takiej definicji teoria prawdopodobieristwa
byla zupelnie nieprzydatna w wielu zastosowaniach praktycznych.

W szczegblnosci okazala sie ona zupelnie bezradna wobec probleméw rozkladéw
ciaglych, ktérymi za sprawa Maxwella, Boltzmanna i Gibbsa zaczela sie
zajmowal fizyka w drugiej polowie XIX w. Przytoczmy tu za Norbertem
Wienerem rozumowanie, ktére pokazuje jawnie na czym polega trudnosé:
nJesls strzelam do tarczy pociskiem o wymiarach punktu geometrycznego,

to prawdopodobieristwo, Ze trafie w pewien okreslony punkt tarczy bedzie

na ogdl réwne zeru, jakkolwiek nie jest wcale niemozliwe, ze mi sie to uda,

co wigcej, w kazdym przypadku rzeczywiscie trafiam w pewien punkt, choé
prawdopodobieristwo tego zdarzenia jest réwne zeru. Zdarzenie, ktdrego

- prawdopodobieristwo jest réwne jednodcs, polegajgce na tym, ze trafie w jakis

punkt tarczy skiada si¢ zatem ze zdarzert o prawdopodobiesistwie réwnym zeru.”
2. Boltzmann i narodziny f izyki statystycznej

Baza, na ktérej powstala fizyka statystyczna, byla molekularna teoria

budowy materii. Przekonanie o takiej naturze materii pojawilo sie w czasach
starozytnych (juz Demokryt twierdzil, ze materia sklada sie z atomdw) jednak
dopiero w XIX w. prace Clausiusa i Meyera przyczynily sie do prayjecia tego
pogladu na gruncie fizyki. W 1859 r. James Clerk Maxwell (1831-79) opierajac
si¢ na modelu molekularnym opisal materi¢ znajdujaca sie w spoczynku.
Kontynuatorem tych idei byt Ludwig Boltzmann (1844-1906), ktéry usilowal
wyprowadzi¢ termodynamiczne wlasnodci gazéw z ich mechanicznego modelu.
W tym celu zakladal, ze gaz zlozony jest z wielkiej liczby atoméw, ktére

jak kule bilardowe poruszaja sie swobodnie w przestrzeni, zderzaja i znowu
swobodnie pedza dalej. Jesli wiec wyobrazimy sobie gaz jako zbiér wielkiej
liczby czastek (atoméw), powiedzmy N, ktérych ruch jest rzadzony prawami
mechaniki (np. réwnaniami Newtona), to ruch ten opisuje uklad 6 N réwnar
rézniczkowych. Oczywiscie taki model mial dla Boltzmanna niewielka korzysé
praktyczna (nawet przy obecnej technice komputerowej nie jeste$my w stanie
rozwiaza¢ tego ukladu réwnan dla wiekszosci praktycznych probleméw).
Zamiast tego rozpatrywal on szeciowymiarowa przestrzef fazowa polozent

i pedéw (nazwiemy te przestrzefi przestrzenia fazowa u). Kaida z N czastek
reprezentowana jest przez pewien punkt w tej przestrzeni. Boltzmann zakladal,
Ze czastki sa nierozréinialne i nie interesowat sie ich dokladnymi polozeniami

w przestrzeni p, lecz gestoscia rozkladu punktéw, ktére reprezentuja czastki.
Jeéli wprowadzimy funkcje opisujaca ten rozklad, oznaczmy ja za Boltzmannem
przez f, to cala dynamika ukladu N czastek sprowadza sie do opisu zmian

w czasie funkcji f = f(t, q, p), gdzie ¢ jest czasem, q — wektorem polozenia,
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