








W 1880 pojawia sie druga praca z cyklu, dosé krétka. W niej — zbiory drugiego
gatunku, a wiec zbiory pochodne postaci P(), P(=%) jtd. Wiele miejsca
poswieca tu Cantor omdéwieniu symboli, sluzacych za wykladniki w opisie takich
zbioréw, broniac ich naturalnosci: nie sa to puste znaki, powstaja w ramach
pewnej konkretnej konstrukcji, uzasadnieniem dla nich sa zbiory pochodne.

Trzecia praca ukazala sie w roku 1882. Cantor prébuje tu sformulowaé

ogdlna definicje zbioru, choé definicja ta ma charakter raczej filozoficzny.
Dowodzi kilku twierdzeri o zbiorach przeliczalnych, w szczegélnosci ogélnej (dla
dowolnego skoriczonego wymiaru) wersji twierdzenia o tym, ze dowolna rodzina
parami rozlacznych przedzialéw na prostej jest (co najwyzej) przeliczalna.
Powraca do pojecia ciaglosci w dos¢ nieoczekiwany sposéb: dowodzi istnienia
krzywej ciaglej w nieciaglej przestrzeni (jest to podprzestrzeni R3, zlozona

ze wszystkich punktéw, ktérych co najmniej jedna wspélrzedna jest liczba
przestepna). Oznacza to, wedlug Cantora, ze przypuszczenie, iz przestrzenie
ciagle charakteryzuja si¢ mozliwodcia ciaglego ruchu, jest bledne. Moze nalezy
zatem rozwazy¢ nowa mechanike, odrzucajaca dogmat ciaglosci przestrzeni?

Dotychczasowe wyniki Cantor wykorzystuje w czwartej pracy (1883).do badania
zbioréw i funkcji na prostej, opisuje zwiazki miedzy moca pochodnej zbioru
a postacia i moca samego zbioru. :

I wreszcie publikuje w tym samym 1883 roku czes$é piata. Nadaje jej inny,
,mocniejszy” tytul : Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre czyli
Podstawy ogdlney teorit mnogosci. Cantor uwierzyl juz w swoja teorie na tyle, ze
dokonuje tu wreszcie tego, czego nie umial , a moze bzt sie wczeéniej: nadaje
samodzielny byt liczbom pozaskoliczonym. Przypomnijmy: w 1880 roku
Cantor tlumaczy uzycie symbolu oo i utworzonych z niego wyrazen wylacznie
poprzez zbiory pochodne drugiego gatunku; te zbiory istnieja, a symbole

sluza tylko do ich opisu. Teraz zbiory pochodne juz nie sa potrzebne, liczby
pozaskoriczone tlumacza sie same przez sie, a écilej — jako naturalne uogélnienie
liczb naturalnych. Liczby naturalne — stwierdza Cantor — powstaja w ten
sposéb, ze dodajemy kolejne jedynki: dodajac pierwsza jedynke (do ,niczego”)
mamy liczbe 1, potem 2, 3 itd. Takie budowanie liczb Cantor nazywa pierwszq
zasadg tworzenia. Otrzymujemy zbidr, ktéry nie ma najwiekszego elementu.
Mozemy jednak wprowadzi€ nowa licsbe — nazwijmy ja w - ktéra bedzie
reprezentowad naturalny porzadek otrzymanego zbioru i bedzie najmniejsza
liczba wieksza od wsaystkich poprzednich. Teraz mozemy zastosowaé ponownie
pierwsza zasade tworzenia, otrzymujemy liczby w + L,w + 2,...,w +n,..;
znéw ten zbiér nie ma najwickszego elementu, mozemy wiec dodad liczbe,
reprezentujaca uporzadkowanie wszystkich poprzednich, ktéra uznamy za
najmniejsza wieksza od nich. Takie dodawanie nowych liczb tam, gdzie wczesniej
otrzymany zbiér nie mial elementu najwickszego, Cantor nazwal drugq zasadq
tworzenia. Stosujac obydwie zasady tworzenia mozna zbudowaé nieograniczony
ciag liczb pozaskoriczonych. Cantor skupia sie na dwéch klasach liczb: klasa I
to liczby naturalne, klasa II to liczby takie, ze zbisr liczb poprzedzajacych je
jest przeliczalny (czyli — wedlug dzisiejszej termiuologii — zbiér przeliczalnych
liczb porzadkowych). Pokazuje, ze te dwie klasy nie sa réwnoliczne; dowodzi
tez, ze kazdy podzbiér klasy II jest albo skorniczony, albo réwnoliczny z klasa I,
albo réwnoliczny z klasa druga. Innymi slowy, moc N jest najmniejsza moca
nieskoriczona, a moc klasy II — najmniejsza moca, wigksza od mocy N.

To jest’ poczatek. Dalej w pracy pojawiaja sie zbiory dobrze uporzadkowane

i rozréznienie miedzy liczbami kardynalnymi a porzadkowymi, wlasnosci zbioréw
dobrze uporzadkowanych, rozwinieta arytmetyka liczb pozaskoriczonych.
Wreszcie jest tu efekt jego wieloletnich starafi, czyli charakteryzacja continuum
liczbowego: jest to mianowicie zbiér doskonaly (a wigc réwny zbiorowi swoich
punktbdw skupienia) i spéjny (czyli taki, ze kazde dwa jego punkty moina
polaczyé skoticzonym ciagiem punktéw w ten sposéb, aby odleglosé miedzy
sasiednimi byla dowolnie mala). Zauwaimy przy okaszji, ze stynny zbiér Cantora
pojawia sie w tej pracy wlaénie po to, by wykazaé, ze doskonalogé zbioru jeszcze
nie wystarcza do jego ciaglosci.
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sie przyczynil i ktérego zostal pierwszym prezesem. Wynik nie byle jaki:
twierdzenie, zwane dzisiaj twierdzeniem Cantora, w ktérego dowodzie Cantor
stosuje po raz pierwszy metode przekatniowa.

Przerwijmy tu opis narastania teorii mnogosci. Proces ten byl spleciony
nierozerwalnie z rozwojem $wiadomosci Cantora, jego rozumienia i traktowania
nieskoriczonosci.

Pytanie o nieskoriczonosé towarzyszylo filozofii i teologii od bardzo dawna.
Jednym z gléwnych przedmiotéw sporu byl charakter nieskoriczonosci: czy
moze istnie¢ nieskoriczonosé dokonana, aktualna? Cay tei nieskoriczonosé
jest jedynie procesem, nieograniczonoécia, mozliwoscia dodawania wciaz
nowych i nowych obiektéw, bez mozliwego korica? A wiec: czy jest tylko
nieskoriczonoscia potencjalng? Arystoteles odrzucal mozliwoéé rozwazania
nieskorniczonosci aktualnej. To samo stanowisko zajmowali teologowie
chrzedcijafiscy: przyjecie istnienia nieskoriczonoéci w formie dokcnanej
stanowi wszak §wietokradcze sprzeniewierzenie sie naturze Boga, ktéry

— jedyny — jest absolutna nieskoriczonodcia. Spinoza i Leibniz dodawali:
absolut jest nieopisywalny, bo opisany stalby sie¢ skoniczony. Przeciwnikiem
aktualnej nieskoriczonosci byl sam wielki Gauss, ktéry uznawal ja jedynie
jako fagon de parler, spos6b méwienia o pewnych granicach. I wreszcie
wspblczesni: wspomniany juz Kronecker i wielu innych, matematykéw

i filozoféw.

Cantor polemizowal ze wszystkimi przeciwnikami aktualnej xiieskoﬁczox;oéci.
Jesdli Arystoteles twierdzil, ze nieskoriczone liczby istnie¢ nie moga, bo prazy
stosowaniu dzialani arytmetycznych pochlanialyby liczby skoriczone, to Cantor
pisal, ze bledem jest przypisywanie nowym bytom wlasnosci odziedziczonych
po bytach juz rozpoznanych; poza tym, jedli nawet np. 1 4+ w = w, to juz
w + 1 # w. Teologéw przekonywal, e istnienie zbioréw nieskoriczonych jest
dowodem wielkosci Boga, a nie jego zaprzeczeniem — i uzyskal ich poparcie
w latach, kiedy porzucil matematyke; byl to okres, kiedy Kosciél poszukiwal
naukowej podstawy dla swojej doktryny i dazy! do pozyskania najlepszych
umysléw epoki do tego celu. U Leibniza znajdowal argumenty przemawiajace
za nieskoniczonoscia dokonana: przeciez $wiat monad, z ktérych powstaja
wszelkie zjawiska, jest nieskoriczony. (Zabawne, ze w jednej z prac Cantor
prébowat wskazaé zastosowania swojej teorii liczb pozaskoriczonych do innych
dziedzin nauki i sformulowal hipoteze, ze zbiér monad materialnych jest
takiej mocy, jak I klasa liczbowa, a zbiér monad eterycznych jest takiej mocy,
jak II klasa liczbowa. Wnioskowal stad, ze liczby pozaskoriczone moga byé
bardzo przydatne w rozwiazywaniu probleméw fizycznych czy chemicznych.)
Wobec matematykéw uiywal argumentéw matematycznych, odwolijac sie
do naturalnosci pojawiania sie liczb pozaskoriczonych, poréwnujac proces
ich powstawania z innymi konstrukcjami, mniej lub bardziej powszechnie
akceptowanymi. I w ostatecznym rozrachunku o sukcesie koncepcji Cantora
zadecydowalo to, co zwykle decyduje w dluzszej perspektywie o sukcesie czy
‘porazce nowej teorii: jej spéjnoéé i praydatnosé. Jeéli dzis operujemy swobodnie
zbiorami nieskoriczonymi nie zastanawiajac sie nad filozofia, ktéra sie w nich
kryje, to zawdzieczamy to w duzej mierze wytrwaloéci Cantora i glebokosci jego
teorii.
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Gléwna cecha przelomu, rozpoczetego przez Cantora, jest niewatpliwie oswojenie
nieskoriczonosci. Nie tylko to jednak jest powodem tego, ze matematyka ,,po
Cantorze” wyglada inaczej. Do potocznego i powszechnego jezyka matematyki
weszlo pojecie zbioru — dowolnego, juz nie tylko liczbowego — pojecie, ktéremu
towarzyszylo bogate instrumentarium, pozwalajace traktowaé je jako obiekt
matematyczny i wykorzystywaé do opisu réznorodnych zjawisk matematycznych.
Trudno sobie wyobrazi¢ topologie, teorie modeli, analiz¢ funkcjonalna i wiele
innych dziedzin matematyki bez takiej podstawy. Wraz z rozszerzeniem
uniwersum liczbowego rozszerzyly si¢ granice matematyki, siegajac struktur
niedostrzegalnych i tym bardziej nieopisywalnych dotychczasowymi metodami,
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