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Aspekty numeryczne
w zagadnieniu homotetycznego pokrycia figury

Stantstaw FUDALI, Szc#ecin

Aspekt egzystencjalny

O szagadnieniu pokrycia homotetycsnego figury pisano juz w Delcie [8].

Stad przeto wiadomo, e sagadnienie to sprowadza sie do pytania: Jaka jest
najmniejsza licsba pomniejszonych homotetycznych kopii wypuklej figury Q
niesbednych do pokrycia Q? Rsecs srosumiala, chodzi tu o figure Q dowolnego
wymiaru n, a przes pokrycie figury Q rozumie sie taka rodszine podzbioréw
Q1,...,Q,, te dla kaidego punktu p € Q istnieje s € {1,...,s}, e p€ Q;.

Dla n = 2 odpowiedf na to pytanie sostala podana przes Hochberga i Markusa
[6], ktérej moina nadaé sformulowanie:

Twierdsenie (Hochberg, Markus). Dla kaidej plaskies figury istnieje
homotetyczne pokrycie tej figury skiadajgce si¢ z trzech czlondw, jezeli jest rézna
od réwnolegloboku, a jezels jest réwnoleglobokiem — to z czterech.

Dla n = 3 znana jest odpowied# czeéciowa, dotyczaca niektérych tylko, a nie
dowolnych figur tréjwymiarowych [7]; mozna ja sformuowaé nastepujaco:

Twierdzenie (Lassak). Dla kaidej S-wymiarowes Srodkowosymetrycznes figury
Q 1stnieje homotetyczne pokrycie tej figury skiadajgce sie z co najwyzes osmiu
czlonbw.

(Oryginalne twierdzenia brzmia nieco inaclej) Oba te twierdzenia maja
charakter egzystencjalny: orsekaja o tstnientu pokrycia homotetycznego,
skladajacego sie s okreélone) liczsby cslondw. Sa one réwnoczeénie
potwierdzeniem — pierwsze w pelni dla n = 2, drugie csesciowo dlan =3

— sformulowanej w terminach pokryé h'omotétyclnych hipotezy Hadwigera

(zob. [8]): Najmniejsza liczba (osnaczamy ja a,(Q)) pomniejszonych kopii figury
Q C E™ potrzebnych do pokrycia Q jest sawarta miedzy n+ 1 i 2"; w ujeciu
symbolicznym sprowadsa sie to do nieréwnosci

n+1<an(Q) < 2"

Liczba progowa

W 1977 r. J. Bielousow [1] swrécil uwage na oczywisty, aczkolwiek
w eggystencjalnym aspekcie sagadnienia pomijany fakt, ge nie kazde trzy
pomniejszone kopie moga stanowi¢ pokrycie dowolnej figury plaskiej; ilustruje
to rysunek 1. Wspélcgynniki homotetii kopii pokrywajacych musza by¢
odpowiednio dobrane, aby trsema kopiami figury Q mozna bylo pokry¢
Q. W swiazku z tym Bielousow staral si¢ snalef¢ najmniejsza liczbe, ktéra
potraktowana jako wspélczynnik homotetii pozwolitaby na pokrycie figury
trzema kopiami. W taki mniej wigcej sposéb licsba ta zostala opisana w [1],

w [4] zaé zostala nazwana liczbg progowe ﬁgury 1 sprecyzowana — powtdérzmy tu
nieco ogélniejsze jej okreélenie:

Definicja. Niech K?(Q) bedsie zbiorem licsb k € (0, 1) takich, e s
praystajacych kopii figury Q w przestrzeni n-wymiarowej, otrsymanych przez
homotetie o wspélcsnniku k, nie pokrywa Q. Kres gérny tego gbioru nazywamy
s-tq liczbg progowg figury Q i osnacsamy k3(Q), tzn. k4(Q) = sup K2(Q).

Liczebnikowa czeé¢ tej nazswy swiazana jest s liczsba skladowych w ppkryciu a nie
s uporzadkowaniem licsb progowych. Plaskie figury rézne od réwnolegloboku
nie maja pierwszej ani drugiej liczby progowej, bo $adnej s nich nie mozna
pokry¢ jedna bad¢ dwiema kopiami; réwnoleglobok nie ma takze i trzeciej liczby
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progowej. Z tego samego powodu réwnies sadna figura tréjwymiarowa
nie ma pierwszej, drugiej ani trzeciej liczby progowej, niektére z nich nie
maja tez czwartej, piatej, széstej, a nawet siédmej — taki jest, na przyklad,
réwnolegloécian ktérego nie uda sie pokryé mniejsza od oémiu liczba kopii
homotetycsnych.

W tymse artykule [1] Bielousow udowodnil, &e trzecia liczba progowa rodziny
plaskich figur réinych od réwnolegloboku jest k$(Q) = 2/3, a réwnolegloboku
- 1/2. Znacsy to, e jeseli wspélcsynnik homotetii kazdej s trzech wzietych
do pokrycia kopii figury Q réinej od réwnolegloboku jest mniejszy od 2/3, to
tymi trsema kopiami nie bedsie mogna pokryé figury Q; réwnolegloboku nie

‘ bedsie moina pokry¢ csterema kopiami, jegeli wspélczynnik homotetii kazdej
Rys. 2 ; £ nich bedzie mniejssy od 1/2. (Gdy jedna lub dwie kopie maja wspélczynnik
-mniejssy od 2/3, a trzecia — wiekssy od 2/3, to Q moze, ale nie muss, byé
pokryta tymi kopiami (rys. 2)). Nie snacsy to jednak, ie przy wspélczynnikach
homotetii wickssych lub réwnych 2/3 moina trsema kopiami pokryé dowolna
figure plaska. Dowolnej plaskiej figury frodkowosymetrycznej ni¢ mozna
pokryé trzema kopiami, jeieli kagda s nich usyskana zostala przez homotetie
o wspélczsynniku mniejssym od 3/4, chociai wiekszym od 2/3. Wykazal to
Bielousow w [1], bo udowodnil, e licsba progowa rodziny plaskich figur
grodkowosymetrycsnych jest 3/4; ta wlaénie liczba jest progowa dla szeéciokata
foreinnego [1]. I tu snowu wcale to nie snacsy, ie prsy wspdlezynnikach
nieco wiekszych od 3/4 uda sie trzema kopiami pokry¢ dowolna figure
srodkowosymetryczna; nie uda si¢ pokry¢ kola, jezeli wspdlczynnik homotetii
kaidej kopii bedsie mniejssy od 1/3/2 =5 0,8660254. . . — ta wlasnie liczba jest
progowa dla kola. ~ :

Pokrycie progowe .

Pokrycie, ktérego skladowe 83 kopiami o wspélczynniku réwnym liczbie
progowej, nasywamy pokryciem progowym. Takie wlasnie pokrycie musi by¢
wpierw skonstruowane, aby moina bylo wysnaczyé odpowiednia liczbe progowa.
Konstrukcja pokrycia progowego nie sawsse jest prosta, nawet gdy skladowych
w pokryciu jest niewiele. Stosunkowo latwo znajduje sie takie pokrycie dla
tréjkata. Od razu sauwasa si¢ bowiem, ge umieszczajac érodki homotetii
w wierscholkach tréjkata T i sa wspélcsynnik przyjmujac jakies ko € (0, 1),
nie pokryjemy T, jeseli ko < 2/3 (rys. 3a), badf pokryjemy niezbyt oszczednie
(poswalajac na duse obssary pokrywane dwiema, a nawet trzema kopiami
(rys. 3b)), gdy prsyjmniemy ko > 2/3. W pierwszym przypadku T nie bedzie
pokryty, mimo ge pokryty jest caly jego brzeg; niepokryty bedzie tréjkat abe,
homotetyczny do T, ale se wspSlcsynnikiem ujemnym. W drugim wypadku
{ aab : T jest pokryty, ale usyte do tego pokrycia kopie nie sa mozliwie najmniejsze

— wasystkie trzy maja cseéé wspélna w postaci tréjkata abc (homotetycznego
A do T se wspélcsynnikiem dodatnim). Ocsywisty jest fakt, e pomniejszajac

:‘ﬁ wspdlezynniki homotetii w tym ostatnim przypadku (pozostawiajac érodki

i N " homotetii nadal w wierscholkach tréjkata T') pomniejszymy Aabe (na rys. 3b);
gdy smaleje on do punktu, to powstale wéwczas pokrycie bedzie progowe
(rys. 3c). :

Tréjkata abc na rysunku 3b nie pomniejszamy konstrukcyjnie. Robimy to
gupelnie inaczej, a mianowicie snajdujemy warunek pokrywalnodci tréjkata,
tzn. warunek, przy ktérym Aabc bedzie ,Sciagniety” do punktu. Inaczej
méwiac, snajdujemy wapblcsynnik homotetii tréjkata abe, ktéry nastepnie-
preyréwnujemy do sera. Od tego wladnie rozpoczniemy wyznaczanie (trzeciej)
licsby progowej tréjkata. Zauwaimy, se ab, tzn. dlugosé boku ab tréjata abe, jest
réinica miedzy de i suma (de + ae), a poniewas
de=k-hg i

bd +ac=hy+ fg = hg— (hf + j9— hg) = 2hg — 2k - hg = 2(l — k)hg,

bo hf = 59 = k- hg, wiec

ab=ed — (db+ ae) = k- hg — 2(1 — k)hg = (3k — 2)hg.
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Rys. &

Znacsy to, se tréjkat abc otrsymujemy s T sa pomoca homotetii

o wspdlcsynniku k = 3k — 2, gdsie k jest wspblcsynnikiem homotetii trzech
kopii pokrywajacych T (sakreskowanych na rys. 3b). Tréjkat ten zostanie
éciagniety do punktu, gdy ab smaleje do sera, tsn. gdy bedsie 0 = (3k — 2)hg,
skad k = 2/3. Prsy takim wspélcsynniku pokrywajacych kopii tréjkat abe
Sciagniety bedsie do punktu, caly tréjkat T bedsie pokryty (rys. 3c), a dalsze
pomniejssanie wspélcsynnika k doprowadsiloby do sytuacji takiej jak na rys. 3a
badf na rys. 1b. Dowodsi to, e pokrycie prsedstawione na rys. 3c jest progowe,
a wspélcsynnik kopii w tym pokryciu - jak oblicsono wysej — jest réwny 2/3;
jest to (trsecia) licsba progowa tréjkata T (a wiec dowolnego tréjkata).

Znajdsiemy teras 3-cslonowe homotetycsne pokrycie kola K. Wpiszemy w

K tréjkat foremny (csyli réwnobocsny) i kasdy jego bok potraktujemy jako
frednice kopii (rys. 4). Rsuca si¢ od rasu w ocsy fakt, se tak skonstruowane
pokrycie kola kola K jest progowe, bo gdyby smniejszyé frednice kopii, to czesé
brzegu (w otocseniu wierscholkéw wpisanego tréjkata) prsestalaby byé pokryta.

_ Oblicsenie licsby progowej w tym wypadku jest bardzo latwe — jest nia stosunek

dlugoéci boku wpisanego w K tréjkata réwnobocznego do dlugodci érednicy kola,
a wiec k3(K) = 1/3/2. ‘

Konstrukcja pokrycja progowego nie sawsse tak latwo moie by¢ przewidsiana.
Weimy bowiem pod roswage dwie figury: D prsedstawiona na rys. 5a

i M - na rys. 5b. Pierwssa s nich jest suma kwadratu o boku dlugodci a

i tréjkata réwnoramiennego o wysokoéci h = pa, gdsie p € R, ; figura M jest
usupelnieniem figury D do figury frodkowosymetrycznej. Pokrycie progowe
figury D otrsymuje sie sa pomoca homotetii o frodkach w wierzcholku czesci
tréjkatnej i w prsecieciu prsedlugefi ramion tréjkata s przedluieniem podstawy
(rys. 6a). Gdyby wedlug tego samego schematu obraé érodki homotetii dla
pokrycia figury M, to trsema kopiami nie udaloby sie pokryé M (rys. 6b), co
pokasemy dalej. Stosujac natomiast ten sam pomysl, ale wedlug innego wzoru
— érodki homotetii umiesscsone w prsecieciu prsedlugefi ramion tréjkatéw i
przeciwleglego im boku kwadratu (rys. 6c) — mogemy skonstruowaé pokrycie
progowe figury M. o
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Niesaleinoé¢ funkcji progowe;j k3(L) od parametru p w prsedsiale (I, +00) jest
interesujacym faktem. Na rysunku 9 widsimy kilka prsedstawicieli rodsziny figur °
typu D dla réinych wartodci p i wydaje sie, se tylko dla p = 1 (rys. 9a) pokazane
jest pokrycie progowe, a dla posostalych representantéw rodsiny pokrycia

nie 83 progowe — sachodsa na siebie cseéci kwadratowe dolnych kopi, a takie
otocsenie wierscholka w cseéciach tréjkatnych w obu dolnych kopiach sawiera

si¢ w cseéci tréjkatnej gérnej kopii. Wydawaé by sie moglo, se dla p > 1 moina
jesscze co najmniej o odrobine pomniejssyé wssystkie kopie. Gdy jednak dobrze
si¢ prsyjrsymy tym pokryciom, to sauwafymy, se nicsego tutaj pomniejszy¢

si¢ jus nie uda. Prsy pomniejssaniu kopii pokrywajacych D w ktérymkolwiek
praykladsie na rys. 9 odsloni sie cseé¢ wnetrsa figury D w otoczeniu punktu s,

w ktérym prsecinaja sie brsegi wssystkich trsech kopii. %

Rys. 9

Nalegaloby, mimo tego ie na rys. 9 ,wyrafnie to widaé”, nabraé obiektywnej, a
nie sugerowanej rysunkiem, pewnoéci, se punkt s, bedac wewnetrsnym punktem
figury D nalesy rsecsywiécie do brsegu kaidej spoéréd kopii pokrywajacych D.
Zauwaimy wiec, de prsy wspblcsynniku k = 2/3 odcinek lacsacy wierscholki a;

i ag tréjkatéw naleiacych do dolnych kopii (rys. 9d) dsieli wysokodé figury D w
punkcie m dsielacym te wysokoéé w stosunku 1:2 licsac od wierschiotka. Z kolei
ramiona tréjkatéw nalesacych do dolnych kopii (lewe ramie prawej kopii i prawe
ramig lewej) prsecinaja si¢ w punkcie s i wras s ramionami tréjkata gérnej kopii
tworsa réwnoleglobok (bo ramiona tréjkatéw w kopiach sa parami réwnolegle),
ktéry jest rombem (bo ramiona tréjkata sa réwne). Prsekatne rombu aa;say
praecinaja si¢ w punkcie m, a poniewas am stanowi 1/8 wysokoéci figury D,
wiec as jako dlugoéé prsekatnej rombu, polowiona w punkcie m, stanowi 2 /3
wysokodci figury D, ale dokladnie tyle samo sajmuje gérna kopia, co znaczy, iz s
— wsp6lny punkt brsegéw dolnych kopii — naleiy do brsegu gérnej kopii. Wobec
tego, prsy p < 1, pokrycie figury D kapiami otrsymanymi przes homotetie o
wspélcsynniku k = 2/3, prsedstawione na rys. 9, jest progowe.

Wydawaé by si¢ moglo, e progowe pokrycie figury M, ktéra jest w Jakim§
sensie usupelnieniem figury D, otrsyma si¢ automatycsnie s progowego pokrycia
tej ostatniej. Okasuje si¢, e wcale tak nie jest, co pokasuje rys. 6b — kopie
figury D usupelnione odpowiednio tréjkatami prsy prseciwleglym boku
kwadratu staja si¢ kopiami figury M, ale jej nie pokrywaja. Co wiecej, nawet
prsy powieksseniu wssystkich kopii i odpowiednim ich przesunieciu nie udaje sie
pokryé figury M trsema kopiami, tak aby wierscholek tréjkata w jednej z tych
kopii pokrywal si¢ 3 odpowiednim wiencholkjem figury M.
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Réwnocseénie nalesy sadbaé o to, aby gérna kopia nie przesunela sie zbyt do
géry — méglby wéwcsas pojawié sie niepokryty obssar w otoczeniu rodkéw
gérnych bokéw tréjkatnych csesci figury M (rys. 11b). Aby tego uniknaé,
naleiy saiadaé, aby wierscholek tréjkatnej csesci w gérnej kopii nalezal do
boku cseéci tréjkatnej dolnej kopii. Jeseli warunek ten bedzie spelniony, to rzut
gérnej kopii na prosta sawierajaca frodki homotetii dajacych obie dolne kopie
ma niepusta czesé wspélna s cseécia tréjkatna dolnej kopii (por. rys. 11b). Fakt
ten moie by¢ opisany analitycsnie jako

k(%+p) +k-2p2> §+2p;
pierwssy skladnik representuje rsut polowy gérnej kopii, drugi skladnik
representuje rsut tréjkata prsy o;, po prawej stronie jest polowa dlugosci
odcinka 7703. Znak nier6wnoéci wskasuje natomiast, se suma dwéch odcinkéw
sawartych w ;03 jest nie krétssa od 5;03; snacsy to, ge gérna i dolna kopie maja
_ cseéé wspblna na odcinku cseéci tréjkatnej figury M. Z nieréwnosci tej mamy

§s 3w+ _ 1+dp

T 3+3p 1+6p :
Najmniejesa licsba spelniajaca oba te warunki, tsn. (2) i (3), jest (trsecia) liczsba
progowa figury M. Poréwnujac se soba oba otrsymane wyragenia, dostaniemy

1+4p
el e dy p> 1
By (L0803 AP VL ) 214-2p) L ims
. 1+6p’ 2(1+ 2p) 1+4p TR
1+6p’ p 3°

Wykres tej funkcji progowej przedstawiony jest na rysunku 8.
Zbiory liczb progowych

Licsba progowa dowolnej figury plaskiej réinej od réwnolegloboku jest 2 /3,
dowolnej érodkowosymetrycsnej takiej figury jest 3/4, a kola — 1/3/2. Nasuwa
si¢ pytanie: Jakie jesscse licsby moga by¢ (trsecimi) progowymi? Inaczej:

csy istnieja jakied plaskie figury, ktérych licsba progowa (trsecia) jest réwna
dowolnie wsietej licsbie g € (2/3,1) ? Okasuje sie, e istnieja takie figury
plaskie, bo w [4] mamy

Twierdsenie. Dia kaidej liczby g € (2/3,1) istnieje figura plaska, ktéra (trzeciq)
lsczbg progowg jest g.

Dowéd tego faktu jest widocsny na rysunku 8 w postaci wykresu funkeji
progowej rodsiny figur typu D. Funkcja ta prsyjmuje bowiem wszystkie
wartodci od 2/3 wlacsnie do 1 (wylacsnie), wobec czego figura, o ktérej mowa
w tym twierdseniu, mose by¢ chociaiby figura D dla odpowiedniego p = :
- =(1-q)/(29 — 1) (oblicsa si¢ to 5 réwnosci k3(D) = g).

Moina postawi¢ podobne pytanie o licsby progowe .
figur érodkowosymetrycsnych, a odpowieds réwnie latwo moie by¢ odcsytana
s wykresu funkcji k3(M) na rys. 8; sformujemy ja jako

Twierdsenie. Dia kaidej liczby r € (3/4,1) istnieje plaska figura
drodkowosymetrycana, ktdrej (trzecig) liczbg progowg jest r.

Poréwnanie wykreséw funkcji k3(D) i k3(M) na rys. 8 nasuwa pewne
spostrzeienia. Od rasu rsuca si¢ w ocsy fakt, ie dla p bliskiego zeru, a wiec
gdy D i M niewiele réinia si¢ od réwnolegloboku (i od siebie), licsba progowa
saréwno figury D jak i M jest bliska 1, i ie wartoéci obu tych funkeji maleja
dla p < 1/2; dla p = 1/2 wartoéci obu funkcji sa réwne i wynossa 3/4. Widaé
tes, if dla p s przedzialu (0,1/2) wartodci funkcji k3 (M) sa mniejsze od wartosci
funkcji k3(D). Co jest tego preycsyna? Odpowiedsi nie poszukiwalem, wiec jej
nie snam, ale oczekuj¢ jej préb od ambitniejszych Czytelnikéw; moie ktérys

s nich wpadnie na prsekonujace wyjasnienie tego faktu. To samo pytanie o
prsycsyne dotycsy réwniei prsedsialu (1/2,+00), w ktérym wartodci k3(M) sa
wicksze od wartodci k3(D). Interesujace réwniei byloby objasnienie przyczyn
stalodci funkeji k3 (D) na prsedsiale (1, +00). Dlaczego tak sie dzieje?
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Rys. 12

Zwlasscsa, ie dla tych samych p > 1 wartoéci funkcji k3(M) stale rosna do 1.

Twierdsenie Hochberga—Markusa, prsypomniane na wstepie, wskazuje wyraznie
se sbiér wssystkich figur plaskich moina podsieli¢ na dwie rozlaczne klasy ze
wigledu na minimalna licsbe kopii niesbednych do pokrycia figury plaskiej.

W jednej s tych klas snajduja sie wesystkie figury réine od réwnolegloboku, a
w drugiej — tylko réwnolegloboki. W swiasku s moiliwoécia takiego podzialu
figury nalesacej do pierwssej s tych klas naswiemy figurami indeksu 3 (bo dla
kaidej 5 nich istnieje 3-cslonowe pokrycie homotetycsne), a réwnolegloboki —
figurami indeksu 4.

Prsyjmujac, ée hipotesa Hadwigera jest prawdsiwa dla kaidego n, sauwazymy
od rasu, se sbiér wssystkich n-wymiarowych figur — dla ustalonego n € N —
mosna podsieli€ na 2" — n roslacsnych klas: klase figur indeksu n + 1, figur
indeksu n + 2, indeksu n + 3 itd. i klase figur indeksu 2". Dla klasy figur
indeksu n + 1 snana jest licsba progowa — jest nia n/n + 1, co zostalo wykazane
w [3] i co stanowi uogélnienie twierdsenia Bielousowa s [1]. Wiecej, w [3] mamy
tes uogblnienie podanego tu wczeéniej twierdsenia, mianowicie:

Twierdsenie. Dia kazdej liczby s € (n/(n X 1), 1) istnieje n-wymiarowa figura,
ktérej (n + 1)-q licabq progowg jest s.

Natomiast dla klasy figur indeksu n+2,n +3,...,2" (prsy n > 3) liczba
progowa nie jest snana. Znalesienie tej licsby jest sagadnieniem otwartym. Stad
apel do ambitniejssych Csytelnikéw o préby snalezienia tych liczb (na poczatek
dla n = 3). Pierwssym krokiem do realizacji tego celu musi by¢ charakteryzacja
(t=n, ustalenie ksstaltu, opis wlasnodci itp.) wssystkich figur danego indeksu,

co réwniei jest problemem otwartym. Ocsywiscie, spodziewam sie otrzymaé

. od Csytelnikéw préby snalezienia licsb progowych klasy 3-wymiarowych figur

odpowiedniego indeksu, tzn. 5, 6, 7, 8, bo dla klasy figur indeksu 4 liczba ta,
sgodnie 5 twierdseniem w (3], jest 3/4

Pokrycia nieminimalne

Ocsywiste jest, wobec definicji licsby progowej, se gdy kaida kopia figury Q jest
usyskana prses homoteti¢ o wspélcsynpiku mniejszym od kg (Q), to figury Q
nie mogna pokry¢ s kopiami. Powstaje wéwcsas naturalne pytanie, czy w takim
wypadku Q moie by¢ pokryta s + 1 kopiami? Okazuje sie, ge jest z tym réznie
dla réinych figur, nawet gdy wspélczynnik homotetii jest nieznacznie mmejszy
od k3(Q). Dla tréjkata T, na prayklad, ktérego liczba progowa jest ks(T) =2
(zob. [1] lub [5]), trzy przystajace kopie o wspélcgynniku ko < 2/3 nie pokrywajq
T; na rys. 1a widaé, e nie pokryta w tym wypadku moie by¢ cze$é wnetrza
tréjkata, ktéra uda sie pokryé czwarta kopia. W saleinoéci od wielkoéci ko

nie pokryta czes¢ wnetrsa tréjkata T moze by¢ wigksza lub mniejsza, a zatem
wspdlcsynnik k homotetii dla tej czwartej kopii moze byé duzo mniejszy od ko.
Sensowne wobec tego jest pytanie o cswarta licsbe progowa k4(T) (tzn. o liczbe
progowa tréjkata T prazy pokryciu go czterema kopiami csyli o najmniejszy
wspdlcgynnik homotetii, prsy ktérym T moie byé pokryty czterema kopiami).
Podal ja J. Bielousow [1] — jest nia k4(T) = 4/7. W [5] podane sa dalsze kolejne
licsby progowe tréjkata (i pokazany sposéb ich znajdowania), do pietnastej
wlacznie; dalsze kolejne nie istnieja. Znacsy to, se tréjkat T jest taka figura, ze
jezeli dla dowolnego p € N nie moina jej pokryé p kopiami o wspélczynniku k <
k%, to mozna ja pokry¢ p + 1 kopiami o wspélczynniku k3 *1 pieco mniejszym od
k5. Ale tak jest nie dla kagdej figury.

Dla réwnolegloboku R, na przyklad, jest k4(R) = 1/2, ale gdy wefmiemy kopie
tego réwnolegloboku o wspélcgynniku nieco mniejszym od 1/2 (np. s przedsialu
(1/3,1/2), to piecioma kopiami w aden sposéb nie uda si¢ pokry¢ R (rys. 12);
wssak piata kopia R, prsy tym o wspélczynniku k < 1/2 (a nawet bliskim 1),
nie uda si¢ pokryé pogostajacych do pokrycia kawalkéw przeciwleglych bokéw
réwnolegloboku R (rys. 12a) bad# praeciwleglych wierzcholkéw (rys. 12b).
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Rys. ‘13

Mosna sauwasy¢ wiecej, a mianowicie se R nie mose by¢ pokryty szeécioma,
ani siedmioma, ani tes oémioma kopiami o wspélcsynniku s przedzialu
(1/3,1/2). Dopiero 9 kopii o wspélcsynniku 1/3 lub wiekszym, ale mniejszym
od 1/2, wystarcsy do pokrycia R; dla R ciag licsb progowych ma postaé:

k3, kS, ki®,..., k2’,... Méwiac inacsej; ciag licsb progowym réwnolegloboku
R nie jest kompletny. Znacsy to, se nie dla kaidego p € N, jezeli R nie

mose by¢ pokryty p kopiami, to p + 1 kopii pokryje go. Wlasciwoéé ta, tzn.
niekompletnoéé ciagu licsb progowych, nie jest swiazana s indeksem figury R,
bo wystepuje takie u niektérych plaskich figur indeksu 3. Figura taka jest, na
praykiad, érodkowosymetrycsny ssedciokat QP o réwnoleglych przeciwleglych
bokach (rys. 13), w ktérym jedna para takich bokéw jest réwnolegla do jednej
s prsekatnych, a stosunek dlugodci tych bokéw do tej przekatnej jest réwny

p € (0, 1) (jest to wiec nie jeden sseéciokat, ale cala rodzina szeéciokatéw).

A. Pomianowska pokasala [9], e

2;'{ dlape(O,l) s dlape (O,E)
L s IR P T TR & S
_3—p dhpé(i,l) m dlasz(E,l)

i KS(Q") = % dla kaidego p € (0, 1),

i &e nie istnieje k§(QP), bo s konstrukcyjnych roswaiai wynika, ge dla QP nie
istnieje 5-cslonowe pokrycie progowe. Nie istnieja réwnies progowe pokrycia 8-
i 9-cslonowe sseéciokata QP, a tym samym nie istnieja licsby k§(QP) i k3(QP).

Ssefciokaty QP nie sa jednymi prsykladami plaskich figur indeksu 3, dla ktérych
ciag licsb progowych nie jest kompletny. Figurami‘takimi sa réwniez trapezy T?,
o stosunku dlugodci gérnej podstawy do dolnej réwnym p. Dla p € (1/2, 1), jak
podaja autorsy w [2], nie istnieja 6-cslonowe progowe pokrycia trapezu T?, dla
p € (11 — 1/73)/4,1) (tsn. dla p > 0,6139992...) nie istnieja 7-czlonowe pokrycia,
saé dla p € (11 — /65)/4,1) (tsn. dla p > 0, 7344357.. .) nie istnieja 8—czlonowe,
a tym samym nie dla kaiedgo p € (0, 1) istnieja licsby kS(TP), kI (T?) i k§(T®).

Moina w tym miejscu sapytal si¢ o przycsyny nieistnienia pewnych kolejnych
licsb progowych dla niektérych figur indeksu 3. Otés, jegeli prayjaé za

- naturalny fakt niekompletnoéé ciagu licsb progowych figury indeksu 4 (ktéra

jest réwnoleglobok), to niekompletnoéé ciagu licsb progowych figury indeksu

3 wydaje sie by¢ skutkiem sblisonego do réwnolegloboku ksztaltu tych figur.

Ale jest to jedynie prsypusscsenie, nie poparte sadnym dowodem, a oparte
jedynie na obserwacji niektérych tylko prsykladéw. Nalezaloby natomiast
roswasy¢ wssystkie mosliwe prsyklady — moie w tym jakod pomoga Czytelnicy?
Calkowicie otwarta jest bowiem sprawa charakteryzacji n-wymiarowych figur
indeksu n + 1, ciag licsb progowych ktérych jest niekompletny. Chodziloby o
wydsielenie podzbioru takich figur w sbiorze figur indeksu n + 1. Zagadnienie to
jest otwarte nawet dla n = 2, a wiec jest tu pole do dzialania. Wszystkie listy na
ten temat i na temat poprsedni (snalesienie (n + 7)-tej liczby progowe;j dla klasy
figur indeksu n + 5 dla j € {2,..., 2" — n} i dla kaidego n > 3), przeslane do
redakcji bede csytal i przeéle swoja opinie.

Niesztywne pokrycia‘ progowe

W jakim$ swiagsku s licsbami progowymi figury pozostaja pewne gjawiska
konstrukcyjne. Chodsi o to, se w pokryciu progowym dowolnej figury Q,

a na pewno w 3-cslonowym pokryciu progowym plaskiej figury réinej od
réwnolegloboku i — ogélnej — w (n + 1)-cslonowym progowym pokryciu
n-wymiarowej figury indeksu n + 1, polozenie poszczegdlnych skladowych jest
»8stywne” — jakiekolwiek przesuniecie ktérejkolwiek skladowej nieuchronnie
prowadsi do odsloniecia czeéci pokrywanej figury Q.

Dla wiekszoéci n-wymiarowych figur indeksu n + 1 pokrycie progowe skladajace
sie 5 pewnej licsby n + s skladowych nie jest ,sstywne”.
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. jeszcge inne przyklady nieszstywnych pokryé progowych.

»Niesstywnoéé” progowego pokrycia polega na tym, se oprécz skladowych,
ktérych w zadnym wypadku nie mozna przesunaé bez naruszenia pokrycia,
istnieje skladowa (nie koniecznie jedna, ale wystarcsy, aby co najmniej jedna
byla taka), ktéra moina prsesuwaé co najmniej w jednym kierunku bez
odslaniania figury pokrywanej. Drzieje sie tak, na przyklad, w piecioczlonowym
pokryciu trapezu T?, ktéry byl praywolywany przy omawianiu niekompletnogci
ciagu liczsb progowych. Prsy pewnym trybie pokrycia, pokazanym na rys. 14a

i w [2] nasywanym typem C, kopie IT, T%, T%, T7 dla p € (1/2,1) maja
wsp6lcsynnik K3 (TP) = 1/2 (érodki odpowiednich homotetii dla tych kopii
snajduja si¢ w wierscholkach trapesu T?) i nie pokrywaja T?. Nie jest nimi
pokryty tréjkat (sakreskowany na rys. 14) o wysokoéci réwnej polowie wysokosci
trapesu i sawarty we wnetrsu TP, ktéry trzeba pokryé piata kopia Tf o tym - P
samym wspdlcsynniku réwnym 1/2. '

Podstawa tego tréjkata ma dlugoéé ((1 — p)/2)a < (1/4)a (bo.p € (1/2,1)),
gdzie a jest dlugodcia dolnej podstawy trapesu, natomiast gérna podstawa kopii
T2 ma dlugoéé (1/2)pa > (1/4)a (bo p > 1/2). Wobec tego polozenié kopii

T? nie jest jednosnaczne. Mose ona byé prsesuwana réwnolegle do podstaw
trapesu o wektor dlugoéci nie wickszej nii ((1/2)p — (1 — p)/2)a = (p — (1/2))a.
Ustaliwszy natomiast polozenie 7Y moina przesuwaé TP badf T¥, tei réwnolegle
do podstawy trapesu T, o wektor odpowiedniej dlugosci.

Dla p € (1/8, (3 — +/7)/2) progowe 5-czlonowe pokrycie trapezu T? réwniez

jest nieszstywne a kopia T} moie mie¢ snacznie mniejszy wspélczynnik od

licgsby progowej, ktéra dla tych wartosci p jest wartodcia funkcji p — 1/(2 — p)
{rys. 14b). Dla takich p trapes T? ma inny ksztalt i inny jest typ pokrycia
progowego (w [2] nazywany typem A, a polegajacy na tym, fe rodki homotetii
dla usyskania dwéch dolnych kopii obrane s3 w koricach dolnej podstawy, érodek
trzeciej homotetii (dla gérnej kopii) - w praecieciu przedluzenia ramion trapezu,
frodek cswartej — we wnetrzu T}, tak, aby dolna podstawa kopii T} przechodzila
przes punkt przeciecia ramion kopii T? i T}, a ramie kopii T} — przez punkt
przeciecia dolnej podstawy gérnej kopii T3 s ramieniem jednej z dolnych kopii,
T? lub T%; podobnie obrany jest érodek piatej homotetii). Niepomniejszona
kopie T moina, jak widaé na rys. 14b, przesuwaé w dowolnych kierunkach

o odpowiedni wektor, a nie tylko réwnolegle do podstaw trapezu T? jak

w poprsednio omawianym wypadku.

-y

Niesstywnoéé progowego pokrycia trapezu TP obserwuje sie réwniez dla réinych
wartodci p prsy innej licsbie cslonéw pokrywajacych — w 4-czlonowym, 7-, 8-

i 9-cslonowym, co jest dokladnie podane w [2]. Inny przyklad niesztywnego
progowego pokrycia podany jest w [9], a dotycsy 10-czlonowego pokrycia
szedciokata foremnego. Mogna praypuszczaé, e Czytelnicy potrafia znalefé

-
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