Topologiczne uklady dynamiczne
Krzysztof CIESIELSKI, Krakéw

...and Tigger and Eeyore went off together,
because Eeyore wanted to tell Tigger How to Win at
Poohsticks, which you do by letting your stick drop
in a twitchy sort of way, if you understand what I
mean, Tigger;...

The House at Pooh Cormer — A. A. Milne

«..8 Tygrys = Klapouchym posszli takie i to razem,
‘poniewai Klapouchy chcial powiedsie¢ Tygrysowi,
jak wygra¢ w ,Misie—patysie”, co si¢ latwo osiaga
%a pomoca pewnego szarpniecia — jefli iess co
mam na myfli, Tygrysie.
Chatka Puchatka — Alan Alexander Milne,
prseklad Ireny Tuwim

1. Uklady dynamiczne

Zaléimy, ie prsyssio nam sagraé w ,Misie-patysie”. Prsypomnijmy, ie gra

ta polega na rsuceniu patykéw na wode potoku s jednej strony mostka

i ocsekiwaniu, ktéry najwcsesniej wyloni sie se strony drugiej. Rsucajac patyki

na wode sdajemy sobie sprawe, ie beda one smieniaé 8Woj3 posycje w salegnoéci

od tego, gdsie je rsucimy i po jakim csasie bedsiemy je obserwowaé ponownie.
Ocsywiste jest, ie spelnione beda dwa warunki. Po pierwsse, po csasie réwnym

seru patyk nigdsie si¢ nie prsemieéci. Po drugie, jesli roswaiymy jego posycje

" po csasie t, a nastepnie — 5 nowego poloienia — po csasie s, to koficowym
efektem bedsie to samo, co wynik porussenia si¢ s punktu wyjéciowego po csasie
t + s. Ponadto, moiemy saloiy¢, ie roswasane prsyporsadkowanie (parse: csas
i punkt prsypisujemy punkt otrsymany w wyniku odpowiedniego praesuniecia)
jest ciagle. I w ten sposéb otrsymalifmy prosty i naturalny model ukladu
dynamicsnego.

- Definicja. Ukadem dynamicznym nasywamy pare (X, x), gdsie X jest
praestrsenia metrycsna, a funkcja x R X X — X spelnia nastepujace warunki:
(1)VzeX: x(0,2z) =z,

(2)V=zeX, t,seR: x(s,x(t,2)) = x(t + 2, 2),

(3) = jest ciagla.

Prsestrsefi X nasywamy przestraenig fazowg.

‘W nasuwajacej sie i najbardsiej naturalnej interpretacji pierwssa smienna
moiemy traktowaé jako csas. Zauwaimy, e opisany proces nie salesy od chwili,
~ w ktérej roswagamy ruch. Jefli dany punkt prsesuniemy o jakif csas, to csy
~srobimy to dsié, csy sa tysiac lat, w wyniku otrsymamy to samo.

Pojecie ukladu dynamicsnego, a wras s nim teoria topologicsna, wyrosly na
gruncie jakodciowej teorii réwnaid rénicskowych. Chodsilo o to, by opisa¢
wlasnoéci roswiasaid réwnat oras pewnych sbioréw, badanych se wsgledu na
praebieg roswiasafi w tych sbiorach lub w ich poblisu (w sscsegblnodci wlasnosci
topologicsne), niekoniecsnie umiejac roswiasania te wypisaé konkretnymi-
wsorami. Warunki éadane w definicji ukladu dynamicsnego sa spelnione prses
roswiasania autonomicsnego (tsn. s prawa strona niesaleina od csasu) réwnania
réinicskowego

; 7= ! (’) ) !
o ile mamy sagwarantowane istnienie roswiasas, ich jednosnacsnoéé i mosliwodé
ich prsedlusania w csasie do nieskoficsonoéci (w obie strony). Sprawdsenie, e
roswiasania te spelniaja powyisse aksjomaty, jest bardso proste i wylacsnie
technicsne.

Skoro wiec mamy badaé topologicsne wlasnoéci roswiasafi bes, konkretnej
snajomoéci tych roswiasafi, mosemy opieraé si¢ wylacsnie na podstawowych
warunkach, ktére roswiasania spelniaja, csyli aksjomatach ukladu dynamicsnego.
Mose to praynieéé kilka korsysci. Po pierwsse, prsy wykasywaniu twierdsenia
okaie sie, 5 csego (s jakich warunkéw) naprawde korsystamy — ktére wlasnodci
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Na rysunkach - skoro funkcja ma byé ciagla — blisko (w odpowiednio malym
otocseniu) danej strsalki, prsy sblifonym do siebie kierunku krsywych, strzalki
na pobliskich drogach mussa mieé ten sam swrot.

Ciekawym jest

Prlykhd 7.

Torus moina wypelni¢ roslacsnymi krlywynu s ktérych kasda nawija sie na
torus gesto. Wprowadsajac odpowiednio funkcje x otrsymujemy mtereau_]qcy

uklad dynamicsny na torusie (okresy obrotu ,wsdlusi pohdmh i,wsdlus
réwnolesnika” maja byé mew-péhmeme)

Nie nalesy sadsié, se prsyklady ogranicsaja sie do podlbioréw R",

Prayklad 8.

Uklad dynamicsny Bebutowa wprowadsony jest na prsestrseni C’(R R) (sbiorze
funkcji ciaglych s R w R). Okreélmy (¢, f)(s) = f(t + s). Latwo sprawdsi¢,

se warunki (1) i (2) sa spelnione. Jeéli w C(R, R) wprowadsimy odpowiednio
metryke, to otrsymamy uklad dynamicsny o wielu ciekawych wlasnodciach.
Koficsac te wstepna csesé sauwasmy, se dsicki matematyce mosna posnaé
metode wygrywania w Misie-patysie. Wystarcsy snaé uklad dynamicsny
opisujacy ruch potoku (a w sasadsie tylko cseéé, na terenie pod mostkiem). Za
pomoca odpowiedniego ssarpniecia naleiy rsucié patyk w ten punkt, s ktérego
dochodsi sie do drugiego korica najssybciej. . .

2. Podstawowe obiekty i wlasnosci

Obicktéw i wlasnodci, ktére w teorii s3 badane, jest bardso wiele. Podwiecimy
nieco uwagi tym najwainiejssym i najbardsiej podstawowym. Jasne jest, e
badane sa sbiory okreflone sa pomoca roswiasai, a w sscsegélnodci trajektorie.
Wiéréd punktéw prsestrseni fasowej slcsegé!nie interesujace sa dwa rodszaje:
Definicja. Punkt z jest stacjonarny, jedli V ¢: x(t,z) = =.

Punkt z jest okresowy, jesli 3 ¢t # 0: #(t,z) = z i z nie jest stacjonarny.
Odpowudajace takim punktom trajektone nossa naswe trajektorii stacjonarnych
i okresowych.

W praykladsie 3. punkt (0,0) jest punktem stacjonarnym, a wssystkie posostale
punkty sa okresowe. Z kolei w prsykladsie 4. dokladnie jedna trajektoria

jest okresowa i dokladnie jedna stacjonarna; w prsykladsie 7. me ma sadnej
okresowej ani stacjonarnej.

Nie jest trudnym do wykasania, e punkt okresowy musi mie¢ okres gasadnicsy.
Interesuja nas wlasnodci topologiczne; sbiér punktéw stacjonarnych jest sawsze
domkniety.

Bardso wainym jest pojecie sbjoru granicsnego. Do sbioru granicsnego
dodatniego punktu z naleia te punkty, do ktérych mogemy sie prayblizyé
dowolnie blisko po trajektorii punktu z prsy csasach dagacych do
nieskoficsonoéci. Formalnie okreflamy:

Definicja. Zbidr graniczny dodatns punktu z definiujemy nastepujaco:
L*(z) = n{w"’(r(t, z)) : t >0}
lub (réwnowainie): L*(z) = {y € X :3 t, — 0ot x(tn,z) — y}.

Analogicsnie definiujemy zbidr graniczny yyemny. Zbiorem granicsnym punktu
okresowego jest jego trajektoria; podobnie w przypadku punktu stacjonarnego.
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Jeéli umiescimy kulke w dolku, to — po jej niesnacsnym prsesunieciu — nie oddali
si¢ ona sbytnio, w swej dalssej wedréwce, od pierwotnego pologenia; jej posycja
jest stabilna. Natomiast kulka na sscsycie wsgérsa, lekko pchnieta, spadnie

w dét i w okolice sscsytu jus nie powrdci. Podobnie mogna roswasaé stabilne

i niestabilne sbiory na ,orbicie® sakreflonej prses koniec wahadla.

Na poniissym rysunku wida¢ stabilng i niestabilng posycje, prayjete przes
postacie s komiksu Iana Stewarta.

ﬁ*‘i
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Definicja. Domkniety sbiér M nasywamy stabilnym (w sensie Lapunowa), jesli:
Ve MVe>036>0: ye K(z,6) = x*(y) c K(M,¢)

(K(z,6) i K(M,¢) osnacsaja sbiory punktéw odleglych od z o mniej nis § i od

M o mniej nis &).

Z definicji natychmiast wynika, ie sbiér stabilny jest dodatnio niesmienniczy.
Zbiorami stabilnymi sa na prsyklad, w prsedstawionych jui konkretnych
ukladach dynamicsnych, dowolna trajektoria w prsykladsie 3. albo okrag
jednostkowy w prsykladsie 4. Zauwasmy, se stabilnoéé¢ nie jest réwnosnacsna

s ,prayciaganiem” do sbioru trajektorii wssystkich punktéw s pewnego
otocsenia sbioru! Moina to saobserwowac na prsykladsie 5. Jedyny punkt
stacjonarny ukladu nie jest sbiorem stabilnym, choé wssystkie (!) trajektorie
sblifaja sie do niego prsy csasie datacym do nieskoricsonosci — jest on dodatnim
sbiorem granicsnym dowolnego punktu przestrseni fazowe;j.

» Preyciaganie” zostaje sformalisowane sa pomoca pojecia atraktora.

Definicje. Domkniety sbiér A nasywamy atraktorem (zbsorem prayciagajacym )
jesli
Je>0Vze K(M,e):t — co = d(x(t, z), A)) =0
(d osnacsa odleglodé punktu od sbioru). Gdy A jest swarty, a prsestrsefi fasowa
lokalnie swarta, to warunek powysssy jest réwnowainy nastepujacemu:
Je>0:K(M,e)c {yeX:0# L (y) c A}

Prsyklad 5. pokasuje, e moga istnie¢ atraktory niestabilne; s kolei np. dowolna
trajektoria w prsykladsie 3. jest sbiorem stabilnym, ale nie jest atraktorem.
Jeéli poréwnamy okregi jednostkowe w przykladsie 3. i 4., to sauwaiymy, ge
cho¢ oba s identycsnymi trajektoriami (w dwéch réinych ukladach) i oba

sa sbiorami stabilnymi, to jednak sachowanie si¢ ukladéw w ich poblitu

jest jakodciowo inne — wladnie dlatego, se okrag s prsykladu 4. jest réwnies
atraktorem, a okrag s prsykladu 3. - nie. Wlasnoéé, jaka ma okrag s prsykladu
4., wyragona jest w kolejnej definicji.

Definicja. Zbiér M jest asymptotycanie stabilny, jedli jest stabilny i jest
atraktorem.
Na tych podstawowych definicjach basuje ogromny dsial teorii ukladéw

dynamicsnych; sagadnieniom swiasanym se stabilnodcia pos§wiecono wiele
ksiagek i prac naukowych.

4. Twierdzenie retraktowe Wazewskiego

Pieknym twierdseniem, s ktérym niewatpliwie warto sie saposnaé, jest
twierdsenie retraktowe Wasewskiego. Milonicy wedréwek tatrzafiskich
niewatpliwie pamietaja Wywiersysko Kosécieliskie. Wyglada ono istotnie
niesamowicie — jak potok, ktéry plynie w dwie prseciwne strony jednocseénie.
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Prsedstawmy idee dowodu twierdsenia, nie jest ona bowiem sbyt trudna.
Prsypuéémy, e wssystkie punkty s S N U po pewnym csasie opuszcza

U; kaidemu z moina satem prsypisaé csas r(z) opusscsenia gbioru

(r(O 7(z) x {z}) c U, x(r(z),z) ¢ U). Jebli wykasemy, se funkcja 7 jest qugla,
to ciagle jest takie odwsorowanie: S 3 z +— r(x(r(z),z)) € S N Uy, gdsie r
jest retrakcja Uy na S N Uy (x(r(z),z) € Uy). W ten sposéb skonstruowahémy
jednak retrakcje S na S NU,, co jest sprzecsne s salogeniem.

A dlacsego T jest ciagla? Prsypuéémy najpierw, se z € U: x(r(z), z) jest
punktem wyjécia, a wiec i punktem silnego wyjécia. Dla odpowiednio malego ¢
satem ([0, 7(z) — €] x {z}) C U, saé x([r(z), r(z) + €] X {z}) NV = 0. Z ciaglodci
x wynika wobec tego, se r(y) naleiy do prsedsialu (7(z) —¢,7(z) + &) dlay

- 5 odpowiednio malego otocsenia punktu z. Gdy saé z € SNU,, to r(z) =0,
#([0, ] x {z}) N U =@ dla pewnego € i réwnies lna]dnemy otocsenie V punktu
z tthe, se 7(y) < € dla dowolnegoy €V N S.

Twmd:eme retraktowe ma wiele wersji, w sscsegélnoéci dla réwnai
résnicskowych. Najlepiej jednak chyba widaé ide¢ metody w sformulowaniu dla
ukladéw dynamicsnych. Gléwna mysél metody topologicsnej Waiewskiego polega

~ na wyciaganiu wnioskéw o sachowaniu si¢ roswiasali wewnatrs sbioru U jedynie V
na podstawie sachowania sie ukladu na brsegu U.

5. Semi-uklady

Pojecie topologlclnego ukladu dynamicsnego mose by¢ uogélmone na wiele
_sposobéw. Wydaje sie, ie jednym s na)clekawuych uogdlnien sa semi-uklady
dynamicsne. Réinica polega tylko na tym, se w definicji samiast R bierzemy
sbiér licsb nieujemnych R.;.

W semi-ukladach ruch punktu mamy okreélony tylko w jedna strone — mnic
natomiast nie wiadomo o jego sachowaniu si¢ prsy czasach przeciwnego znaku.
Ocsywifcie, kaidy uklad jest semi-ukladem - jesli mamy ruch sdefiniowany

w obu kierunkach, to takie i w jednym s nich.

Wiele twierdseri dotycsacych ukladéw moina w naturalny sposéb uogdlni¢ na
semi-uklady. Pojawiaja sie tu jednak takse i nowe, w prsypadku ukladéw nie
istniejace lub trywialne problemy. Ruch mamy okreflony jedynie dla czaséw
dodatnich, snamy prsyszloéé punktu — naturalnym jest pytanie o przeszlosé.
Do danego punktu moiemy prsecies ,,doj$¢® — csasami tylko jedna droga,
prsedlusalna w csasie do minus nieskoricsonoéci (jak w ukladach), w innym
prsypadku wieloma drogami, moiemy tes w tym punkcie startowaé (prleslloéé
jest sbiorem pustym). Drogi dojécia moga by¢ se wsgledu na csas ograniczone
lub nie. .

X

Pray sformalizowaniu pomaga okreslenie sekcys. Jest to sbiér F(t, z) =

={y€ X : n(t,y) = z}. W praypadku ukladu dla kasdego ¢ i z jest to sbiér
jednoelementowy. Gdy dla dowolnego ¢t > 0 sbiér F(t, z) jest pusty, to z
nagywany jest punktem startowym. Gdy prsestrsefi fasowa jest rozmaitoécia,

to semi-uklad nie ma punktéw startowych (dowéd tego wykorsystuje twierdzenie
Brouwera o punkcie stalym).

Podajmy jeszcze kilka przykladéw. Na plaslcsyime latwiej to srobi¢ sa pomoca
rysunkéw.
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Przyklad 10. - Prgyklad 11.

Y

Prlyklad 12,

* W sbiorse funkcjl ciaglych C ([0 ©0); R) (s odpowiednig metryka) moiemy
okresli¢ semi-uklad wedlug tego samego pneplsu, co w prsykladsie 8.
(prsesuwamy wykres funkcjl ot w lewo i ucinamy kawalek lesacy na lewo od osi
rsednych).

© Ciekawych modeli (w pneltr:emach nieskoricsenie wymiarowych) dostarczaja
réwnania s opéfnionym argumentem i réwnania parabolicsne. W prsypadku,
gdy prestrsefi fasowa jest rosmaitoécia (w sscsegélnoéci dwuwymiarowa)
okasuje si¢, e semi-uklady sachowujq si¢ w prsestrzeni stosunkowo ,,porzadnie®.
Jest to jednak temat wykracsajacy niecd dalej.

6. Uwagi historyczne i bibliograficzne

Trudno stwierdsié, kto pierwssy podal topologiczna definicje ukladu
dynamicsnego. Niewatpliwie korgenie teorii leia w pracach Henri Poincarégo

"5 teorii ré6wnafi réinicskowych swyczajnych, s korica XIX wieku. Poincaré badat
topologicsne wlasnodci réwnaii antonomicsnych, usyskal wiele interesujacych
resultatéw, a jego idee kontynuowane s3 w badaniach nawet i dsisiaj. Za
twérce teorii naleiy chyba jednak uznaé George’a D. Birkhoffa, ktérego

~ monografia [1] s roku 1927 byla podstawa do wiekssoéci badaii nastepnych
kilkunastu lat. W roku 1947 ukasala sie snakomita ksiatka W. W. Niemyckiego
i W. W, Stiepanowa [2] (cseéé jej poswiecona jest topologicznym ukiadom),
ktéra do dsif (!) jest cytowana w pracach naukowych. Réwniei w roku
1947 opublikowany. sostal w pracy [3] wynik Tadeusza Wasewskiego (wiele
informacji dotyczacych tej wybitnej postaci polskiej matematyki mozna snalezé

w [8], [9] i [17]). Jeden s najsnakomitssych specjalistéw w dziedzinie réwnai

r6lmc|kowych Solomon Lefschets, stwierdsit w 1961 roku, ie metoda retraktowa
Wasewskiego jest najoryginalniejszym resultatem w réwnaniach rélmclkowych
Po wojnie. :

Wiéréd licsnych matematykéw, publikujacych swe prace w latach pieédziesiatych
i szeéédsziesiatych, bardso ciekawe wyniki, sscseg6lnie dotyczace stabilnodci,
osiagneli Nam P. Bhatia i Taro Ura.. W latach 1960-1975 ukazalo sie chyba
najwiecej prac w dsziedsinie: Wickssoé¢ resultatéw usyskanych do roku

1970, wras s bogata bibliografia, sawiera ksiaika [7]. Réwniei w latach

- sgeéédsiesiatych Otomar Hajek sdefiniowal semi-uklady; wtedy zaczeto tei badaé
uklady lokalne, na ktére wickssa uwage swrécila ksiagka [6]. Tu wlaénie zostaly
sapacsatkowane, bardzo daleko dsif idace, badania lokalnych semi-ukladéw.

Wielu matematykéw opieralo badania na metodzie Wasewskiego; interesujace
regultaty osiagneli tu m.in. A. Pelczar i R. Srzednicki. W polowie lat
siedemdsiesiatych, bazujac na twierdzeniu Wasewskiego, Charles Conley
sdefiniowal indeks ([11]), swany dzif indeksem Conley’a.. Teoria Conleya
sostala niezswykle rosbudowana i roswinieta, a prace s nia swiazane budza
obecnie wielkie sainteresowanie — jest to sressta niewatpliwie temat wart
oddsielnego oméwienia. W szczegélnoéci, autorami bardzo ciekawych wynikéw
sa K. Rybakowskii M. Mrozek. Dodajmy, e w latach osiemdziesiatych
saczeto coras czeiciej stosowaé w ukladach dynamicznych metody topologii
algebraicznej, co niejednokrotnie praynosilo niebanalne efekty.

Semi-uklady i uklady lokalne nie sa, rzecs jasna, jedynymi mozliwymi
uogdlnieniami. Rogwazane sa uklady wielowartoéciowe, o przestrzeni fazowej
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saklada sie jedynie, e jest topologicsna, ciagloéé sastepowana jest warunkami
slabssymi, samiast R badane sa inne grupy ([4]). Ponadto nalesy niewatpliwie
jesscse jedna rsecs sasygnalisowal. Pojecie ,uklad dynamicsny® sawiera

w sobie wiele rogmaitych treéci. Nieswykle wainga teoria jest teoria gladkich
ukladéw, prsy ktérej badana przestrsenia fasowga jest gladka rozmaitoéé, zad
okreélajaca uklad funkcja spelnia pewne warunki swiasane s régnicskowalnoécia.
Gdy samiast R roswasany jest sbiér licsb calkowitych Z, uklad dany jest
prses iteracje jednej funkcji (s reguly odpowiednio regularnej). Gléwny

nacisk w badaniach kladsie si¢ na supelnie inne problemy, nis w teorii
topologicsnych ukladéw dynamicsnych ([5], [14], [15]). W efekcie stwierdzenie
»sajmuje sie ukladami dynamicsnymi” mose mieé kilka, jesli nie kilkanadcie
rosmaitych snacsefi; dsiedsiny te s3 wprawdsie se soba swiasane, niekiedy
jednak dosyé lufno. W Mathematical Reviews prace s ukladéw dynamicznych
recensowane s3 w bardso wielu miejscach. Z dsialu opisanego w tym artykule,
najcseéciej w punkcie 54H20 (choé takie i w co najmniej kilku innych, wcale
nie sacsynajacych sie od 54). W cytowanej ponisej literaturse podane sa
takie posycje sawierajace niektére rezultaty dotycsace sasygnalisowanych tu
sagadnief. Dokladniej saposnaé sie 5 podstawami i bardsiej sawansowanymi
wynikami teorii moina np. s ksiagek [6], [7] i [12].
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