O rozpoznawaniu liczb pierwszych

Marek ZAKRZE WSKI, Wroctaw

Csym résni si¢ licsba pierwssa od slogonej wie kagdy, kto wie co to jest liczba
pierwssa. Jednak snana se sskoly metoda w prsypadku dusych liczb nie daje

sie w praktyce sastosowaé. Komputer wykonujacy miliard operacji na sekunde
(salogenie bardso optymistycsne!) dla wyjaénienia charakteru liczby 50-cyfrowej
musialby pracowaé okolo 5 miliardéw lat. Zasadniczy postep uszyskano dopiero
w polowie lat siedemdsiesiatych. Dobry superkomputer potrafi dsié rozwiazaé
sadanie tego rodsaju w ciagu kilkunastu minut nawet dla licsby kilkusetcyfrowe;j.
Ciekawe, se te fwietne wyniki usyskuje si¢ prsy pomocy technik losowych.
Osnacsa to, se w trakcie oblicsefi odwolujemy sie do procedur odpowiadajacych,

s grubssa biorac, rsucaniu moneta. | |
|

W artykule mowa jest wylacsnie o algorytmach uniwersalnych tsn. takich,
ktére stosuja si¢ do dowolnej licsby naturalnej. Od dawna znane 83 szybkie
algorytmy stosujace si¢ do licsb sscsegélnego ksstaltu, jak np. liczsb postaci

2P — 1 (licsby pierwsse tej postaci swane sa licsbami Mersenne’a). Stad
odnotowywane w Ksiedse Guinessa najwicksse snane liczby pierwsze maja
postaé sawsse bardso charakterystycsna: przes wiele lat byly to na ogél liczby
Mersenne’a; obecnie rekordsista jest chyba wciaé licsba 391582 - 2216193 — 1
majaca 65087 cyfr. ;

1.
Algorytm, o ktérym opowiem, jest polacseniem whikliwej analizy Malego
Twierdsenia Fermata s ssybkim potegowaniem.

Jak oblicsyé z™ prsy uiyciu niewielkiej licsby mnogefi? Wla ustalenia uwagi,
niech n = 91 = (1011011);. Prsepisujemy postaé binarna, zastepujac kaide
0 symbolem K, kaida saé 1 symbolem KX, po csym pierwszy symbol K.
samieniamy na 1.
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Zapis w ostatnim wierssu koduje ciag instrukcji: sacsynajac od 1 mnés przez z
(instrukcja X) lub podnoé do kwadratu (instrukcja K). W naszym praykladzie
otrsymujemy satem:
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Mamy tu wiec tylko 11 mnosefi samiast 90; w ogélnym przypadku obliczenie z"
moze wymagaé 2 - log; n mnosen.

Dalej okage sie dla nas istotna umiejetnoéé ssybkiego obliczania wartodci
wyragefi typu c?~! mod p. W trakcie obliczeri moina, oczywiscie, kolejne
potegi redukowaé do prsedsialu [0, p — 1], satem wyniki poérednie beda mialy
co najwysej log, p bitéw. Mnosgenie dwu takich licsb sprowadza sie do okolo
(log, p)? operacji na bitach. Tak wiec wartodé wyragenia c?~! mod p potrafimy
snalefé prsy usyciu okolo 2 - (log; p)® operacji.

Imponujaca osscsednodé czasu, jaka daje ta technika, ilustruje nastepujacy
preyklad. Prsypusémy, s¢ mamy oblicsy¢ 3~ ! mod p dla p = 2127 — 1,
Wykonujac potegowanie krok po kroku musieliby§my operacje mnozenia
powtdrsyé prawie 2127 > 10%° rasy! Poniewas
(2“’ -1)-1=1111...110,
el
126 razy *
wigc sgybkie potegowanie redukuje problem do 128 mnosefi. Kazde s tych
mnozefi wymaga okolo 16000 operacji na bitach — lacznie okolo 2 miliondw °
operacji.
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2.
Prsypomnijmy Male Twierdsenie Fermata:

Jezels p jest liczbg pierwszq nie bedgcq dzielnskiem liczby calkowstes ¢, to
¢! = 1mod p.

Gdyby kongruencja c?~! = 1 mod p sachodsila wylacsnie dla licsb pierwszych,
mielibyémy doskonale kryterium rosposnawania licsb plerwuych Niestety, tak
nie jest, co pokasuje poniissy prsyklad:

210 = 1 mod 341, wiec 2%4° = 1 mod 341, chocias 341 = 11 - 31.

Co wiecej, istnieja licsby slogone, takie jak 561 = 3 - 11 - 17, dla ktérych
kongruencja ta sachodsi dla wszystkich ¢ wsglednie pierwssych s dang liczba.
Wydaje sie satem, e Male Twierdsenie Fermata nie moge peklnié funkcji takiego
kryterium. Glebssa analisa poswala jednak odniesé csesciowy sukces.

Powréémy do praykladu hclby 341. Pokasemy, jak stwierdzié, se 341 Jest
licsba sloiona, ogranicsajac sie wylacsnie do dokladnej analizy kongruencji
2340 = 1 mod 341. Kohigruencja ta osnacsa, se 341 dsieli 234° — 1. Korsystajac
dwukrotnie se wsoru a? — 1 = (a + 1)(a — 1) otrsymujemy:
2340 1= (2170 E 1)(2170 1) e (2170 + 1)(2'5 'Y 1)(285 5. 1)

Gdyby 341 byla licsba pierwssa, to s faktu, se dsieli ona ilocsyn, wymkaloby, e
dzieli ona Jeden £ czynnikéw. Mieliby§my satem:

~ 2%% =1 mod 341, lub 2%® = —1 mod 341, lub 2'7° = ~1 mod 341.
Okasuje sie, se $aden 5 tych warunkéw nie sachodsi.

Uogélniajac prseprowadsona wyiej analise moiemy wprowadsi¢ pojecie c-préby.
Niech n bedsie licsba nieparsysta, c saf licsba calkowita s prsedsialu [2,n — 1].
Licsbe n — 1 moina prsedstawié w postaci n — 1 = 2* . m, gdsie m nieparsysta
(w prsykladsie 341 — 1 = 22 . 85). Powiemy, e n wytrsymuje prébe c, jezeli
sachodsi jedna s kongruencji:

2™ =1modn lub 2™3= = mod n, dla pewnego m <n.

Test taki polega satem na spra.wchenm k < log, n kongruencji. Latwo lauwasyé
ie wymaga to nie wiecej nis 2 - (logz n)* operacji. Chwila la.stanowlema
pokasuje, se wystarcsy nawet 2 - (log, n)® operacji.

Liczba, ktéra nie wytnyma jakiejkolwiek c-préby jest na pewno liczba sloiona. .

Pomyélne przejécie przes prébe poswala praypuszczaé, se badana liczba jest
pierwsza. Co moiemy srobié, aby prsypuszcsenie takie ucsynié wiarygodnym?

S.

W roku 1975 Michael Rabin wykalal e liczsba slozona moze wyjéé swyciesko
co najwysej 5 25% préb prieprowadsanych dla ¢ € [2,n — 1]. Oznacsa

to, se jedli licsbe n poddamy prébie generowanej losowo se wskazanego
prsedsialu, to pomyélne prsejécie testu oznacsa, ge n jest liczba pierwsza s
prawdopodobiefistwem 75%. Zakoriczone sukcesem k-krotne powtdrzenie testu
swickssa to prawdopodobieristwo do 1 — (1/4).

M. Rabin i V. Pratt sprawdszali eksperymentalnie wartoéé tej metody dla liczb
stukilkudsiesieciocyfrowych. Kaida licsbe poddawali serii 30 préb, usyskujac
prawdopodobielistwo bledu rzedu 10-2. W szczegélnosci, na komputerze
fredniej klasy (w rosumieniu matematyka pracujacego w Stanach Zjednoczonych
w roku 1975!) usyskali w ciagu 10 minut besbledna liste wszystkich liczb
pierwssych postaci 2P — 1 dla p < 500. Znalefli takze najwicksze liczby pierwsze
ponigej 2390 i ponigej 24%°, a takie najwickssa snana pare liczb pierwszych
blifniacsych (tzn. licsb pierwssych réiniacych sie o 2).

Prawdopodobieristwo bledu rsedu 10~ daje stopiefi pewnosci w pelni
saspokajajacy aspiracje kryptograféw sainteresowanych generowaniem duzych
tzn. kilkusetcyfrowych liczb pierwszych. Ten stopiefi pewnoéci nie jest

chyba nigdy osiagany w przypadku saawansowanych dowodéw wspélczesnej
matematyki. Réznica pojeciowa jest jednak zasadnicga: algorytm Rabina
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dostarcsa poteinego argumentu, se dana licsba jest pierwssa, podczas gdy

| tradycyjny matematyk ocsekuje dowodu. Te teoretycsna ulomnoéé usuneli

w roku 1986 L.M. Adleman i M.D.A. Huang.

Prsypomnijmy, se ilekro¢ sastosowanie algorytmu Rabina wykazuje, ge

licsba jest sloiona — odpowiedf jest na pewno poprawna; tylko wéwczas, gdy
dowiadujemy sie, e badana licsba jest pierwsza odpowiedf moie by¢ bledna.
Algorytm Adlemana-Huanga dsiala odwrotnie: ilekroé stwierdza, ge n jest
licsba pierwssa — dsiala besblednie, myli¢ sie moie natomiast deklarujac
sloionoéé n. Algorytm ten oparty jest na saawansowanych technikach geometrii
algebraicsne;j.

Aby okreéli¢ charakter licsby n, moiemy poddawaé ja jednoczeénie obu testom,
prsy csym funkcje obu testéw ogranicsyé tak, by dsialaly sawssze bezblednie.
Tsn. algorytm Rabina bedsie udsielaé wylacsnie odpowiedsi ,,n jest liczba
sloiona” lub ,nie wiem?, natomiast algorytm Adlemana-Huanga odpowiedzi ,n
jest licsba pierwssa® lub ,nie wiem®. Powtarsajac to postepowanie otrzymamy
ostatecsnie konkretna, sawsse poprawna odpowiedf. Niekiedy moze to by¢
bardso csasochlonne, ale £redni csas realisacji algorytmu jest, przynajmniej

s teoretycsnego punktu widsenia, sadowalajacy (co to znaczy — wyjaénimy

4.
Pojecie ,,algorytmu ssybkiego” jest ocsywiscie bardzo nieprecyzyjne. W teorii
slosonodci oblicseniowej dopracowano si¢ jednak pewnej klasyfikacji, ktéra
poswala dokonaé podsialu na algorytmy ssybkie i wolne. Podzial ten jest w
miare sgodny s intuicja i sarasem calkowicie precyzyjny. W rozumieniu tej
klasyfikacji algorytm rospognawania licsb pierwszych uznajemy za szybki, o ile
istnieja takie stgle A oras m, e zachodzi nier6wnos¢

OP(n) < A (log;n)™,
gdsie OP(n) osnacsa licsbe operacji na bitach wykonywanych przez komputer
w trakcie rogpoznawania charakteru liczsby n.

Pytanie ,,Csy istnieje ssybki algorytm rospoznawania liczb pierwszych?”

jest dzif sapewne najwainiejssym otwartym problemem pogranicza teorii

licsb s teoria slozonodci obliczeniowej. Pray ustalonej liczbie k powtérzeii
testu, algorytm Rabina spelnia nieréwnoé¢ OP(n) < 2k - (log, n)3, ale

jak pamietamy, moze czasem dawaé bledna odpowiedf. W algorytmie
Rabina—Adlemana-Huanga liczba operacji saleiy od tego, jakie konkretnie
licsby postuia do testowania; érednia liczba operacji spelnia iadana nieréwnos¢,
prazy odpowiednich A oras m, ale pechowe realizacje algorytmu moga okazaé sie
snacsnie dlugsse. ]

Cseéciowa odpowiedf na to sasadnicse pytanie dal w roku 1976 G. L. Miller.
Zaproponowal, by dla okreslenia charakteru liczby n wykonywaé wszystkie
c-préby dla ¢ < 70 - (log, n)2. Miller udowodnil, ge jezeli n jest licsba slozona,
to przynajmniej jedna s tych préb skoiiczy sie porazka. Poniewag pojedynczy
test sklada sie co najwyiej s 2 - (log, n)® operacji, wiec dla algorytmu Millera
gachodzi nieréwnosé

OP(n) < 140 - (log, n)5 5
Niestety, w dowodzie swego twierdzenia Miller korzystal z tzw. Rozszerzonej
Hipotezy Riemanna. Panuje, co prawda, glebokie prze§wiadczenie o jej
prawdziwodci, ale na razie nie udalo si¢ udowodnié nawet jej bardzo szczegélnych
przypadkéw.

Mozna mieé nadzieje, ze w koricu znajdziemy szybki algorytm rozpoznawania :
liczb pierwszych. W naturalny sposéb pojawi sie wéwczas pytanie, na ile mozna
go poprawié. Oczywiécie, ponizej pewnej liczby operacji nigdy nie zejdziemy:
W szczegblnodci, mozna przypuszczaé, ie nie ma algorytmu rozpoznawania liczb
pierwszych, dla ktérego przy pewnej stalej A spelniona bylaby nieré6wnos¢

OP(n) < A-logan.

25






