x \
Liczba ¢ = 5l jelt swiasana 7b
zslotym podsialem odcinka.

Aigigenizg =Aiy NAG N... A

E' otl;acln sumowanie po wszystkich
k-elementowych podzbiorach sbioru
{1,2,...,n}. Wsér

(04)
k=1
= E(-l)"“ E'P(A.-,,.-,,...,.-,,)

k=1
uzyskuje si¢ ze znanej wlasnoéci
prawdopodobiedstwa
P(GUH)=P(G)+ P(H)- P(Gn H)
metoda indukcji matematycsnej.

Korzystamy tu se wsoru s analisy
matematycznej

) o

k=0

n

Jak szybko ciag 2(—1)"/1;! jest

k=0
zbieiny do e~! éwiadcsy fakt, ie dla
n > 7 réinica mi¢edsy nimi jest mniejsza
od 0,00003, czyli & praktycznego
punktu widszenia prlwdopodobiedltwo
to nie zaleiy od n.

Optymalna w tym sensie, ie gwarantuje
najwicksze prawdopodobieristwo
wskazania najwickssej licsby. '

Liczba e i prawdopodobieristwo

Andrzegy DABROWSKI, Wroctaw

Znakomity popularysator matematyki, Martin Gardner, samiescil w Scientific
American ciekawe eseje o wystepowanit licsb n i ¢ w réinych sadaniach
matematycsnych i sytuacjach praktycsnych. W eseju o licsbie e napisak:

Ten, kto nie zaymuje si¢ ans matematykq ans naukams przyrodniczyms,
rzadavey spotyka si¢ z tq licabg niz z x albo . Tymcsasem w rachunku
prawdopodobiefistwa moina snalefé ciekawe sadania, ktérych roswiasanie
sawiera licsbe e.

Zadanie 1. (Montmort, 1708)

Sekretarka prsygotowala n listéw i saadresowala n kopert. Niestety, jest
rostargniona i nie jest pewna, csy wloiyla listy do wlasciwych kopert. Jakie jest
prawdopodobieristwo, e ani jeden list nie trafi do wladciwej koperty?

Roswiasanie. :
Ponumerujmy listy kolejnymi numerami 1,2,...,n. Niech 4;, ;, . ;, osnacsa
sdarsenie, fe listy o numerach 1;,43, ..., trafily do wlasciwych kopert.
Prawdopodobiefistwo tego sdarsenia wynosi

(n k)!

P(Au,'a. .'h) = n!
Prawdopodobiefistwo sdarsenia B, ie co najmniej Jeden list trafil do wh!clwej

koperty wynosi

p(g Ak)_ e Z(’-l)ag i P(A.-,..-,,...,.-,,); 3 (cyr ( ) (n=k) _

1
e n!

_Z( 1 by s Z (—1) e
k=1
Nasse sdarsenie, o ktérym jest mowa w tre‘cx nda.ma, jest prseciwne do B, stad
possukiwane prawdopodobiefistwo wynosi w prsybliseniu e~ = 0,367879441..

’

Prsy okasji otrsymaliémy ciek'awy wynik s kombinatoryki: licsba permutacji,
w ktérych aden wyras nie pokrywa sie se swoim numerem wynosi
w prayblifeniu nle—!

Zadanie 2.

Zadanie to w literaturse wystepuje jako sadanie o wyborse meia, zadanie

o wyborse najwickssego brylantu, csy jako gra w wybér najwiekssej liczby.
Prsedstawimy to sadanie w ostatniej interpretacji.

Jeden s gracsy napisal na n kartecskach n > 1 licsb. Drugi gracs, wybiera po
kolei kartecski i odcsytuje licsby. Zadaniem jego jest wskazanie najwiekszej
sporéd nich, ale wskasaé mose jedynie licsbe ostatnio csytana. Jaka jest
optymalna strategia sgadujacego gracsa i jakie jest prawdopodobiefistwo sukcesu
dla tej optymalnej strategii?

Roswigzanie.

Osnacsmy wartodci kolejno odcsytywanych licsb pries zy,z3,..., In. Dynkin
(Uspiechi Akademii Nauk ZSRR, 1963) wykasal, ie wystarczy ogramczyé sie do
strategii: obejrse¢ pierwssych p licsb (p = 0,1,...,n — 1) i wskazaé pierwsza
wiekssa od tych p pierwuych Gdy p=0to wska.lujemy na z;, gdy wéréd
pxerwszych p snajduje si¢ najwieksza liczsba to wskalujemy Z,. Strategie taka
naswiemy p-ta strategia.

Oblicsymy prawdopodobiefistwo g, sukcesu p-tej strategii. Oczywidcie, go = 1 /n.

Niech teras p > 0. Oznacsmy prses Sy, sdarsenie, fe p-ta strategia
osiagnie sukces, a przes Ay, ie najwicksza licsba wystepuje na k-tej pozycji
(k=1,2,...,n).
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Procedura wyboru r, moie byé
opisana tak: tworsymy kolejne sumy

=1 ;{T+=£-’-,...tak dlugo, ai

Po ras pierwszy przekroczymy 1.
Wskafnik, dla ktérego to nastapilo, jest
réwny ry.

Dlan = 2 jest g3 = 1/2, r3 = 1, gdys
w tym priypadku mamy tylko jedna
moiliwg strategie.

Niech teraz n > 2. Mamy

n—1
1 1
‘qp-j-l—qj=; E 'k'-l ’
: k=p+1

dlap=1,2,...,n-2.
Stad wynika he réinica ta jest

lej funkcja p oras
tedlap=n-2 Sini ta jest uj

Motliwe sa dwa przypadki

1° gdy g3 — q1 < O (tak jest dla
n =3,4).

Wtedy wszystkie réinice gp41 — gy 82
ujemne i ciag ¢, jest malejacy, a wiec
rs=rq=1.

2° gdy g3 — q1 2 O (tak jest dla
n'> 4, co wiecej ta réinica jest zawsze
dodatnin dla n > 4). Wtedy g, jest

w a pot malejaca
funkch P, & wiec ma dokladnie jedno
maksimum, skad wynika, e r, bedzie

najwicksza & licsbp=1,2,...,n -1,
n—1

spelniajacych nieréwnofé 3~ } > 1.
k=p

a n
Z wsoru z: } = ¢ +In(n) otrsymamy,
k=1

2 } =~ In(n) - ln(p) oraz

h-rH
gp= E&ln -"—:r Stad prryblizone
ro:wiq,nme ukladu, definiujacego ry.
Rozwiazanie r,, = [-}] czasami jest
mniejsze o 1 od tego rozwiazania
(kiedy?). Latwo zauwaiyé, ie
limg¢,, = e~!, gdy n smierza do
nieskoriczonoéci.

Zauwaimy, e P(Ax) = 1/n, P(Spy|Ax+1) =0 gdy 0 < k < p oras P(S,|Ar41) =
p/k,gdy p<k <n.

Uzasadnienie wzoru dla prsypadku p < k < n. Podajemy recepte na skonstruowanie ciagu
Z%1,%3,...,%n takiego, ie srealizuje si¢ sdarzenie S,, gdy wiadomo, ie zaszlo sdarsenie Akt
(1) na.iwlekun licsbe umi y na miej k+1,
(2) spoéréd n — 1 licsb, réinych od Tkl wybieramy dowolnych k liczb,
(3) najwicksza % nich umieszczamy na jednej = posycii 1,2,...,p,
(4) pozostalych k — 1 liczb, wybranych w kroku 2, umieucsamy dowolme na posycjach
1,2,...,k, & vyja.tklem pozycji zajetej w kroku 3,
(5) pozostalych n — k — 1 liczb umiessczamy dowolnie na posycjach k + 2,k+3,...,n
Kroki 1-6 moina wykolué na odpowiednio 1, (“:‘), P, (k= 1)1, (n — k — 1)! sposobdéw.
Zd ie S,, prsy , ke lo =d ie Ags1 ina zrealizowa¢ na 1 X (“' ) X pX
x (k- 1)1 x (n k — 1)! sposobéw. Dsielac te liczbe prses (n — 1)1, co jeat licsba permutacji
ciagu 21,%3,...,Za, takich i¢ maksimum jest na (k + 1)-szej posycji, otrsymamy poiadany
wynik.
Z twierdsenia o prawdopodobie.ﬁstwie calkowitym otnyma.niy, gedlap>0
-1
= P(S,) = Z P(Sp|Ar+1)P(Ars1) = 2 Z 2
=p k-p
Warto od rasu sauwaiyé, e g, > 1/n = qo, co eliminuje zerowa strategie (dla
dp = ’ g
p = 0) s grona strategii optymalnych.

logeni:

Osnacsmy prses r, numer p optymalnej strategii dla danego n, to snaczy takie
Tn, 8¢ ¢, > gp dla kaidego p =1,2,...,n — 1. W praypadku, gdyby takich liczb
bylo wiecej, to wybiersemy najmniejssa spoéréd s nich.

Pokagemy, ie r,, jest najwickssa s licsb p=1,2,..

n—1
ol T BE
k-p

.,n — 1 spelniajaca nieréwnosé

Dla malych n latwo s tego warunku wysnaczyé r,: r, =1 dla. n=2234,

=2dlan=5,6,7r, =3 dlan=8,9,10. Prawdopodobieristwo sukcesu dla
n=23,...,10 prsy sastosowaniu optymalnej strategii wynosi (s dokladnoscia
do clterech mle_)sc po przecinku) odpowiednio 0,5, 0,5, 0,4583, 0 ,4333, 0,4278,
0,4143, 0,4098, 0,4060, 0,3987.

Sprébujmy snaleé¢ roswiasanie prsyblizone dla r, i g,,. Jak widaé s
poprsednich roswiasai, r,, spelnia uklad nieréwnoéci

i n—1 1 .
j Z k 1 E -E <1.
k=ry k=ra+1

Z analisy matematycsnej wiadomo, ie dla duiych n w przyblizeniu 3 % o~

k=1
= ¢ + In(n), gdsie c = 0,577215664. .. jest stala Eulera, a In jest logarytmem
naturalnym (csyli logarytmem o podstawie e). Skad wymka, ie w przyblizeniu
r,. leiy w przedsziale ("'1 n-l gy 1) Prayjmuje sie, ge r, jest najblizsza liczbie
2 licsba calkowita, csyli r, [ +0,5]; wtedy g, ~e~1.

W sadaniu tym snéw pojawila sie licsba e jako prawdopodobiedstwo sukcesu
pray sastosowaniu optymalnej strategii r,; 5a pomoca e moina réwnies
okrefli¢ te strategie. Ocsywiscie, wsory te sa preyblizone. Jednak ich zgodnosé
& wartoéciami dokladnymi jest calkiem sadowalajaca — patrs ponizsza tabela

(prsyblifona wartodé prawdopodobieristwa sukcesu wynosi e~! =~ 0, 3679).
: wy

preybl. rawd.

e Tn Tn ::lkull-l

2 1 1 0,5000

3 1 1 0,5000

4 1 1 0,4583

5 2 2 0,4333
10 3 4 0,3987
20 7 7 0,3842
30 11 11 0,3787
40 15 15 0,3757
50 18 18 0,3742
100 37 37 0,3710
200 73 74 0,3703
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Roszklad smiennej losowej X jest
ciagly, gdy prawdopodobieristwo, e
zaobserwujemy wartodé X = u jest
réwne 0 dla kaidego u.

Zadanie S.

Dany jest ciag smiennych losowych niesaleinych X, X3, ... o tym samym
roskladsie ciaglym. Jaka jest wartodé ocsekiwana ,pierwszego momentu odbicia
od dna”, to snacsy jaka jest wartoéé ocsekiwana smiennej losowej N, ktérej

wartodciami sa licsby naturalne, okreflonej prses warunki:

Niech, dla dowolnej formy zdaniowej f,
[#] = 1, gdy [ jest prawdziwai [f] = 0,
gdy f jest falszywa. Wtedy

; ir(zwe}:

k=1

= E[k >1)n>kP{Z=n)=

nk

: =) Pz=n}) 1<k<n=
& ®

= ZI’{Z =n}(n-1)[n> 1] =

= i?(z:»’n—ip(z= n}=

n=3 n=3
= E(3) - P{Z=1} - (1 - P{Z=1}) =
=E(Z)-1.

Zauwaimy, ie z symetrii wynika, e
dla zmiennej losowej M, okreflonej
warunkami X; < X3 <... < Xnp-1
i jednoczefnie Xpr—1 > Xar, mamy
E(M)=e.

Na przyklad, w rozwinigciu liczby e

. % dokladno#cia do 10 cyfr po przecinku:
e~ 2,7182818285 obserwujac kolejne
cyfry, poczawszy od pierwszej,
otrzy y ciagi toni cyfr
o dlugoéciach réwnych 2, co nie przeczy
znanej skadinad tezie o losowodci
wystepowania cyfr w rozwinieciu e;
podobny efekt uzyskamy obserwujac
pary cyfr.

" Inaczej: produkujemy losowe odcinki

kladu ied tai

wg go; ile érednio
naleiy doda¢ takich odcink6w, aby
suma ich dlugoéci osiagnela lub
przekroczyla 17

Zachodzi webr: Sk = Sg—1 + Xk.
Zmienne Sk—1 i Xi sa niezaleine, wiec
%e wgoru na gestodé sumy niezaleinych
zmlennych losowych mamy, ie ux(t) =

f uk—1(t - 2)f(2) dz, gdzie f
-0
jest gestodcia X czyli f(2) =1 dla
0< 2<1i0 poza tym prredzialem.

Definiujemy t4 = ¢, gdy t > 0i 0, gdy
t<0.

X1>2X;2>

Roswiazanie. : :
Skorsystamy tu se wsoru na wartoéé ocsekiwana dla smiennej losowej Z

o wartodciach naturalnych:
©0
(1) E(Z)=1+) P{Z>k)}.

k=1 :
Zdarsenie {N > k} jest réwnowasne sdarseniu {X; > X3 >...> X;}.
Z niesaleinodci i jednakowoéci roskladu wynika, se prawdopodobiefistwo
sdarsenia {X;, > X;, > ... > X;,} nie saleiy od permutacji 13,1,. ..,
wskadénikéw 1,2,..., k. Z ciaglodci wynika réwniet, se czeéé wspélna dwéch
takich sdarsefi dla résnych permutacji wskafnikéw ma prawdopodobiesstwo 0.
Suma takich sdarsefi po wssystkich permutacjach wskafnikéw 1,2,...,k dla
ustalonego k jest sdarseniem pewnym. Stad wynika, e

PXi>2X2>...2 X} =~
Mamy wiec gotowy wzdr na wartoéé oczekiwana N:.

=1 1

: k=1 k=0
Wynik tego sadania moie shuiy¢ do oceny, czy sadany ciag licsb jest ciagiem
niesaleinych od siebie licsb losowych o tym samym rozkladzie. Wystarczy
oblicsy¢, ile kolejnych elementéw ciagu tworsy ciag monotoniczny i dodaé 1
(bedsie to wartoéé smiennej N, gdy jest to ciag nierosnacy i wartodé zmiennej
M, gdy jest to ciag niemalejacy). Wartoéé przecietna tak otrzymanej liczby
powinna wynosié e = 2, 7... czyli okolo 3. Prawdopodobieristwo, ze dlugosdé
ciagu monotonicznego wynosi co najmniej 3 jest réwna 1 /3! czyli okolo ;
0,167, a analogiczne prawdopodobieristwo, ze dlugodé ciagu monotonicznego
wynosi co najmniej 4 jest réwna 1/4! czyli okolo 0,042. Oznacza to, se
jeéli saobserwujemy, e w danym ciagu trzy kolejne wyrazy tworza ciag
monotomclny, to prawdopodoblelistwo tego zdarsenia prsy saloieniu losowodci
(to snacsy, e sadany ciag licsb jest ciagiem niezaleinych od siebie liczb
losowych o tym samym roskladsie) jest male co kase podejrzewaé, ie zalozenia

o losowodci nie 83 spelnione. Bardsiej jeszcze te podejrlema beda uzasadmone,-
gdy saobserwujemy, ge 4 kolejne wyrasy tworsa cnag monotomc:ny

Zadanie 4.

Dany jest ciag smiennych losowych X;, X, ... o rozkladzie jednostajnym na
prsedsiale (0,1). Jaka jest wartoéé oczekiwana smiennej losowej N bedacej
plerwslym momentem k, kiedy suma zmiennych losowych Xi+Xo+...+ X;
osiagnie lub przekroczy wartodé 1?7

.. 2 XnN_1ijednocsesnie Xy_; < Xy .

Rozwiazanie.

Podobnie, jak w zadaniu 3, skorzystamy ze wzoru (1). W tym celu zauwaimy, ze
P{N>k}=P{Xi+Xa+...+ Xx <1}.

Oznaclmy przes Ui dystrubuante sumy Sk = E X, a przez ug jej gestoéé
=1
Wtedy P{N > k} = Ui(1). Zachodsi wzér rekurencyjny

; 1
ux(t) = /uk..l(t —2)dz = Ug_y(t) — Ug_1(t — 1) oraz

(1]
Ue(t) = / u(2)dz i Up(t) =ty —(t—1)s.
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Uogdlniajac, wartoé¢ oczekiwana
zmiennej losowej N bedacej pierwszym
momentem, kiedy suma zmiennych
losowych X; + X3 +...+ X
osiagnie lub przekrocsy wartodé a,
spelniajaca nieréwnoéé 0 <a <1

-3

wynosi E(N) =1+ E -'t’;— =e*.

k=1
(Zauwaimy, ze Ui(a) = %’;—)

Tu losowo oznacza: jednostajnie na
(0,1).

W przypadku podzialu
deterministycznego podzial bylby
sprawiedliwy, gdyby dlugoéé kaidego
odcinka byla réwna 1/(n + 1).

Z jednakowoéci roskladu wynika besz
zadnych rachunkéw, ie oczekiwana
dlugoéé kaidego = tych odcinkéw
wynosi 1/(n +1).

Przes indukcje moina udowodnié, ze . }
st g
Ue(t) = 5 D (-1 (') (t-9%,
=0
co daje natychmiast, se Ux(1) = 1.

00
Ze wzoru (1) otrsymamy natychmiast, e E(N) =1+ E i=e

Zadanie 5. ;
Na odcinku (0, 1) wybieramy losowo i niezaleinie n punktéw, ktére go rozbijaja
na n + 1 odcinkéw. Cszy podzial ten jest sprawiedliwy?

Rozwigzanie.

Co to snacszy, ge podnal jest sprawnedhwy? Nie jest to matematycznie
precyzyjne pojecie. Zastanowimy si¢ nad dwiema moshwymx interpretacjami
terminu ,sprawiedliwy podsial”.

1. Podsial jest sprawiedliwy, gdy roszklad d}ugoécx kazdego z n + 1 odcinkéw jest
taki sam.

2. Podsial jest sprawiedliwy, gdy dla ka.idego s odcinkéw
prawdopodobieristwo, s ma on dlugodé, wieksza niz 1/(n + 1), jest takie samo
jak prawdopodobieristwo, z¢ ma on dlugoéé, mniejsza niz 1/(n + 1).

Niech X;, X3, ..., X, beda smiennymi losowymi niezaleznymi o rozkladzie
jednostajnym na (0, 1), a X(1), X(2), .-, X(n) beda uporzadkowanymi rosnaco
gmiennymi X3, Xa, ..., X,. Wykazemy, ze dlugoéci odcinkéw maja ten

sam rogklad. Utwérzmy jeszcze jedna zmienna losowa X, 41, niezalezna od
poprzednich i o rozkladzie jednostajnym na (0,1). Zwifimy teraz odcinek (0, 1)
tak, by powstal okrag o obwodazie 1, na ktérym wybierzmy dowolnie punkt O.
Od punktu O, ggodnie 5 wybrana orientacja, na przyklad zgodnie z ruchem
wskazéwek zegara, odkladamy luki odpowiadajace wartoéciom zmiennych
X1,X3,...,Xnt1. Ze wigledu na symetrie (wszystkie zmienne maja ten sam

‘rogklad 1 sa nielaleine), dlugodci n + 1 lukéw okregu, powstalych z podzialu

punktami X3, Xo,..., Xp41 (wykluczamy punkt O) maja jednakowy rozklad.
Roszetnijmy teras okra,g w punkae X, +1 1 otrzymamy wyjéciowy odcinek (0, 1).
Tym samym udowodmhémy, ge podzial jest sprawiedliwy wedlug interpretacji 1.

Jaki to jest rozklad? Wystarcsy oblicsy¢ dystrybuante F(t) diugosci odcinka
(0, X{(1)) dla t 5 przedzialn (0, 1).

I—F(t) —P{X(x) >t}-—-—P{X1 >t X2>¢...,
= P{X]_ > t}P{XQ > t}.
Stad 1 - F(t) = (1-¢t)".

Wykasemy, ze podzial jest niesprawiedliwy wedlug drugiej interpretacji.

Skoro dystrubuanta dlugoéci kasdego odcinka jest taka sama, wiec
prawdopodobieristwo, e dlugodé dowolnego, wybranego przez nas odcinka jest
wickssa nig 1/(n+ 1) wynosi 1 — F(1/(n+ 1)) = (1 - 1/(n + 1))*. Liczba

ta jest zawsze mniejsza od 1/2 3 wyjatkiem przypadku n = 1, co wiecej,
prawdopodobiefistwa te maleja wraz ze wzrostem n. Oznacza to, ze dla

n > 1 prawdopodobiefistwo uzyskania dluzszego odcinka, niz nam by sie
nalezalo, jest mniejsze (!) niz prawdopodobieristwo uzyskania niesprawiedliwie
krétszego odcinka. Wraz ze warostem n ta ,niesprawiedliwodé” staje sie jeszcze
drastyczniejsza.

X, >t} =
..P{X, >t} (niezaleznosé!).

Dziwny to podzial, w ktérym bardziej prawdopodobne jest, ze wszyscy dostaja
mniej niz powinni, a odcinek zostaje w caloéci wyczerpany. Tak nie mogloby sie
przydarzyé w przypadku deterministycznego podzialu.

A gdne tu liczsba e? Wystarcsy zauwasyé, ze lim, oo (1 — 1/e. Oznacza
to, se dla duzych n prawdopodobiefistwo uzyskania odcinka ﬁluzszego, niz by

to wynikalo ze sprawiedliwego, podzialu wynosi w przyblizeniu 1/e, czyli okolo
0,368.
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Przes jed dnoéé i

gwiazsd bedsiemy rozsumieé taka
wlasnoéé, ie rosklad odleglofci do
najbliissej gwiasdy nie saleiy od
punktu obserwacji. Isotropowodé
oznacsaé bedsie, de rosklad odleglofci
do najblikssej gwiasdy nie saleiy od
kierunku patrzenia.

Istnienie fredniej to na ogél mocne
zaloienie. Nie kaida smienna losowa
musi mie€ wartodé ocsekiwana.

% saloienis izotropowodci §

' jednorodnodci wynika, ke E(D) istnieje
(!) (patrs réwnanie funkcyjne na G(¢) i
Jjego roswiasanie), gdyi a '< 0 (G(t) jest
funkcja malejaca.

Zdarsenie {D > u} osnacsa, &é na
dcinku od go punktu obserwacji
do odleglofci u nie ma gwiasd.

Jedli do odleglodci ¢t + o nie ma gwiazsd
to i do odleglofci s nie ma gwiazd, cayli
zdarzenie {D > t + s} pociaga za soba
zdarzenie {D > s}.

Zadanie 6.

Zal6imy, ie gwiasdy rosmiesscsone sa w kosmosie isotropowo i jednorodnie

se érednia odlegloécia gwiasd réwna d. Zal6imy, e takie d istnieje choé nie
musimy snaé tej licsby. Jakie jest prawdopodobieristwo, se patrsac w dowolnym
kierunku sobacsymy najblisssa gwiasde w odleglodci wiekszej nik d?
Rozwiazanie. '

Niech F(t) osnacsa dystrybuante odleglodci do najbliissej gwiazdy, to snaczy
prawdopodobiedistwo, e smienna losowa D osnacsajaca odleglodé do najblizsze;
gwiasdy prsyjmie wartoéci mniejsse od t. Ocsywistym jest, ie F(t)=0dlat<o.
Niech G(t) = P{D >t} = 1- F(t).

Z saloienia jednorodnoéci wynika, se dla kaidego t,s > 0

(2) P{D>t+s|D> s} =P{D>t).

Lewa strona powyissej réwnoéci osnacsa prawdopodobiefistwo sdarzenia,

ie do odleglodci t + s nie ma gwiasd, gdy wiemy, se do odleglodci s nie

-ma gwiasd. Prsenossac swéj punkt obserwacji o s jednostek widzimy, i

prawdopodobieristwo tego sdarsenia jest takie samo, jak prawdopodobiefistwo,

se od nassego nowego punktu obserwacji do odlegloci t nie ma gwiazd.

Ze wsoru na prawdopodobiefistwo warunkowe wynika, ge
_P{D>t+siD>s} P{D>t+s}

(3) P{D>t+sD>s}= P{D> 3] = “PD>3)

Ze wsorbw (2) i (3) otrsymamy réwnanie funkcyjne na G: G(t + s) = G(t)G(s),

ktérego jedynym miersalnym roswiasaniem jest funkcja G(t) = e*.

Wysnacsymy wartoéé parametru a. Wiemy, ie E(D) = d. Ale E(D) =

oo
= [ tf(t) dt, gdsie f(t) jest gestoscia D, csyli pochodna F(¢).
0

Widal ted, de f(t) = —G'(t) = —ae®, skad wynika, ie | ¢f(t) dt = —1/a oras
4 <0. Stad mamy a = ;l/d. . '

" Natychmiast otrsymamy tei odpowiedf na pytanie postawione w sadaniu:

P{D>d} =G(d) = e,

Moiemy wiec sformulowaé odpowieds, ie prsy salogeniu isotropowoéci i
jednorodnoéci, odlegloéé do najbliissej gwiasdy prsekracsa frednia odleglodé
miedsy gwiasdami 5 prawdopodobiedstwem 1/e. W kaidym punkcie kosmosu
wigcej jest wiec gwiasd bligssych nii dalssych.
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