Matematyka: : ; A
‘wewnetrznie sprzeczna jedno$é ogdlnosci i konkretu

Jerzy. MIODUSZEWSKI, Katowice

Nie docenia si¢ nadal wplywu
myfli scholastycsnej na roswéj

. nauk fcislych, prsypisujac t¢ role
mylnie okresowi, ktéry sam siebie
naswal ,,Odrodseniem”, mimo ge od
prsewartofciowania pogladéw na t¢

prawe minglo stulecie. Derek J. de

Solla Price w ksiagce Science and
ssprascience, Paris, 1972 (str. 19)

. pisse: Szkola ... Merton College
(3 Suisscthem § in.) wpadia okolo
roks 1300, sniwersytet paryoki saf po

sotgpieniv Nicole Oreome. Nastal okreo

trwajacy od 1400 do 1460, w ktdrym
nasks wydawala si¢ martwa jak nigdy
pracdtem.

Zanim Richard Dedekind ujal w ten
sposChb ciagloéé w swoich wykladach
w Zurychu (1858), pojecie przekroju
— bo o tym mowa — mialo dluga
tradycje posamatematycsna. Csym
miersyc sl¢ Sokrat ymnie)

ci¢iarem, ktdrego nic uwl: )odu;'eé, cxy

najwickesym, ktdry moie podnicdé? —
pytal Heytesbury s Merton College w
Oksfordsie, tyjacy w XIV wieku. -

miala wtedy, kiedy on mial tyle, ile ona teras. Ile maja lat?

Jedli ktod praesywal emocje jakie towarsyssa roswiasywaniu takich sagadek,
to byl on matematykiem. Bo matematykiem si¢ bywa, chocias wedlug innej
umowy, matematyk to sawéd, ktéry wpisuje sie w odpowiednie miejsce

w dowodsie osobistym.

Babcia i dsiadek maja rasem 140 lat. Dsiadek ma dwa rasy tyle lat ile babcia

Siapi desscs. Studenci stojacy na prsystanku ssukaja goracskowo roswiasania.
Nie wsiada do prsejeidiajacych tramwajéw sanim nie stwierdsa, e dsiadek ma
(---mo, ale moie tego nie sdradsimy). Sa oni w tej chwili matematykami, mimo
se wedlug innych kryteriéw stanowis o tym ich prace s rosmaitych probabilistyk,
algebr csy topologii. By¢ mose, dopiero to niewymussone sainteresowanie
upewnia, ie na posiomie matematyki profesjonalnej prsyjma podobna postawe,
bes ktérej i w niej nie da sie nic srobié. : i

Malo ktéra nauka ma tyle sprsecsnych ocen co do jej roli w kulturse stworsonej
prses cslowieka co matematyka. Jest malo snana i budsi lek u profanéw jui prsy
praekracsaniu pierwssych progéw, ale i pewne poblasanie dla jej adeptéw, ktérsy
sajmujq si¢ rsecsami tak dalekimi, ie trudno pémyidle¢, by mogly by¢ uiytecsne,
a tym bardsiej sikodliwe. Prsyjrsyjmy si¢ kilku sprawom.

. 1. Miedzy ciaglodcia i nieciaglodcia

Zagadnienia nufematyane powstaja s konkretu i dla konkretu. Ale skoro si¢ jus
pojawia, sacsynaja §y¢é wlasnym iyciem, rodsa pytania prsedtem niepostawione,
motywujac si¢ same prses sie, a nie prses konkret.

Miersenie dlugodci pél dalo pocsatek geometrii. Jesscse sanim matematyka
dotarla do Grekéw wiedsiano, se tréjkat o bokach 3, 4 i 5 jest prostokatny, co
Iacsono s tym, ie 3% + 4% = 52. Grecy potwierdsili to dowodem, odkrywajac
wpierw twierdsenie odwrotne: jefli tréjkat jest prostokatny, to a2 + b2 = ¢3
dla jego bokéw a, b i c, jesli prses ¢ osnacsyé prseciwprostokatna. Jest to
twierdsenie Pitagorasa. Ma ono pewne snacsenie praktycsne. Ale matematycy
maja cseéciej na uwadse inny aspekt tego twierdsenia. Oto Grecy poréwnywali
dlugoéci dwu odcinkéw prses ssukanie odcinka, ktéry mieécilby sie pewna
licsbe rasy w jednym i pewnga licsbe rasy w drugim. Wladnie s twierdsenia
Pitagorasa wynika, ie nie moina w ten spos6b poréwnaé se soba boku

- i praekatni kwadratu. Znacsy to, ie ulamki licsb calkowitych nie wycserpuja,

prsy ustalone;j jednostce dlugodci, wssybtkich moiliwych dlugoéei odcinkéw.
Moina to tei i tak wyrasi¢, ie nie wycserpuja wssystkich punktéw na prostej.
Pitagorejcsycy, ktérsy upatrywali w licsbie calkowitej érodek dla sbudowania
Pojeé o prsestrseni, dosnali podobno roscsarowania. Ale nie jako matematycy,
bo ten krysys — tak to nawet okreflano - wladciwie dopiero matematyke
stworsyl. -

Licsby sacseto widsie¢ jako ulofone w sposéb ciagly. Ale rosumienie tego swrotu
sprawia trudnoé¢. Zastanawiali si¢ nad tym jesscse Grecy, przemyéleli problem
scholastycy, matematycy dsiewietnastego wieku dali roswiasanie. Liczby leza

nie tylko gesto, co snacsy, e miedsy kaidymi dwiema lesy jesscze jedna, ale e
poloione sa w dodatku tak, se jedli ich sbiér rosdsieli¢ na dwie cseéci tak, by
licsby jednej s tych cseéci byly, wssystkie, mniejsse od wesystkich licsb drugiej

s nich, to jedna PPych csebci, i tylko jedna, ma w sobie punkt prsylegajacy do
drugiej s tych cseéci. Zbudowany'w ten sposéb sbiér licsb odpowiada nassym
wyobraseniom o ulofeniu ciaglym punktéw. Dlatego matematycy, na mocy
umowy posamatematycsnej, usnali ten sbiér sa prosta. Ale te wyobraienia
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Jeden 3 dlugiej listy — sapocsatkowanej
prees Z % Elei — paradoksé
swiazanych = ciaglofcia.

Ten termin pochodsi od Jana
Sniadeckiego. A oto co pisze sam
Sniadecki na temat terminologii:
»Wyraz nowy powinien byé powainy
i lkromny, nie dajacy powodu do

is §o ns g
lub wstyd obraiajace”, O jesykw i
narodowym w matematyce, str. 37-52
tomu I Dsiel filosoficsnych Jana
Sniadeckiego, Biblioteka Klasykéw
Filozofii, Warszawa 1958. Dla fcislodci:

Sniadecki proponowal termin ,calkodé”.

4

Ta osobliwoéé jest mniej snana.
Odkryt ja A. Kdpcke (1889). Zygmunt
Zalswasser (1928) dossed! w tej
osobliwodci do skrajnoéci, budujac dla
danych dwu prselicsalnych, gestych
- i roslacznych lblordw A iB nn pronej
~ funkcje maj ¢ 8

i co do dulu prses 1,
réwna —1 na A i r6wna 1 na B.

nie snajduja pelnego potwierdszenia w obserwac]x, np. cienkiego wyprostowanego
drutu. Gdy drut ro:etmemy, to w miejscu rosciecia widsimy korice obu
kawalkéw, na ktére sie rospadl. Skad sie wsiely dwa korice, skoro w miejscu
rosciecia byl tylko jeden punkt? A mose tylko jeden s kawalkéw na koniec?
Jeli tak, to ktéry? A moie saden? Ale wtedy musielibysmy sie sapytaé,

gdsie i w jaki sposéb jeden punkt sie sgubil. W koricu $adna s moiliwodci

nas nie sadawala i sacsynamy sgadsaé sie s tym, ie prosta matematycsna

to nie kawalek drutu, se plasscsysna matematycsna to nie arkuss blachy, ze
prsestrsefi matematycsna trseba odrésiniaé od materii. Mimo ge na tej prostej
matematycsnej jest tak duso punktéw, ie nie dla wssystkich starcza miejsca

w nassych wyobraseniach, konwencja ciaglodci prostej stanowi uprossczenie
wobec prostych ,realnych”, ktérych budowy w ogéle nie snamy. Uproszczeniem
jest uwasaé bieg csasu sa ciagly, ale dopiero to umosliwia sprecysowanie

Pojeé swiasanych s ruchem. Predkoéé punktu w danej chwili jest rzecza
niewyobraialna. Ale matematycsnie okresli¢ si¢' poswala, jako stan graniczny
predkodci prsecietnych, ktére s3 bliisse rosumieniu. W wieku siedemnastym
sastuga Newtona bylo opanowanie prsejéé granicsnych i stworsenie metody

w postaci rachunku pochodnych i calek poswalajacej 5 rejestru stanéw
granicsnych odtwarsaé prsebieg sjawiska. Nauka o ruchu sostala wbudowana
w matematyke, a wras s nia caly wielki obssar sjawisk prsyrody, ktéra —
sdawalo si¢ — ulegla narsuconej sobie konwencji. Prses prawie cale dwa stulecia
matematyka roswijala si¢ w spos6b jakby s géry prsewidsiany, gdy patrseé

na to 5 posycji nam wspélcsesnych, ksstaltowana prses prayjete na siebie
sadania. Ile w matematyce tych csaséw monumentalnodci uwidacsniajacej

si¢ w naswach pojeé i twierdsefi. Wefmy chocby takie slowo jak , integral® -
polski odpowiednik ,,catka® nie oddaje jego 'powagi, csasem nawet moge brzmieé
$miessnie.

Osnaki krysysu ciaglodciowego ujm‘owa.nia; matematyki pojawily sie w polowie
dliewiqtnastego wieku, po tym, kiedy w pocsatku wieku sa sprawa Cauchy’ego
possersono sakres stosowalnodci tego ujecia na figury i funkcje pochodzenia

- posaalgebraicsnego, funkcje sadawane — jak méwiono — pdowolnym ruchem

reki”, i sliberalisowano konstrukcje matematycsne. Musiano to srobié miedzy
innymi dlatego, e w pewnym sakresie sjawisk, np. tych ktére wymagaly opisu
Ppraes sseregi trygonometrycsne, prsyroda okasala si¢ wcale nie tak ciagla,

jak wydawalo sie w csasach Newtona. W matematyce, w ktérej do niedawna
wssystko bylo ciagle, saciekawienie sacsela budsi¢ nieciqglodé. Ale motywacje
wewnatrs samej matematyki byly réwnie silne. Okaszalo sie, §¢ moga by¢ tuki nie
majace dugodci, funkcje ciagle nie majace pochodnej w $adnym punkcie, funkcje
majace wesedsie pochodna, ale nigdsie nie monotonicsne.

Duio péfniej sacseto méwi¢ w fisyce o kwantach. Ale wtedy matematyka
byla jus po cseéci prsygotowana do podjecia nowego skoku: opanowania

~ éwiata sjawisk nieciaglych. Ten skok sie jesscse w pelni nie dokonal i nie

wiadomo jak si¢ uda. Zilustrujmy trudnoéé ma jednym prsykladsie. Aby

.. oblicsyé prace wykonang prses sile na. pewnej drodse, trseba pomnoiyé

sile prses droge, a jedli sila nie jest stala, to ja scalkowaé wsdlus drogi. Ale

. co srobi¢, jeéli sila dsiala w jednym miejscu i w jednej chwili, tak jak prsy

Chodsi o funkecje delta Diraca, réwna
wszedsie 0 5 wyjatkiem jednego
punktu, w ktérym ma wartodé
nieskoricsonoéé, i & ktérej calka réwna
si¢ 1. To fisycy. Poprawne rosumienie
sapewnia teoria dystrybucji, dla

ktérej elementarne ujecie ciagowe
znalasl, niezaleinie od innych ujeé, Jan
Mikusifiski (1965).

uderseniu? Prsecies nie pomnogymy sily prses sero. I chocias rsecs jest prosta,
opisujemy ja nie najprodciej: aproksymujemy sile chwilowa sitami dzialajacymi
w sposbb ciagly w ciagu pewnego csasu. Nie wiemy, jak moina by to ujaé
inacsej.

W éwiecie realnym nie ma ani c1aglo£cx, ani nieskoricsonodci, ktére mimo
dumnych nasw sa pojeciami uprasgczajacymi. Byé moie sposéb funkcjonowania
nasgego myslenia narsuca to uprosscsenie, Bo éwiat skoficzony jest trudny -

do uchwycenia bespofrednio s powodu swego ogromu. Stad.aproksymacja
przes nieskoricsonoé i ciaglodé. Ciaglodciowe pojmowanie sjawisk doprowadzilo
w ciagu kilku ostatnich stuleci do wielkich resultatéw i do innej skrajnosci:
niemal utossamienia konwencji matematyclnej s natura rsecsy. Teras ta
konwencja wydaje si¢ matematyke dusi¢ i kolo jakby sie samyka.

¥
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Tego poréwnania lubil uiywaé Hugo
Steinhaus majac na my#éli wlaénie
obrzeia matematyki.

Georg Cantor, Uber die Awsdehnung
eines Satzecs ans der Theorie

der trigonometrischen Reshen,
Mathematische Annalen 5 (1872),
123-132. Na pytanie, csym moga by¢
zbiory ,wyjatkowe” Cantora, nie ma
dotad pelnej odpowiedsi. Aleksander
Rajchman (1922) - i niesaleinie

Nina Bari — wskasal na istnienie
zbioréw ,wyjatkowych” wéréd sbioréw
cantorowskich.

Galileuss, przy okazji sajmowania si¢
prawem spadku swobodnego, zauwaiyl,
e liczb naturalnych jest tyle samo
co ich kwadratéw, jefli je por6wnaé
przes prreliczenie. Wyciagnal stad
wniosek, ie ten sposéb por6wnywania
zbioréw jest ni ny, jefli sbiory sa
nieskoficzone. Tomassz Bradwardine
(1290-1349), péfniejssy arcybiskup
Canterbury, zauwaiyl, ie ten sposéb
poréwnywania sbioréw punktowych
prowadzi do absurdalnego wniosku o

" réwnofci psl dwu tréjkatéw o tej samej

podstawie i réinych wysokodciach.

sUnseres Gedankenwelt” — swrot

uiyty przez Dedekinda w jednym s
dowodéw w Was sind und was sollen dic
Zahlen (Czym sa i czemu sluia licsby),
Braunschweig 1887.

Wladyslaw Tatarkiewicz wymienia
Joscelina & Soissons, iyjacego w wieku
XIII, jako twérce ,teorii zbioru”,

w tomie I Historis Filozofis, str. 237
wydania 9-ego, Warszawa 1981.

II. Matematyka glebokiego interioru

Méwi sie, s matematyka jest sucha. Opinia ta bierse sie mose se sbytniego
akcentowania roli dowodu w matematyce. Rsecsywidcie, fakty matematyczne
swane twierdseniami polacsone sa laficuchami rosumowai tworzacych dowody.
Ale praecies nie kaide dwa i matematyka, jakkolwiek pod tym wigledem
bardsiej spdjna nik inne dygcypliny, nie tworsy jednej calodci. Dowody nie sa
jedynym frodkiem rosssersajacym matematyke. Nowe idee powstaja obok
innych. Sa takie, ktére wychodsa spoza matematyki. W chwili wyboru
konwencji dla powstajacej teorii, matematyk na rasie nicsego nie doweodsi

i musi polega¢ tu na wcseéniej wyrobionej wyobrafni. Ssukanie dowodu

tes nie polega na prsesuwaniu sie krok po kroku, nawet jedli prawdziwodé
hipotesy jest prsesadsona: wyobrafnia musi poprsedsaé ciag dowodowy. A jedli
mamy do csynienia s sagadnieniem, kiedy sformuowanie prawdopodobnego
roswiagania jest jus trudnoécia, postepujemy tak, jak to sie robi i poza
matematyka. Staramy sie jak najdokladniej wyobrazié sobie sytuacje i utrzymaé
wyobrasenie po to, by kaidy nowy szcseg6t mégt byé do niej szybko dolaczony,
lub odrsucony, jeéli nie pasuje. Odrsucanie falssywych tropéw jest réwnie
wasne co potwierdsanie poprawnych. Réinica miedsy praca w matematyce

i gdsie indsiej polega gléwnie na tym, e jej obiektem sa pojecia matematyczne,
a nie prsedmioty konkretne, ktére maja te wladciwodé, se pracujac nad nimi
moiemy poswoli€ sobie na wylacsenie wyobragni: kiedy si¢ do nich wraca, one
dalej sa. : :

My wréémy jednak do matematyki. Chocias na skraju lasu jest podobno
najciekawiej, wstapmy racsej do matematycsnego interioru, ktéry jest szerszemu
ogblowi mniej snany.

Zahacsmy o jeden jego fragment: sbiory. Obecnie dsieci w szkole ucza si¢ o
sbiorach, bo rzecsywiscie pocsatkowo jest to rsecs dla dzieci. Moze to dlatego
nie sajeli sie sbiorami Grecy i mosge dlatego wagono lekko scholastykéw, dla
ktérych smartwieniem bylo, se oto nie wiedsa w jaki sposéb takie nicoéci

jak punkty skladaja si¢ w koticu na wielkoé¢é. Wyjadnili to matematycy
dsiewietnastego wieku, lecs nie dla pustej ciekawoéci, ale dlatego, e sbiory
punktéw sacsely pojawiaé sie w matematyce w sposéb nietrywialny. Georg
Cantor sauwasyl, se w dowiedsionym prsesefi twierdseniu o jednoznacgnoéci
roswiniecia trygonometrycsnego saloienia dopuszcsaja pewna tolerancje: nie
mussa byé spelnione we wssystkich punktach. Zapytywak w ilu? I okazalo .
sie, e nalefy sapytywaé nie o iloéé, ale o sposéb ulogenia punktéw w zbiorze,
ktéry moze byé nawet nieskoricsony. Rosssersono pojecie calki na funkcje
niekoniecsnie ciagle, ale dla calkowalnodci koniecsne bylo, by sbiér punktéw
nieciagloéci — mégl by on nawet nieskoricsony — spelnial pewne warunki co do
swej budowy. Waina role pelnila pewna cecha iloéciowa: liczebnoéé gbioru. Dwa
sbiory maja te sama licsebnoéé (usywano i uiywa sie naswy: moc), jesli mozna
przeksstalci¢ wsajemnie jednosnacsnie jeden sbiér na drugi. Scholastycy, w-tym
Galileuss, wiedsieli o tej mogliwoéci, ale badf nie przywiazywali do niej wagi,
badf odrsucali ja jako nie prsydatna.

Odkrycie wagi pojecia sbioru w matematyce spowodowalo odrodzenie
sainteresowania sie sbiorami przes filosoféw. Przedtem juz wiedziano, w jaki
sposéb, poslugujac sie jedynie pojeciami swiaganymi ze zbiorami i wychodzac

s licsb naturalnych, sbudowa licsby calkowite (tj. takze zero i ujemne)

i wymierne (tj. ulamki licsb calkowitych), a potem liczby stanowiace continuum
rsecsywiste. Leopold Kronecker uszcsypliwie stwierdzal, ge ,[tylko] liczby
naturalne stworsyl Pan Bég, wszystkie inne s3 dszielem matematykéw”. Co

by powiedsial, jeéliby mégl sobaczyé, se i licsbom naturalnym w koricu nie
darowano. Oto Gottlob Frege, a w §lad sa nim Bertrand Russell, sarysowali
idee sbudowania licsb naturalnych poslugujac sie jedynie logika i teoria zbioréw.
Cala matematyka stawala sie w-ten sposdb cseécia §wiata naszych mydli, bo

‘w tym snacseniu ogélnym sbiory sa tylko pogzornie csyms$ bardziej konkretnym

nis wlasnoéci prsedmiotéw, ktére 83 nasywane réwnies ideami. Juz scholastycy
snali ten wybieg dajacy posér eliminowania idei platoniskich.
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Bertrand Russell, Wet¢p do filosofis
matematyks, wydanie powojenne 1958,
Warssawa; na str. 185 i dalssych.

P doks B h

Tarski
(1924). Istotna role spelnilo pewne’
alsiie mntel apektakil

twierdsenie Felixa Hausdorffa (1914).

\

Skoro cala matematyka miala si¢ sprowadsi¢ do logiki i do sbioréw, nalezalo
ustali¢ csym jest teoria sbioréw. Zrobil to Ernst Zermelo na poczatku wieku.
Sprecysowal miedsy innymi sasady na jakich dopusscsa sie do rozwazali nowe
sbiory, jeéli dopusciliémy jus prsedtem jakis ich zsakres. Jedne z tych sasad byly

. banalne, a inne posornie banalne, jak np. ta, wedlug ktérej majac sbiory bez

elementéw wspélnych moina wprowadzi¢ do rozwazah sbiér majacy w tych
sbiorach po dokladnie jednym elemencie. Jest to slynna sasada wyboru.
Bertrand Russell tak tlumacsy w swojej ksiaice jej niebanalnodé. Wyobraimy
sobie milionera majacego nieskoricsenie wiele par butéw. Nie ma on 2adnego
klopotu 3 wyborem po jednym bucie s kasdej pary: wefmie s kaidej pary np.
lewy but. Ale co srobi milioner majacy nieskoiiczenie wiele par poficzoch?
Prsyklad Russella jest bardso sugestywny, ale wida¢ sefi, se nie milionerzy beda

. mie¢ klopty s sasada wyboru: nie ma takiego, ktéryby mial nieskoriczenie wiele

par poficsoch. Prsyjmijmy, e ma ich milion. Bedzie bral po kolei kazda pare

i bral 5 niej jedna sstuke. Po milionie takich czynnodci wybér 3 miliona par
bedsie okreslony. Inaczej matematyk. W interiorze matematycznym sa sytuacje,
kiedy ma sie nieskoicsenie wiele sbioréw i w sadnym s nich nie moéna wyréznié
ani elementu lezacego najbardziej na prawo, ani na lewo, ani najwyiej, ani
najnigej, ani w jakikolwiek sposéb jakod wyréznionego. Zasada wyboru pozwala
na utworsenie sbioru, ktérego elementéw nie snamy. Potem tym zbiorem sie
postugujemy. Poslugujemy sie czyms i nie wiemy csym to cof jest.

Zle prsecsucia sie sp_rawdiajq. Poslugujac sie sasada wyboru, Felix Hausdorff,
Stefan Banach i Alfred Tarski pokazali, ze kule moina rozbi¢ na skoriczenie wiele

_ czeéci tak, e te czeéci po pewnym ich przestawieniu utworza dwie kule o tych

samych rosmiarach co pierwotna. Czeéci nie sa brylami snanymi z geometrii:
praypisywanie im objetodci prowadzi do absurdu. Zasada wyboru stwarza wiele

“tego rodsaju paradokséw. Byla spoéréd innych jej zasad najbardziej atakowana

" prses prseciwnikéw teorii shioréw.

Oto co pisze Abraham Fraenkel:

. Teoria mnogodci wyposaiona jest w

etest de wiclce nicbezp

metod¢ tworzenia zbiorw wesystkich
podasbioréw danego sbiors; str 221
ksiaiki Einlestung in diec Mengenlehre,
Springer 1928.

Nieslusznie. Bo watpliwe miejsce ujecia Zermeli leiy gdsie indziej:

w dopussczeniu do rogwasaii wras 5 danym sbiorem zbioru, ktérego
elementami s3 wasystkie podsbiory tego sbioru. Zeby te watpliwosé unaoczni,
prsypomnijmy, ge pojecie sbioru — w tym przypadku, podzbioru - to wybieg, by
nie méwié o wlasnodciach elementéw danego sbioru. A wlasnoéci powinny by¢
wyrasane sdaniami, do budowy ktérych érodki powinny by¢ s géry ustalone.
Wkracsamy wiec w sfere jesyka, a to jui troche za daleko, by matematyk
mégl sie csué pewnie. Zdradliwie pozorna banalnoéé zasady dopuszczajacej
roswasanie sbioru wszystkich podzbioréw danego sbioru wzbogacila teorie
sbioréw tak, ie tego bogactwa nie sposéb wykorsystaé. Nie wchodzac

w szczegbly, nie ma sadnego ograniczenia na liczebnosé gbioréw teorii Zermeli.

Sytuacja ta napawa troska matematykéw, bo lubimy teorie dopasowane do
zadai. '

Calkiem nieaawnq,i badadi sapoczatkowanych jesscze przes Kurta Gédla,

* wyniklo, e wiekszoé¢ niebanalnych hipotez teorii sbior6w moze z soba

wspélistnie¢ w rozmaitych kombinacjach tych hipotes i ich zaprzeczefi

w réwnie niesprzecsny sposéb. Stad, wieloé¢ teorii sbioréw na bardziej
wyspecjalizowanych jej poziomach. Geometria, po odkryciach Lobaczewskiego
i Bolyaia przeisywala podobny krysys.

Podobnie jak w czasach Pitagorejczykéw, nie jest to kryzys matematyki, bo ta
si¢ wgbogaca, ale krysys pewnego pogladu na matematyke, ktéry kaie jak dotad
bezskutecznie szukaé dla niej jednego frédla.

Filozoficanych aspektéw teorii sbioréw nie rozumialt nawet Cantor. Zrédlo
matematyczne — sgeregi trygonometrycsne — przestaly byé s czasem dlai .
dostateczna motywacja. Szukal wiec oparcia u teologéw i filozoféw, a tych
ostatnich w rozsbudzonym filozoficznie wieku dziewietnastym nie brakowalo.
Nadzieje filozoféw ujividoclnia}y sie w terminologii: nie méwiono zbiér lecz
mnogos¢ i nie odwzorowanie lecs odpowiednioéé, symbole czerpano s alfabetu
hebrajskiego, a g alfabetu greckiego powodzeniem cieszyly sie w i-0.

15



Waclaw Sierpifiski (1882-1969), jeden
7 twércéw teorii mnogodci, do korica
nie przestal byé sceptyczny wobec jej
ujecia nkuomatyclnego, ltawqucego
teorie godci tyka.
Swiadcza o tym prlede wszystkim
przemilczenia, a poza tym liczne
przypisy i komentarze w jego pracach
i ksiazkach, w ktérych przedstawia
poglady, niewatpliwie swoje, zaslaniajac
si¢ zazwyczaj autorytetem Mikolaja
Luzina.

Cof = tego Jjesscze sostalo. Tymcsasem linia ma.tematyclna teoril mnogoécl

(tak sie teorie nasywa, mimo se faden se sbioréw nie jest tak na.:ywany), ktéra
praetrsymala drusgocacy krytycysm Poincarégo, dostosowujac sie do ograniczesi
szkoly francuskiej, Baire’a, Borela i Lebesgue’a, utrsymujac sceptycysm Euzina

i Sierpifiskiego, prsebudowala w ciagu jednego stulecia cala niemal matematyke,

nie podporsadkowujac jej sobie, lecs wnikajac w kaidy drobny jej szczegél.

W sskole si¢ o tym nie méwi, bo na to tam nie pora. Ale méwi sie o sbiorach.
Wiadomo, co moie wyniknaé, jesli wypowiada si¢ slowa, pod ktére nie moina
podstawié snacsefi.. Symbole nablerajq wlasnego fycia, a u possukujacych sensu
rodsi si¢ mistycyzm.

III. Czyj jest 'matematyczny_ brzeg?

Korsystamy s matematyki wssyscy. Ale korsystanie s osiagnieé techniki
mose polegaé np. na podnosseniu shuchawki telefonicsnej i wykrecaniu
numeru. Zdajemy sobie sprawe, se 3 matematyki korzsystamy inaczej. -
Korzyé¢ s matematyki polega swykle na wyjaénieniu problemu. Konystaja,c
s matematyki munmy Ja wiec rosumieé. Bywa, ie rzecs sprowadza si¢ do
rachunku. Ten moze sa nas wykonaé nawet massyna. Ale jus wynik musuny
grosumieé sami. Wyreclame sie kimé - wolanie fachowca — po prostu nie
istnieje. Kaidy musi si¢ snaé na tym fragmencie matematyki, ktéry mu jest
potnebny Nie musi by¢ to fragment dusy, niesbedna cecha jest wszakie
sp6jnoéé wewnetrzna, bo ma by¢ rosumiany. Ten sposéb korsystania s
matematyki jest oczywisty i sprawdsony.

Tymcsasem csesto lansuje sie model i inny: wladnie wolanie fachowca! Nie
tedy droga. Na styku matematyki s jej sastosowaniem role matematyka

- i specjalisty-niematematyka sa nieréwne. Z prawdsiwym roseznaniem celu

pracuje specjahsta-mematematyk on ma inicjatywe i satysfakcje, matematykowx
mosze prsypadaé co najwylej rola katalisatora pomysléw i wykonawcy
rachunkéw. Sa prsyklady ‘prsecsace temu, nawet bardzo efektowne, ale przez

to uwidacsniajace ich wyjatkowodé. Kiedy Norbert Wiener tworsyl sarys
cybernetyki — teorii ba.rdlo nieostrej, dsieki ktérej stal sie stawny - oderwal

si¢ od matematyki, w csym pomogla mt wojna. Podobme bylo se Stanislawem
Ulamem. ¢

-Specjalintvniemzﬁematyk jest w korsystniejssej sytuacji psychologicznej.

Koncentruje si¢ na okreélonym celu i stara si¢ snalef¢ érodki ku temu wiodace.
Jest to sytuacja naturalna towarsyssaca kasdej twércsej pracy. Matematyk,
majac nawet najbardsiej genialny érodek, mose ro:pruué uwage na wieloéé jego
sastosowari. Jedno prsypadkowe sastosowanie nie daje satysfakcji, podobnie, jak

- nie daje satysfakcji matematycsnej podstawianie do wsoru. Metoda taksomonii

Hugo Steinhaus, Kalegdookop
£ y, W a 1989,
wydanie 4, lh‘ 118 i dalsze.

- pewna metoda klasyfikacji elementéw danego sbiorowiska bioraca ped uwage
pewng iloéé cech — byla odkryta na prsykladsie préby polacsenia miast w Polsce
siecia drég tworsacych dendryt (drsewo) s moiliwie mala suma dlugodci drég.
Metoda mose by¢ stosowana dla celéw klasyfikacji botanicsnej, klasyfikacji
dnewostanéw, w lingwistyce por6wnawcsej, ale tylko odkrycle metody na
pierwssym prsykladsie dalo satysfakcje matematykom, mimo se dla specjalistéw
kaide s sastosowadl bylo w jakimé sensie interesujace. W sytuacji twércsej
matematyk moie si¢ snalef¢ jedynie poprses calkowite skupienie sie na sadaniu,
nie tylko na aspekcie matematycsnym. Ale lepiej, jesli posostawi sastosowanie
komu nalegy, a sam sajmie si¢ doskonaleniem narsedsia matematycsnego,
ktérym s kolei specjalista-niematematyk postuiy sie s pelnym wycsuciem
sscsegblu. A moie jesscse lepiej, jedli specjalista-niematematyk, skoro jui
narsedsie snajdsie si¢ w jego reku, sam sacsnie je doskonalié dla osiagania
snanych sobie celéw. Na ssczeécie tak wladnie jest, a poprzednie wywody to

. jakby wywasanie otwartych drswi.

. Weémy prsyklady. Nie brak ich na samych sscsytach. Sa cale galesie

matematyki, takie jak teoria representacji grup, teoria tensoréw, pewne dzialy
topologii régnicskowej, ktére sa bardsiej roswijane obecnie przez fisykéw nii
przes matematykdw. Teoria grup jest w pewnych aspektach lepiej snana
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Ujecie algebrai Satkoiwi
|operatoréw, jako pewnego rodsaju
lulamkéw, dal Jan Mikusifiski:

\Rnchmuk operatoréw, Warssawa 1953.

i roswijana prses chemikéw nix matematykéw, i to samo dotycsy pewnych
partii teorii rosmaitoéci majacych snacsenie dla budowy modeli czasteczek
bialek. Na sscseblach klasycsnych jest jus regula, ie pewne dzialy matematyki,
np. teoria spresystoéci, hydromechanika, rachunki maciersowe, s3 opanowane
niemal w caloéci prses niematematykdw. Jest jus tak, se jesli dzial matematyki
dojrseje do sastosowai, opanowuja go inni. Z rsadka udaje si¢ rewani. Pewne
nieumotywowane rachunki Olivera Heaviside’a, fisyka i elektrotechnika,
sostaly dopiero prses matematykéw rosbudowane do spéjnej wewnetrznie
i dajacej pewnoé¢ usyskiwanych resultatéw teorii. Prsewasznie jednak.
matematycy spychani sa ciagle do swego interioru. To brzmi pesymistycznie
dla matematykéw. Ale jest to tylko poré6wnanie i — jak wszelkie poréwnania —
jest malo warte. Tak samo dobre jest to, wedlug ktérego matematycy sa stale na
prsedsie: inni s3 tam, gdsie oni jus byli.

*

Matematyki nie mosna naucsy¢ sie nagle,. dla jakiej§ doragnej potrzeby i nie

mosna jej sobie prsyswajaé pocsawssy od jakiegod w niej miejsca. Trzeba

byé w niej wychowanym. O innych dyscyplinach nie da sie¢ tego powiedzied

s taka ostrofcia. Nie moina prsestaé sajmowad sie¢ matematyka, a potem
sacsaé. Wirastanie w matematyce wymaga dusej troskliwodci. Oczywiscie sa
jednostki silne, ale miejmy na uwadse tych, ktérym pozostaje jedynie péiniej
csesto spotykany gest obronny, jakim jest prsysnawanie sie, & rozbrajajaca
sscserofcia do tego, fe nigdy matematyki nie rosumieli. To nigdy nie jest pelna
prawda. Po prostu w pewnym momencie si¢ w matematyce zagubili. Bo obiekty
matematycsne nie narsucaja si¢ se swoim istnieniem. Istnieja w naszym umysgle
i trseba pewnego wysilku, feby je sakorseni¢, i wysilku by je tam utrzymad.
Niesmiennoé¢ wladciwoéci myslenia matematycznego sprawila, e pewne

sasady ksstalcenia w matematyce wessly do kanonu: stopniowanie trudnosci,
éwicgenie sprawnodci, sprsyjanie tworzeniu si¢ wyobragef i poddawanie ich
potem rygorowi logiki. Mniej snana sasada jest nienarsucanie sie z calosciowa
struktura, ktéra powinna pogostaé indywidualna W lidcie zasad latwiej o
stormulowania negatywne, bo na]cxeéclej wiemy przede wslystklm o tym, jak
nie nalesy csegoé robié.

Sprsyjamy roswojowi naturalnych sdolnoéci poprzes ich obserwacje Nie przez
eksperyment, ktéry w prsypadku naucsania mose byé okrutny. Eksperyment
ciessy sie w naukach wielka estyma. Dlacsego? Prsecie eksperymentujemy
przewainie wtedy, hedy nie wiemy jak robi sie to, co mamy srobié.

Eksperymenty ostatnich dsiesiatkéw lat sagnaly nauczanie matematyki

w pedantycsnodé i werbalism. Bo suchoéé przedmiotu matematyki czesto
sacheca do préb opanowania jej werbalnie. Pedantycznogé daje za$ namiastke
rosumienia, wygodne samooszukanie. Inny skutek ostatnich eksperymentéw, to
sastapienie umiejetnodci wiedsa, bo te da sie prayswajaé w sposéb ilodciowy.

A prsecies roswiasanie samodzielne sadania czy problemu posuwa nas

w matematyce niepomiernie dalej, ni# prayswojenie sobie gotowych rozwiazait,
nawet jesli jest ich tak wiele, e moglyby starcsyé na kaida okazje zycia.

" Bo potem i tak s tego nic sie nie przyda, jak méwia péfniej ci, ktérzy tego

sprébowali i snaja cala daremnosé wysitku. Ci, ktérsy poszli inna droga (a nie
chodsi tu o pééniejssych sawodowych matematykéw) nie uskarzaja sie, ze na
prégno roswiasali jakies zadanie. Oni jus wiedsa, ile dziadek ma lat i szukaliby
chetnie dalszych emocji. Ale byla akurat mowa o matematyce powaznej, a nie
np. caly czas o pieciu panach w bialych i czarnych kapeluszach, o golibrodaie,
ktéry goli wszystkich tych, ktérzy sami sie¢ nie gola, o tym Jak podzielié tort na
dwie czeéci tak, by kaidy 3 obu dzielacych dostal wiecej niz polowe. Nici laczace
oba te gatunki matematyki wszakze istnieja.
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