Wielosciany regularne, pélregularne
i r6wnoforemnoscienne

Zajmiemy sie wielodcianami wypuklymi. Wykasemy, se rsecsywiécie
wieloécianéw platoniskich jest pieé (s dokladnodcia do podobiefistwa).
Wylicsymy takse, ile jest wieloécianéw archimedesowych

i réwnoforemnodciennych. A wssystko dsieki wsorowi Eulera

i odrobinie wyobragni.

Wielodciany platoriskie to naswa wprowadsona prses Pappusa s Aleksandrii
w IV wieku (n.e.) dla wieloécianéw (wypuklych), ktérych wssystkie &ciany
sa jednakowymi wielokatami foremnymi i w ktérych wierscholkach sbiega
si¢ tyle samo takich wielokatéw. Platon prsywiasywal do nich snacsenie
mistycsne, sadsil tes, se musi by¢ ich pie¢, cho¢ snat ich tylko cstery. Jego
ucsefi Teaitetos ofiarowal mistrsowi piaty taki wieloécian i dowéd, se wiecej
ich nie ma. '

_—————

Latwo powtérsyé dowéd Teaitetosa. Katy n-kata foremnego sa réwne
Y x(n — 2)/n. Jeseli s takich n-katéw mosna sbudowaé wieloédcian, to

//_ 3-x(n —2)/n < 2x (bo w jednym wierscholku stykaja si¢ co najmniej trsy
-7 éciany), csyli n < 6. Poniewai takie n > 2, wiec do roswasenia posostaja
tylko tréjkaty, csworokaty i pieciokaty. Jeéli w wierscholku spotyka sie
m wielokatéw, to

- dla tré6jkatéw mamy
m- ol < 2;|'
. 3 !

csyli m jest réwne 3, 4 lub 5,

- dla csworokatéw i pieciokatéw mamy odpowiednio
x 3
m-— <2nx, m-?<2¢r,
co w obu prsypadkach daje m = 3.

Wynika stad, se wielodcianéw platoriskich jest co najwysej pieé: .Skoro jednak
pie umiemy wskasaé, to jest ich dokladnie pieé.

Powstaje problem, csy warunek foremnoéci écian byl istotny. Csy, gdybyémy
sainteresowali si¢ wielodcianami wypuklymi, ktérych wssystkie éciany sa

n-katami, a w kaidym wierscholku sbiega si¢ ich m (n, m ustalone), to csy
prsypadkiem nie byloby ich wiecej. Aby rosstrsygnaé do korfca ten i jemu
podobne problemy wprowadsimy ogélniejsse pojecia. '
Méwimy, se wielodcian ma jednakowe narosa, jedli obiegaja¢c dowolny
wierscholek dookola mamy taki sam cykl wielokatéw, t.j. w kaidym wierscholku
po k-kacie wystepuje [-kat, po nim m-kat, po nim n-kat itd. Wielodciany

wypukle o jednakowych narosach nasywamy pélregularnymi. Jesli
dodatkowo wssystkie éciany maja tyle samo katéw — regularnymi. Kasdemu
wielodcianowi péiregularnemu odpowiada wieloécian péiregularny majacy

tyle samo i tak samo ulogonych écian bedacych wielokatami foremnymi, csyli
archimedesowy (nazwe wielodciany archimedesowe réwnies wymyslil Pappus,

w tym jednak prsypadku nie snamy $adnego powodu, dla ktérego swiasal
{ \ te wielodciany akurat s tym starosytnym — réwnies dla niego — ucsonym).
A W sscsegblnoéei kasdemu wielodcianowi regularnemu odpowiada wielodcian
regularny o fcianach foremnych — platoriski. Jeéli sresygnujemy s warunku
posiadania jednakowych narosy, a bedsiemy sadali by wssystkie éciany byly
jednakowymi wielokatami foremnymi, usyskamy inna klase wielodcianéw
“ y - réwnoforemnodcienne.

Dla wielodcianéw o w wierscholkach, k krawedsiach i s &cianach spelniony jest
wsér Eulera

w—k+s=2.
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Zacsnijmy od snalesienia résnych wielodcianéw regularnych.

Zaléimy, se mamy do csynienia s wieloécianami o écianach m-katnych i narozach
l éciennych. Poniewas kasda krawed$ nalesy do dwéch écian wiec
m-s=2k, cayl a=2.
m
Zarasem w kasdym wierscholku schodsi sie
1=

2.k
w

krawedsi, skad wynika, se

2k

w=—.

l
Korsystajac teras se wsoru Eulera otrsymujemy

o, %,
l m
w konsekwencji wiec
1.1 1.1
tmTz e

Zauwasmy, se poniewas kaidy wielodcian ma prsynajmniej 6 krawedsi (cstery
wierscholki, cstery éciany), wiec s ostatniego réwnania wynika, se

1 1.1 _1.1_2

251 TmS2%6 3
Prseanalisujmy teras roswiasania tej nieréwnodci. Ocsywidcie m i [ wynosesa
prsynajmniej 3. '

| Zalésmy, se | = 3, a wtedy
-1 1 1 2 1 1
- -4 =< = i - —< -,
4 23t Tm>3 " §m=3
Wynika stad, s¢ w narosach tréjéciennych moga si¢ stykaé tréjkaty, csworokaty
lub picciokaty (3 <m < 6). "

Niech teras | = 4. W tym prsypadku
1.1
2 4

+

3|~
iIA
wiN

Prowadsi to do nieréwnoédci -
- 1 5

i<msn

Wtedy m musi by¢ réwne 3, csyli w narosu csworoéciennym moga sie stykaé

tylko tréjkaty. :

‘Roswaimy s kolei | =5, Wtedy
-1 1 1 2 3 1 7
tec-4+—<=% Le—<
1<stmS3 kW <<y
a wiec w narosach pieciodciennych wielodciany regularnego spotkaé sie moga
jedynie tréjkaty. '

Zauwasmy jeilcle, sedlal>6
1 1 1 S 1 1 1

, m 2 1 2 6 3
skad wnioskujemy, s¢ m < 3, co jest niemozliwe.

3=
IA

A oto tabelka, w ktérej sebrane s3 otrzymane wyniki. Kazdej posycji odp-owiada.
jeden wielodcian platoriski o ustalonej dlugoéci krawedzi i wiele regularnych.
Zatem odrzucenie warunku foremnoéci nie dalo sadnych nowych wieloécianéw.

Naswa wielodcianu l m w k s
csworoécian. 3 3 4 6 4
sseécian 3 4 8 12. 6
dwunastoécian 3 5 20 30 12
oémioécian 4 3 6 12 8
dwudsiestoécian 5 3 12 30 20
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Zastanowimy si¢ teras, ile jest wielodcianéw pélregularnych - odrsucimy
warunek o jednakowodci écian, a posostawimy iadanie o takich samych
narosach.

Ztldimj, e wielodcian ma n rodsajéw fcian, a w danym wierscholku styka si¢
”»
#; écian L-katnych. Wtedy w kaidym s wierscholkéw styka sie 3 s; écian i

s=1
w- 2 8% =2k.
=1
Poniewas kaida s s; écian ma L wierscholkéw, wiec w calym wielodcianie jest
ws; [l; écian L-katnych i w konsekwencji

Korsystajac se wsoru Eulera otrsymujemy

w_.‘zg.i.‘-+w-i%=2’

s=1 iml
skad po prseksstalceniach
- 2
0 (2— s(1-= )-w=4.
( 2 (1-7)

Analisa tego wsoru poswoli nam ustali¢ liste wielodcianéw Mhﬁuhmych.
Poniewas rospatrsyliémy jui wielodciany regularne, wiec prsyjmiemy, se n > 1.
Zauwasmy, is jedli n > 3, to

n
2 2 2 2 -2
En-0)> -+ -9+ (-9 (-2)-
1.1 3 2 21
=3tztstsT %
€0 jest sprsecsne s (). Bedsiemy sie wiec sajmowaé wielodcianami

pStregularnymi o dwéch lub trsech rodsajach écian. -

Rospatrsmy najpierw wieloéciany o dwéch rodsajach dcian. Ze wsoru (s)

otrsymujemy

(2—(:1+a3)+2(:—:+g)) cw=4,
a stad .
(o9) 2-(a,+a',)+z(;—:+;—’)>o.

W wierscholku‘lausi si¢ stykaé co najmniej 3, a nie wiecej nis 5 écian, wiec
3 < #1 + 83 < 6. Mamy satem do analisy trsy prsypadki moiliwych wartodci
sumy s; i s3. Roswaimy je po kolei. Prsyjmijmy jesscse, ie s; > o5.
Zalésmy na pocsatek s; + s; = 3, a wiec 5; = 2i 83 = 1. Wtedy réwnanie (»9)
prsyjmuje postaé s

3+-1->1 csyli l>ll_4

ARG LA SO T
Ponadto, poniewas [; to licsba katéw w wielokacie, wiec L; > 2.
Jefli l; jest licsba nieparsysta, to s; = 2 powoduje, ie s > 1 poniewai
w prseciwnym prsypadku kolejne boki /,-kata musialyby by¢ wspélne dla
na prsemian l;- i I3-kata, co jest moiliwe tylko, gdy I; parsyste.
Jedli l; = 4, to 1/l; > 0, wiec I3 mose byé dowolng licsba naturalna (& 2 3).
Otrsymujemy wtedy nieskoficsona serie graniastoslupéw o podstawach
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lz-katnych. W prsypadku l; = l; = 4 dostajemy bryle regularna — ssefcian.

I

Jeblily = 6, to A > 9534, wiec Iy < 6, cayli s € {3,4,5).

i [l v

Jeilil;=8,tof’->!ﬁ-‘,whclg<4,uylilg='ﬂ.

- Jeflid; = 10, to f’- .>'1%§-‘, wiec l.< 10, csyli ponownie ls = 3.

Jeflily 212, to 2 > 124 = 1, cayli [y < 3, co jest niemoiliwe.

Zaléimy teras s; + s3 = 4. Mamy 'vtedy 8 =83=2lubs; =3is3=1.

Gdy s, = 83 =2, to 5 (s3) »

' . %4‘%)%, csyli lg<K%.
Wtedy mamy nastepujace mosliwodci.

Jelily =3, t0 l; < &, cayli iz € {4, 5}.

Jedlily =4 (Il =5), to otﬁymujemy L <4 (3 <10/38), csyli I; = 3, a wiec takie
roswiasanie jak poprsednio.
Jeflil; 2> 6, to I3 < 3, co jest niemosliwe.
Gdy 83 =3is3 =1, tos (++) wynika, se
8.1 . 1
L + L >1, ctylh L >
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Wtedy mamy nastepujace roswiasania.

Jedli I = 3, to I3 mose by¢ dowolng licsba naturalng (I; > 3). Otrsymujemy
satem nieskoricsona rodsine antygraniastoshupéw o podstawach l3-katnych.
W priypadku I3 = |; = 3 jest to bryla regularna — oémiodcian.

Jedlil; =4, to 1/l > 1/4, csyli I3 = 3.

Jedlily > 5,to0 1/l; > 2/5, a wiec Iz < 3, co jest niemosliwe.

Zaléimy teras s; + s = 5. Mamy wtedy dwa prsypadki: s; =3is; =2 lub
s =41s3=1.
Gdy s; =333 =2, to 5 (#+) otrsymujemy

3 2 3 . 40

—+ —> = i I3 < ———.

T R R Ty
Wtedy, jedli {; = 3, to I3 < 12/3, csyli |} = I, i roswiasaniem jest bryla regularna
— dwudsiestoécian.
Jedli sad I; > 4, to I3 < 8/3, co jest niemosliwe.

Po:osﬁaje prsypadek, gdy s; = 4132 = 1. Wtedy s (++) dostajemy
L4153 G <
[1 ‘2 2 ’ Yy 2

Jedli l; = 3, to I3 < 5%, cayli l; € {4,5}.

3, -8

Jedlily > 4, to I3 < 25, caylil3 < 2, co jest niemoiliwe.

Latwo sauwasyé, e nasse rachunki doprowadsily jedyne do ustalenia licsby -
i I3-katéw stykajacych sie w jednym wierzcholku. Nie méwia one natomiast

nic o kolejnoéci w jakiej te I;- i I3-katy tworsa cykl. Problem ten jest istotny,
ocsywiscie, tylko gdy lic:ga écian stykajacych si¢ w wierscholku jest wiekssa

nis 3. Sprawdsanie metodami geometrycsnymi daje nam jednak dla kasdego
roswiasania licsbowego tylko jeden mozliwy rodsaj cyklu i, co wiecej, poza
roswiazaniem X tylko jeden moiliwy rodsaj wielodcianu pélregularnego

(w ssczegblnodci jeden wielodcian archimedesowy o ustalonej dlugodci krawedsi).
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A oto tabela sawierajaca dane dotycsace wssyvztkich wielodcianéw pélregularnych
o jednakowych narosach. Zostaly one jus wyiej narysowane s odpowiednim
numerem wierssa w tabeli.

Licsba écian
s1+83 8 82 | I l- i l3- w k 8
-katnych

I 3 2 1 4 n#4 n 2 2n 3n n+2
II 3 2 1 6 3 4 4 12 18 8
III 3 2 1 6 4 8 6 24 36 14
Iv. 3 2 1 6 5 20 12 60 90 32
Vv 3 2 1 8 3 6 8 24 36 14
VI 3 2 1 10 3 12 20 60 90 32
VII 4 2 2 3 4 8 6 12 24 14
VIII 4 2 2 3 5 20 12 30 60 32

X 4 3 1 3 n#3 2n 2 2n 4n 2n+2
X 4 3 1 4 3 18 8 24 48 26
XI 5 4 1 3 4 32 6 24 60 38
XII 5 4 1 .3 5 80 12 60 150 92

Zajmijmy si¢ teras snalezieniem wieloscianéw pélregularnych o trzech
rodsajach Scian. Wsér (s) prsyjmuje teras poatat‘»

(2 (01+az+83)+2( ?)) w=4{q,

a wiec musi sachodsié nier6wnoé¢
(+2+) —(+ata)+2(2+24+22) 50,
Ll 1
Tak jak poprsednio 3 < s; + 83 + 33 < 6 i mamy do rospatrsenia trsy prsypadki
wartodci sumy s;. Przyjmijmy, te s; > 33 > s3.

Zaléimy najpierw, ge 3; + 33 + 33 = 3. Wtedy s; = 33 = s3 = 1 i wobec (ses)

mamy

-1 1 1 l

LRt e
Wasystkie licsby ; mussa by¢ parsyste poniewai gdyby jedna s nich, np. I,
byla nieparsysta, to w ktéryms s wierscholkéw I;-kata musialyby si¢ spotkaé
dwa takie same wielokaty (réine wielokaty powinny stykaé si¢ na prsemian
s kolejnymi bokami l;-kata).
Roswaimy I; = 4. Wtedy I; > 6 (I3 > 6) oras

%+ll 1, ceyli I3 < 4l

Jedli wiec I3 = 6, to I3 < 24/2, csyli I; € {8, 10}.

I -

Jedli saé I3 =8 (I3 =10), to I3 <32/4 (I3 < 40/6), csyli I3 = 6, skad otrsymujemy
takie roswiazania jak poprzednio.

Dla I3 > 12 mamy I3 < 8, co jest niemozliwe.

Rozwumy teras przypadek, gdy § > 6 dlas = 1,2,3. Wtedy suma odwrotno‘cx
L nie praekrocsy 1/2 wbrew temu, co wynika s (s++).
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Zalétmy teras, 5e s; + 353+ 33 =4. Wtedy s; =2is;3 =33 =1
i wobec (s4+) dostajemy

2 1 1
—_ 4+ =4 —=>1.
et

Jedli I, jest nieparsysta, to [;-kat styka si¢ (tsn. ma wspélny wierscholek .
lub krawed£) s parsysta licsba wielokatéw. Wiéréd nich I, to I;-katy.
Licsba l3- i I3-katéw stykajacych si¢ s danym [;-katem jest wiec
nieparsysta, a wiec licsba ktéregoé rodsaju wielokatéw musi by¢
parsysta. A wtedy w ktérym4 s wierscholkéw I;-kat nie setknie sie
wcale albo bedsie si¢ stykal 5 co najmniej dwoma takimi wielokatami.
Poniewas jest to sprsecsne s nassymi saloieniami, wiec I; musi by¢
parsysta.
Roswaimy najpierw I} = 4. Wtedy

1 1 1 . 2l;

E+E>§’ cayi I3 < L2
Jeflil; = 3, to I3 < 6/1 skad I3 = 5 poniewas I;, I3 i l3 83 réine.

Jeflily =5 to I3 <10/3, csylil3 =3 i muﬁy powtdrsenie poprsedniego

roswiasania.

Jedli l; > 6, to I3 < 12/4, czyli I3 < 3, co jest niemoiliwe.

Roswaimy teras {; > 6. Wtedy
1,1,0.3,1,

wbrew wczedniejssym konklusjom.

Wresscie saléimy, ie s; + 33 + 83 = 5. Wtedy wobec (ss3)

8 82 83 3

—t =4 =>=

LTt T2
a wiec takse ’

8_1_+5—l1 >3

3 4 2
skad 3; > 3, co jest niemoiliwe wobec s; + 33 > 2.
I tak moiemy sporsadsi¢ jui liste wielodcianéw pélregularnych o trsech
rodsajach écian. Podobnie jak poprsednio kaidemu roswiasaniu licsbowemu

odpowiada jeden rodsaj wielodcianu pélregularnego (w sscsegélnoéci jeden
. wieloécian archimedesowy o ustalonej dlugoéci krawedsi).

Liczba écian
sS1+s82+s3 8 832 83 UL I s Lh- -1 I3- w k s
-katnych
3 1 1 1 4 6 8 12 8 6 48 72 26
3 1 1 1 4 6 8 12 8 6 48 72 26
4 2 1 1 4 3 5§ 30 20 12 60 120 62
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Zajmimy sie teraz wielodcianami ré6wnoferemnosciennymi.
Przypomnijmy, ze wazystkie dciany takiego wielodcianu sa takimi samymi
wielokatami foremnymi. Wiemy juz ile jest takich o jednakowych narozach

— 83 to sbudowane z tréjkatéw: czworodcian, oémiodcian i dwudziestoécian,

z kwadratéw szedcian i z pieciokatédw dwudziestoécian. Odrzucamy

zalozenie o jednakowych narozach. Poniewaz w jednym narozu moga si¢
spotkaé tylko 3 kwadraty lub 3 pieciokaty foremne, wiec nowe wielodciany
réwnoforemnosdcienne mcga mieé jedynie éciany tréjkatne. W jednym narozu
moie si¢ stykal 3, 4 lub 5 tréjkatéw. Oznaczmy przez w; liczbe wierzcholkéw,
w ktérych zbiega si¢ 7 écian. Wtedy

w=w3+wy+ ws.

Korzystajac ze wzoru Eulera i pamietajac, ze §ciany sa tréjkatami (2k = 3s)
oraz zliczajac krawedzie stykajace si¢ w jednym narozu (2k = 3w; + 4wy + 5ws)
dostajemy »

6(ws + wy + ws) — 3(3ws + 4wy + 5ws) + 2(ws + 4wy + Swg) = 12,
co jest réwnowazne réwnaniu

3wz + 2wy + wg = 12,

ktére ma 19 rozwiazani bedacych liczbami calkowitymi nieujemnymi:
(4,0,0), (3,1,1), (3,0,3), (2,3,0), (2,2,2), (2,1,4), (2,0,6), (1,4,1), (1,3,3),
(1,25) (1,1,7), (1,0,9), (0,6,0), (0,5,2), (0,4,4), (0,3,8), (0,2,8),
(0,1,10), (0,0,12).
Okazuje sie, ie saledwie oémiu 2 tych rozwiazai (wyréznionym gruba czcionka)
odpowiadaja wielo$ciany réwnoforemnoécienne.

Na poczatku wykazemy, ze jesli wielodcian réwnoforemnosécienny ma co najmniej
jedno naroze tréjécienne, to jest czworodcianem lub szedciodcianem (zlaczeniem
dwéch czworodcianéw jedna wspédlna éciana).

Rozpatrzmy jedno z jego narozy tréjéciennych OABC. Zalézmy, ze wielo$cian
OABC nie jest czworoécianem ani czeécia szedciodcianu. Wtedy co najmniej dwa
z narozy A, B, C musza by¢ piecioécienne.

0 ) /

Powoduje to, e takze i trzecie naroze jest pieciodcienne.

n A
4 o

Wtedy wicloécian ABCDEF jest oémioécianem, wiec nie miedci sie we wnetrzu
naroza OABC. Wynikaloby stad, ze wieloécian OABC DEF nie jest wypukly.

Wyeliminowalidmy w ten sposéb 10 rozwiazan (wséréd tych, dla ktérych ws > 1
dobre sa tylko dwa (4,0,0) i (2,3,0)).
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Wykaiemy teras, ie zle jest roswiasanie (0,1,10).

Zastanéwmy sie nad wieloécianem réwnoforemnoéciennym o jednym naroiu
csterodciennym. W kaidym s wierscholkéw A, B, C, D musi wiec zbiegaé sie
po co najmniej 5 écian.

\ Musi wiec wtedy istnieé drugi wierscholek (o’), w ktérym stykaja sie 4 éciany, co

jest sprsecsne g saloieniem, ie roswaiany wielodcian ma dokladnie jedno naroze
csteroécienne.

‘ A oto tabelka przedstawiajaca dane dotyczace wielodcianéw
réwnoforemnosciennych o &cianach tréjkatnych.
A k
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18 12
21 14
24 16
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W istocie caly ten tekst zostal oparty o wykorzystanie wzoru Eulera. Moina

jednak zauwazyé, ze kilka razy musieli§my sie odwola¢ do zupekie innych
$rodkéw (np. przy stwierdzeniu, ze rozwiazaniom licsbowym - z jednym
A wyjatkiem — odpowiada tylko jedna realizacja oras przy eliminacji ,ztych”
§ / rozwiazai przy poszukiwaniu wielo§cianéw réwnoforemnoéciennych}. Kazdy

musi wiec sam ocenié na ile wzér Eulera jest silnym narzedziem przy badaniu
wielodcianéw.

Opracowala Anna RUDNIXK
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