Wzor Eulera
Zbigntew MARCINIAK, Warszawa

Wyobrafmy sobie §wieio wyprasowana chustecske do nosa. Slady linii sloies
tworsa regularna siatke, dsielaca powierschnie chustecski na kilka obssaréw.

Brseg materialu takie bedsiemy uwasaé sa fragment nassej siatki; dsieki .
temu mosemy sgrabnie opisaé brseg kaidego obssaru: jest to po prostu suma
pewnej licsby krawedsi siatki. Punkty, w ktérych réine krawedsie spotykaja
si¢ naswiemy jej wierscholkami. Na nassej chustecsce widsimy 4 obssary,

12 krawedsi oras 9 wierscholkéw. Zapissemy to krétko: O = 4, K = 12,

W = 9. Spoéréd wielu moiliwych swiaskéw miedsy licsbami O, K, W jeden jest
sgcsegélnie interesujacy: W — K + O = 1. Okasuje si¢ bowiem, ie sachodsi on
dla w dowolny sposéb zaprasowanej chustecski!

w=5 k=8 o0=4 w=11 k=16 o0=6

Dlacsego tak jest? Zanim podamy dowéd, sprecysujemy wprowadsone wysiej
pojecia. Po pierwsse, siatka na plasscsyénie naswiemy dowolng skoficsona
rodsine lamanych swycsajnych, niesamknietych, ktére moga sie prsecinaé
jedynie w swoich punktach kraficowych. Oto prsyklad siatki:

Jak widsimy, siatka nie musi si¢ skladal ,,3 jednego kawalka®. Osnacsymy
litera S licsbe , kawatkéw” (skladowych) siatki. Kaida s lamanych siatki
nasywamy jej krawedsia. Niech K osnacsa licsbe wssystkich krawedsi. Kofice
wssystkich lamanych wystepujacych w siatce tworsa sbiér wierscholkéw siatki.
Ich licsbe oznacsamy litera W. Dalej, jefli s plasscsysny wyjmiemy siatke,

to otrsymamy jeden obszar nieogranicsony oras skoficsenie wiele obssaréw
ogranicsonych (dwa punkty leia w tym samym obssarse, jefli moina je
polacsy¢ lamana, ktéra nie przecina siatki). O jest wladnie licsba obssaréw
ogranicsonych.
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Twierdsenie (Wzér Eulera): Dla dowolney siatks na plaszczyénie zachodz
wzdr:

W-K+0=3S.
Dowdéd: Zauwasmy, te dla sieci pustej wsdr jest prawdsiwy: mamy wtedy
W =K =0 =5 =0. Wykaiemy teras ie moina niszcsyé (modyfikowac)
dowolnga sieé, usuwajac s niej po jednej krawedsi, w taki sposéb, by wyraienie
W — K + O — S nie zmienialo swej wartodci.

Opiszemy teras trsy operacje usuwania krawedzi. Niech W, K, O, S osnaczaja
odpowiednie wielkodci przed, a W', K’, 0', S' - po wykonaniu operacji.

1) Usuwamy krawedf s wolnym koicem. Wtedy K' = K — 1, W' =W — 1,
0=0,8=S,asatemW'-K'+0'-S'=W-K+0-S5.

2) Usuwamy krawed{, ktéra jest cseécia granicy miedsy dwoma obssarami.
Wtedy obszary te lacsa si¢, wiec O’ =0 — 1. Ponadto K'=K -1, W' =W i
S'=S8. ZatemW'-K'+0'-S'=W-K+0-S.

3) Usuwamy krawedf s dwoma wolnymi koricami. Wtedy O' = 0, K' = K — 1,
§S'=8S-1iW'=W-2. MimotoW' - K'+0'-S'=W-K+0-S.

Postepujemy teras tak. Bierzemy dowolna sieé. Wykonujac operacje 1) i

3) usuwamy wszystkie krawedzie s wolnymi koficami. Jeéli sostaly jeszcze
jakied krawedsie, to tworza one lamane zamkniete, ograniczajace pewna liczbe
obssaréw. Stosujemy teras operacje 2), ktéra doprowadsa snéw do pojawienia
si¢ wolnych kodcéw. Kontynuujac ten proces, ciagle smniejssamy licsbe
krawedsi, nie smieniajac prey tym W — K + O — S. Zatem w koiicu otrsymamy
sie pusta, skad W - K+0-S=0.8

(1) : (2) (3)
Poniewas siatki na naszych chusteczkach byly spéjne (,,3 jednego kawalka®,
tj. S = 1), to sawsze otrzymywalismy W — K + O = 1.

Prayjrzyjmy sie jesscze przes chwilke dowodowi twierdzenia Eulera. Zauwasmy,
ge nic si¢ nie smieni, gdy siatke sbudujemy nie s lamanych ale 5 lukéw krzywych
swycsajnych, niesamknietych. Istotna byla jedynie konfiguracja tych linii na
plasscsyénie.
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A co otrsymamy se wzoru W — K + O, gdy nasza siatke umiescimy nie na
plasscsyfnie, ale na jakiej$ innej powierschni, np. na sferze?

w=4
k=6
O =4

~—

Eksperymenty podpowiadaja, se siatki spéjne daja licsbe 2. W istocie jest to
prosty wniosek s twierdzenia Eulera.

Whaniosek: Dla dowolnej spéjnes siatks na sferze mamy W — K + O = 2.

Dowéd: Wytnijmy se sfery na chwilke jeden s obszaré6w. Bes smniejszenia
ogélnodci moiemy saloiyé, ie usuneliémy okolice bieguna péinocnego N.
Rsutujemy teras to, co sostalo ze sfery, s punktu N na plaszczyzne réwnika.

Powstanie w ten sposéb spéjna siatka na plasscsyfnie. Jej wierscholkami,
krawedsiami i obssarami sa rzuty ich odpowiednikéw na sferze. Wobec tego
mamy na plasscsyfnie W wierschotkéw, K krawedzi oras O — 1 obszaréw
(nie mamy odpowiednika otocsenia bieguna N). Ale W — K + (0 — 1)
moina oblicsy¢ na plasscsyinie ze wzoru Eulera — wychodsi 1. Wobec tego
W-K+0=2m

Istnieja proste sposoby na wyprodukowanie mnéstwa spéjnych siatek na sferse.
Moina np. umieécié wewnatrs sfery dowolny wielodcian wypukly, wykonany s
przesrocsystego materialu. Jeéli we wnetrsu tego wielodcianu sapalimy faréwke,
cienie jego krawedsi utworza na sferze siatke spéjna.

- —_——-
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Oczywiscie W = liczba wierscholkéw wielodcianu, K = licsba jego krawedsi
i § = licsba 4cian. Otrzsymujemy wiec kolejny

Whniosek: Dla dowolnego wiclofciany wypuklego mamy W — K + § = 2, gdaie
W, K, § oznaczajq odpowsednio liczbe jego wierzcholkéw, krawedz s cian.

Powyisza informacja wystarcsa do tego, aby wysnacsyé wssystkie moiliwe
uklady licsb (W, K, §) dla wieloécianéw foremnych.

Wiér Eulera ma wiele innych, interesujacych sastosowai. Wynika s niego
nietrudno twierdzenie o 5 barwach: kaida mape na globusie motna pomalowaé
"5 kolorami tak, by adne dwa kraje sasiednie nie byly pomalowane tym samym
kolorem.

Innym snanym sastosowaniem 83 dowody niesanursalnoéci pewnych graféw w
plasscsysne, lub réwnowainie — w sfere. Na prsyklad, latwo jest udowodni, se

=
<

nie moge by¢ narysowany (bes samoprsecieé) na sferse. Istotnie, gdyby taki
rysunek byl moiliwy, to dawalby on siatke s W =6 i K = 9. Ze wsoru Eulera
wylicsamy O: 6 — 9+ O =2, tj. O = 5. Poniewas kaidy s obssaréw musi tu
by¢ conajmniej csworokatem, wiec sumujac licsby krawedsi brsegowych po
wszystkich obsgarach dostajemy 18 = 2K > 40 = 20 - sprsecsnoéé. Dowdd ten
stanowi rogwiaganie popularnej lamigléwki: csy moina polacsyé domy trsech
gwadnionych gospodarsy s trsema studniami nieprsecinajacymi sie écieskami?

Podsumujmy: licsba W — K + O dla spéjnych siatek na plasscsyénie daje
sawsse 1, na sferze — sawsse 2. W istocie, licsba W — K + O nie saleiy od
wyboru nath dla dowolnej powxerlchm, posiadajacej skoficsona trunguhqe
(czyli ,rozbicie na tréjkamh, ktére nie sachodsa na siebie”).

X(X)=-2

Te wspblnag wartoéé nasywamy charakterystyka Eulera powierschni X

i osnacsamy ja x(X). Licsba ta jest wainym niesmiennikiem topologicsnym
powierschni. Istnieja odpowiedniki x(X) dla prsestrseni wyissego wymiaru,

a nawet dla takich, ktére nie posnada]q triangulacji — ale to jus jest supeklie inna
historia. :
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