O pewnych metodach prowadzenia éwiczen
z przedmiotéw matematycznych na studiach wyzszych

Definicja §redniozdolnego studenta
wrorowana jest na bardzo trafnym
okrefleniu ucznia éredniego
zsaproponowanym w [5].

Jako wskardwke praktycing dotycraca
deformalizacji, warto polecié [1],

[3], [4]. W ksiaikach tych wielu
zagadnieniom tzw. matematyki czystej
nadaje si¢ bardziej praystepna i czesto
bardzo atrakcyjna postaé.

Piotr ZARZYCKI, Gdarisk

Wstep

W4réd wielu matematykéw rozpowszechniony jest poglad, ze prowadzenie
saje¢ praktycznych s matematyki na studiach wyzszych to doéé prosta sprawa,
wystarcsy kilka odpowiednio dobranych sadaii (najlepiej 2 dobrego zbioru
zadan) i éwicsenia przebiegaja bezproblemowo. Takie stwierdzenie wtedy
moze mialoby sens, gdyby studentami matematyki byli wylacznie uzdolnieni
matematycznie ludzie. Tak niestety nie jest, §wiadcza chociaiby o tym bardzo
kiepscy naucgyciele matematyki, ktérzy co roku opuszczaja mury polskich
ucgelni.

Zauwaimy, ie rzadko sie zdarza (wyjatek stanowia wybitnie zdolni), aby
problem postawiony bardzo formalnie (patrz przyklad 1) sainteresowal
przecietnego ucznia, studenta. Najczesciej saciekawienie budzi forma, sposéb
wylozenia (patrs przyklad 1'). Ta prosta obserwacja sklonila mnie do napisania
tego artykuhu.

Niniejsza praca dotyczy pomystéw, sposobéw prowadzenia éwiczehi

z przedmiotéw matematycznych. Mottem do moich rozwasai moze by¢
spostrzezenie Czeslawa Milosza, ktéry w jednym z wywiadéw zapytany

o swoja kariere wykladowcy w Berkeley powiedzial, e uczenie przypomina
mu wyciaganie krélika g cylindra, dobry zaé naucsyciel to taki, ktéry ma

w zapasie wiele ,magicznych sztuczek”. Tak wiec w pracy tej zajmuje sie
problemem jak najatrakcyjniej prowadzié éwiczenia, zaproponowane za$
rozwiazania stosowane byly w czasie zajeé ze éredniozdolnymi studentami tj.
takimi, ktérzy w poczatkowej fazie nie widza istoty proponowanego problemu,
s trudem posluguja sie zdobytymi wiadomosdciami w nowych sytuacjach, ale
znaja podstawowe pojecia, definicje i twierdzenia.

Opisze teras osiem metod, ktére moim zdaniem moga przycsynié sie
do wickszego zainteresowania przedmiotem, nadaé tempo éwiczeniom.
Proponowane metody gilustruje przykladami.

Metoda nr 1 ,Deformalizacja”

Istota tej metody jest prosta i polega na ujeciu problemu, zadania w atrakcyjnej
formie. Chodzi w niej o sformulowanie problemu w sposéb bardziej
popularyzatorski. Umiejetnoé¢ deformalizacji jest szczegélnie przydatna w szkole
éredniej, w ktérej dobra lekcja matematyki to lekcja prowadzona w sposéb
pogladowy, bez nacisku na techniczne szczegély.

Przyklad 1
Dla danej— liczby naturalnej n oblicz
k(n) = min{l EN:
v 3 3 i=e‘-,z.~l+...+e;).z,-].}
Z1,...,2]EN l'_E(N ZTigrer®ij €y ,...,C.'I.E{—l.l)
Przyklad 1’ (deformalizacja przykladu 1)

Jaka jest najmniejsza liczba cieia.rkéwﬁpotrzebnych do zwazenia
na dwuszalkowej wadze dowolnego towaru o wadse 1, 2,...,n dag?

Jest oczywiste, ie problem w przykladzie 1 ,budzi groze”, jego deformalizacja
jest nieodzowna. Szczegbly dotyczace przykladu 1’ moina znalefé w [6).
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Metoda nr 2 ,Zawody”

Element rywalisacji pelni role stymulujaca. To jest podstawa presentowane;j
metody ,, Zawody”. Naleiy podkrefli¢, se nie wssystkie sagadnienia moga by¢
éwicsone tym sposobem. Jasne jest, se prsy opanowaniu techniki oblicsania
np. calek nieosnacsonych moina wprowadsi¢ element sportowej walki,
chocias trseba prsestrlec,/n daleko posuniete analogie se sportem powinny
by¢ traktowane s prsymrugeniem oka (,normy czasowe” prsy oblicsaniu
calek typu [(P(z)/Q(z))dz, P(z), Q(z) - - wielomiany, ,,rekordy” I roku,
uniwersytetu).

Presentowany ponizej przyklad jest naturalny i wydaje sie, te taka forma
prowadsenia éwiczefl ze wstepu do matematyki na pierwssym roku jest
korsystna. Zaleta tego przykladu jest réwnies to, s¢ mamy.do csynienia

s sytuacja odwrotna do opisanej w metodzie nr 1 ,,Deformalizacja®. Teras
chodsi o waine umiejetnodci formalisowania i sprawnego operowania symbolika
matematycsna.

Przyklad 2 ,Kwantyfikator”

Dsielimy grupe éwicseniowa na kilka druzyn (moja 10-osobowa grupe
podsielilem na 5 sespoléw). Na tablicy wypisujemy nastepujace polecenie:

nZapiss, utywajac kwantyfikatoréw, symboli logicznych, symboli operacji
arytmetycznych, symboli liczb i symboli sbioréw, nastepujace funkcje
sdaniowe”.

Liste funkcji sdaniowych ukladamy w saleznosci od poziomu grupy, sespoly
maja do wyboru np. 20 pytad. Za poprawne rogwiasanie i prawidlowy sapis
(!) sawodnicy usyskuja 1 punkt, jeéli saé nie potrafia snalefé wlasciwego
roswiasania, po 5 minutach moga prosié o inny ,, wolny” problem.

Oto prsykladowa lista slozona s 10 sadai.

1. z jest licsba pierwsza.

2. Licsba calkowita z jest wspélna wielokrotnodcia liczb calkowitych y, z.

3. Licsba naturalna z jest najmniejsza wsp6lna wielokrotnodcia hczb
naturalnych y, z

4. A jest lblorem dwuelementowym.

5. Nie istnieje najwicksza liczsba pierwsza.

6. Licsba naturalna d jest wspélnym dzielnikiem licsb calkothych a, b, gdsie
b#0.

7. Licsba naturalna d jest najwiekszym wspélnym dszielnikiem licsb calkowitych
a,b, gdsie b # 0. v

8. Kaida liczsbe naturalna mozna prrzedstawi¢ w postaci sumy csterech
kwadratéw licsb calkowitych.

9. Funkcja f : R — R ma dokladnie dwa miejsca serowe.

10. Ciag {an} C R ma dokladnie trsy punkty skupienia.

Po sakoriczeniu sawodéw i ogloszeniu, ktéry s sespoléw swycieiyl, odbywa sie
dyskusja nad rozwiazaniami poszczegélnych sadas.

Metoda nr 3 ,Falsz czy prawda”

n’ sskolnictwie wyissym system testéw wystepuje w éladowych ilodciach.
etoda nr 3 obejmuje wszelkiego rodzaju testy, od najprostssego typu ,Falss
czy prawda”® (przyklad 3), po testy bardsiej rozbudowane (patrs prayklad 4).

Test typu ,Falss czy prawda® nie moie by¢ ocsywiscie podstawa oceny, ale jest
przydatny jako:

- sprawdzenie ,elementarza” (2 istoty tego testu wynika, ie pytania musza by¢
proste), :
- powtérzenie i zebranie wiadomosci po przerobieniu wigkszej partii materiah,
- powtdrzenie wybranych fragmentéw po dluiszym czasie od ich przerobienia.
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Prsyklad 8

Falss csy prawda:

Funkcja ciagla f : R — R jest jednostajnie ciagla.
Domkniety ogranicsony podsbiér prsestrseni metrycsne;j jest swarty.
Zbidr licsb rsecsywistych R jest spéjny.

. Zbiér otwarty jest ogranicsony.

. Zbiér swarty jest domkniety.

. Funkcja régnicskowalna jest ciagla.

. Zbidr [0, 0o0) jest domkniety.

. Zbiér (0, 1) jest swarty.

. Zbiér {1/n: n € N} jest ogranicsony.

Przyklad 4 (algebra, II rok)
Wybiers wladciwa odpov;riedlz

1. 1112 jest idealem w Z. Jakim?
a) pierwssym,

b) maksymalnym,

c) gléwnym,

d) pierwssym i maksymalnym.

© 00Ok WN

2. P —pieréciefi, A - sbiér elementéw odwracalnych pierécienia P, B - sbiér
elementéw nieroskladalnych P, C - sbiér elementéw nieodwracalnych P,

D - sbiér elementéw rogkladalnych P. Ktéry s ponisssych diagraméw jest
prawdziwy?

a) b) <) d)

3. Jeseli K jest cialem, to sbiér idealéw sawartych w K ma moc réwna
a) 1,b) 2,¢) 8,d) co.

4. Niech a bedsie elementem piericienia P, bedacego dsiedsina calkowitodci;
prses (a) osnacsamy ideal giéwny generowany prses element a. Element a jest
nieroskladalny wtedy i tylko wtedy, gdy .

a) (a) # Pi (a) # {0},

b) (a) # P i istnieje b € P taki, e (a) ¢ (b) ¢ P,

c) (a) # P i dla kaidego b € P jefli (a) C (b), to (a) = (b) lub (3) = P,

d) (a) # P i P/(a) jest dsiedsina calkowitodci. '

5. W pier‘cieniu Z41[z]

a) r(f) < degf, b) r(f) > deg f, c) r(f) < degf, d) r(f) = deg f
(f € Zyr|z], r(f) -iloéé pierwiastkéw wielomianu f,

deg f - stopiefi wielomianu f).

Metoda nr 4 ,Aukcja”

Presentowana metoda jest wariantem metody ,Falss csy prawda”. Kaidy

se studentéw grupy ¢wicseniowej dysponuje pewna, ustalong ilodcia

npieniedsy”. Na aukcji sprsedawane sa twierdsenia (wiréd nich sa tes falssywe,
na prawdsiwych aukcjach sdarsaja sie csasami falsyfikaty). Reguly ,kupowania”
twierdsefi s3 takie, jak w csasie prawdsiwej aukcji: ,,... po ras pierwssy,

... po ras drugi, sprsedane”. Po sakoficseniu aukeji ,,twierdsenia® falssywe

83 ujawniane i maja wartodé ujemna, twierdzenia prawdsiwe maja wartoéé
dodatnia (wycena nastepuje wedlug katalogu sporsadsonego prses prowadsacego
¢wicsenia, cena saleiy od slofonoéci twierdzenia, saé im wiekssa bsdura, tym
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wickssy minus). Swéj stan posiadania moina poprawi¢ dowodsac twierdsenia
(podwojenie jego ceny) lub podajac kontrprsyklad (ocena ujemna rasy 1/2);
w csasie i po aukcji mogna tworsy¢ spélki.

Przyklad 5 (analisa matematycsna, I rok)
Prsykladowy sestaw stwierdzefi ,sprsedawany” na aukcji jest nastepujacy:

1. Jesieli funkcja f : (a,b) — R jest ciagla, to osiaga wartodé najmniejsza

i wartoéé najwiekssa. _

2. Jeieli ciag {an}32, C Q spelnia warunek Cauchy’ego, to ciag ten jest w Q
sbiezny.

o0
3. Jeieli ssereg ) a, jest sbieiny, to a, — 0.
=1

4. Zbidr liczsb {n/-2" n€Z, k € N} jest gesty w R.
5. Kaida funkc;a. cnagla f: [a b] — R jest jednostajnie ciagla.
6. Szeregi E an, 2 bn 83 rozbieine wtedy i tylko wtedy, gdy ssereg ): (an+bn)

n=1 n=1
jest rosbieiny.

7. Kaidy nieskoficsony podsbiér sbioru licsb rsecsywistych R ma punkt
skupienia.
8. Istnieje funkcja f : R — R, ktéra jest ciagla tylko w sbiorse licsb
wymiernych Q.
9. Istnieje funkcja f : R — R, ktéra jest ciagla tylko w sbiorse licsb
niewymiernych 1Q.

(=]
10. Ssereg Y. 1/n%, a > 1, jest sbieiny.

n=1
Metoda nr 5 ,Stare i nowe”

Umiejetnoéé dostrsegania analogii to jedna s najbardsiej poiadanych cech
dobrego studenta matematyki. Zamierseniem prezentowanej metody ,,Stare i
nowe” jest doskonalenie wladnie tej cechy. Zajecia tym sposobem powinny byé
prowadzone prsede wssystkim na wysssych latach. W prsykiadsie ilustrujacym
te metode, na basie wiadomoéci s analizy matematycznej na drugim roku
badano funkcje wielu zmiennych (ciaglodé a réiniczkowalnoéé, twierdsenia

o ekstremach, twierdzenie o wartodci éredniej).

Przyklad 6 (analiza matematyczna, II rok)

R
1. Jeseli funkcja f : (a,b) — R jest
réinicskowalna w punkcie zg, to jest
w tym punkcie ciagla.

1'. Twierdzenie odwrotne nie jest
prawdsiwe.

Kontrprsyklad: f(z) = |z].

2. Jeteli funkcja f: (a,0) = R
jest régnicskowalna i ma lokalne
ekstremum w zo, to f'(zq) =

3. Jeteli funkcja f : (a,b) — R jest
réinicskowalna oras f'(z) =0 dla
z € (a,b), to f = const.

4. Jeseli funkcja f : (a,5) — R jest
réiniczkowalna oras f/(zo) =

= f"(z0) = 0, f"(z0) # 0, to f nie
ma w zo lokalnego ekstremum.

Rn
I. Jeieli funkcja f : E — R™,
E otwarty podsbiér R™, jest
réinicskowalna w punkcie z, to jest
w tym punkcie ciagla.
I'. Twierdzenie odwrotne nie jest
prawdsiwe.
Kontrprsyklad: f (x) = iz||.
II. Jegeli funkcja f : E —» R™
jest réginiczkowalna i ma lokalne
ekstremum w zo, to f'(zo) = 0.
III. Jegeli funkcja f : E — R™ jest
rézniczkowalna oras f'(z) =0dla
z € E, to f = const.
IV. Jeieli funkcja f : E — R"™ jest
réiniczkowalna oras f/(zo) =
= f"(z0) = 0, f"(z0) # 0, to f nie

ma w zo lokalnego ekstremum.

Praca sorganizowana byla w sposéb nastepujacy: po wypisaniu na tablicy
stwierdzefi 1, 1', 2, 3, 4 studenci wypisywali na sasiedniej tablicy stwierdzenia I,
r, I, I, IV, bcdace analogami poprzednio wypisanych faktéw. Po interpretacji
whowych” twierdzefi, studenci prébowali, wzorujac sie na dowodach 1,1,2 3,4,
przeprowadsi¢ dowody I, I, II, III, IV.
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Metoda nr 6 sAntykolokwia”

Redagowanie tekstéw matematycsnych, ,wypracoward” typu kolokwia jest
trudnym sadaniem. Bardso csesto na slabe wyniki kolokwiéw, egsaminéw
pisemnych nie skladaja si¢ brak wiedsy csy kiepskie opanowanie materiahu,

lecs niedostatki w sposobie sapisu, organisacji roswiasania. Uwaga ta dotycsy
réinych posioméw ksstalcenia. Zauwaimy, ie praca kolokwialna, to takie
matematycsne wypracowanie, ale podcsas, gdy na prsyklad w wypracowaniu

s jesyka polskiego bardso priestrzega sie sasady podsialu tekstu na wstep,
roswiniecie i sakoricsenie, to w pracach studentéw matematyki w tym

wigledsie panuje chaos, nie ma bowiem swycsaju ucsenia redagowania tekstéw
matematycsnych. Celem stosowania metody nr 6 jest swrécenie uwagi na sposéb
organisacji pracy matematycsnej, prsy csym cel ten osiaga sie poprses pokasanie
»slych” prsykladéw.

"Oto jeden se sposobéw prowadsenia saje¢ metoda »Antykolokwia®: w roku
akademickim 1984/85 prowadsilem éwicsenia s analisy matematycsnej
na drugim roku matematyki. Prace s kilku kolokwiéw satrsymalem jako corpus
delicti. W nastepnych latach, w csasie podobnych saje¢ saproponowalem
grupie roswiasanie sadaf s kolokwiéw 1984/85, a nastepnie prsedstawilem
wybrane prace studenckie s owego okresu s proéba o wychwycenie bledéw
merytorycsnych, bledéw w organisacji sapisu i napisanie migi recensji.

Metoda nr 7 ,Plakaty”

Proponowana metoda dotycsy sposobu powtarsania wiadomodci prsed
kolokwiami. Wyrobienie umiejetnodci wlasciwej selekcji péwtmanego materiahu,
a takie obniienie ,stresu egsaminacyjnego® to podstawowe cele stosowania
metody nr 7 (prsygotowane prses studentéw plakaty byly wykorsystane w csasie
kolokwium).

Prsed kolokwium s sseregéw Fouriera saproponowalem studentom wykonanie
w csasie {wicsefi plakatéw ze wsorami, wainiejssymi twierdseniami.

Metoda nr 8 ,Gazetka”

Prsygotowanie gasetki matematycsnej jest wyjatkowo atrakcyjnym sposobem
prowadsenia éwicsefi. W gasetce mogna umiescié ciekawe sadania, ladne
roswiasania saproponowane prses studentéw, komentars do twierdses, ktére
pojawily si¢ na wykladsie itd. Gasetka moie by¢ prsesnacsona dla sskoly
podstawowej, sskoly dredniej, réwnoleglej grupy ¢wicseniowej lub calego roku.

Uwagi koricowe

Zapresentowalem osiem sposobéw prowadsenia éwicsef s prsedmiotéw
matematycsnych. Stosujac te pomysly, staralem si¢, aby ,forma nie prsewasyla
nad treécia®, bowiem we wssystkich tych eksperymentach matematyka jest
najwainiejssa. Priedstawione metody, swlasscsa 2, 3, 4, 8, s powodseniem moga
by¢ stosowane w sskolach podstawowych i érednich.
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