Osobliwosci krzywych algebraicznych,
szeregi Puiseux i diagramy Newtona

Arkadiusz PEOSKI, Kielce

1. Krzywe algebraiczne

Bedsiemy sajmowal si¢ réwnaniami postaci

flz,y) =0,
ktérych lewa strona jest wielomianem dwéch smiennych o wspéicsynnikach
rzecsywistych. Roswaimy sbiér Z, wssystkich rzeczywistych roswiazan
(a,b) € R? rozwazanego réwnania. Gdy f jest wielomianem stopnia pierwssego,
to Z; jest prosta; gdy f jest stopnia drugiego, to sbiér Z; jest krsywa stoskowa,
para prostych, prosta, zbiorem jednopunktowym lub pustym. Rysunki pokasuja
preyklady sbioréw swiazanych z réwnaniami stopnia trzeciego.
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Podsbiér plassczyzny R? sloiony s punktéw o wspéirsednych (a, b)
spelniajacych uklad réwnaf wielomianowych roswasanej postaci nasywamy
sbiorem algebraicsnym (w R?). Kaidy sbiér algebraiczny jest postaci Z; dla
stosownie dobranego f (bo jedli Z jest sbiorem roswiazaf ukladu f,(z,y) =...=
= fm(z,y) =0, to moina prsyjaé f = f2 + ...+ f2). Zbiér pusty, cala
plasscsysna R?, suma i ilocsyn skoficzonej licsby sbioréw algebraicznych sa
algebraicsne. Kaidy szbidr algebraicsny jest domkniety jako sbiér ser funkcji
ciaglej, zbiér algebraiczny # R? jest nigdzie gesty (bo jedli wielomian seruje

sie w pewnym kole, to jest toisamodciowo réwny seru). Trudniej jest dowies¢,
se kaidy sbiér algebraiceny ma skoriczona licsbe spéjnych skladowych. Spéjna
-«ladowa sbioru algebraicznego moze nie by¢ sbiorem algebraicsnym — Csytelnik
sprawdzi, e galesie hiperboli nie s3 sbiorami algebraicsnymi. W nassych
roswazaniach bardsiej skupiamy uwage na réwnaniu f(z,y) = 0 nis na sbiorze
Z;, dlatego przyjmiemy nastepujaca definicje:

Definicja. Krzywq algebraiczng o réwnaniu f(z,y) = 0 nasywamy sbiér
wszystkich wielomianéw postaci cf (c € R, ¢ # 0).

Podana definicja poswala méwi¢ o ,,podwdjnej prostej y> = 0 ” lub ,,0 okregu
o urojonym promieniu z2 + y? + 1 = 0" - jui klasyfikujac stotkowe sajmiemy
si¢ racsej réwnaniami nig sbiorami punktéw. Stopniem krzywej f(z,y) = 0
nasywamy stopief wielomianu f, a sbiér Z; sbiorem punktéw krsywe;.

Punkt (a, b) krzywej f(z,y) = 0 nasywamy punktem regularnym krsywej, gdy
fz(a,b) # 0 ludb f,(a,b) # O (cznaczamy f, = 3f/dz, f, = 3f/dy). Klasycsne
twierdsenie o funkcji uwiklanej poswala stwierdsi¢, ze w poblifu punktu
regularnego sbiér punktéw kraywej jest postaci z = £(y) lub y = n(z), gdsie ¢
wiglednie n jest funkcja analityczna (lokalnie rozwijalna w ssereg potegowy).
Punkty, ktére nie sa regularne, nasywamy osobliwymi. Punkt osobliwy (a, b)
krsywej f(z,y) = 0 spelnia wiec warunki f(a,b) = fz(a,b) = f,(a,b) = 0. Na
rysunkach 1, 2, 3 poczatek ukladu jest punktem osobliwym, co mozna stwierdszi¢
patrzac na rysunek.
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Csasami jednak nie spos6b zobaczyé osobliwodci ,,golym okiem” - pokazuja to
prsyklady podane na rysunkach 4 i 5. Na rysunkach 6 i 7 mamy jesscze dwa
prsyklady osobliwodci krzywych stopnia cswartego. Zauwazmy, ze rysunek 7
prsedstawia ,o0strse” innego typu, nis przedstawione na rysunku 1 -- oba luki
dobiegaja do punktu osobliwego 3 jednej strony styczne;.
Cwicsenia:

) 1) Sprawdzié, te kreywe z? — y9 = 0 (p, ¢ > O calkowite, wegl¢dnie pierwsze) maja osobliwodci

" wylacenie takie, jak na rysunkach 1, 4, 6.

I

2) Niech fo(z,y) bedsie formg jednorodna, bedacs sumg jednomianéw minimalnego stopnia
wystepujacych w wielomianie f(z,y).

Sprawdsié, se jedli (0,0) jest punktem izolowanym kreywej fo(z,y) = O, to jest takie punktem
isolowanym krsywej f(z,y) = 0.

8) Stosujac algorytm dsielenia s ressta udowodnié lemat o eliminacji: jegeli wielomiany

f (z v), 9(z,v) ea dodatnich stopni wegledem gmiennej y i nie maja podsielnika stopnia > 0
wegledem tej smiennej, to gachodsi toisamoéé R(z) = a(z,y)f(z,v) + b(z,y)9(z, v), gdsie
a(z,v), 8(z,v), R(z) sa wielomianami, oras R(z) # 0.

4) Kreywa f(z,y) = O jest nierozkladalna, jefli wielomian f(z,y) jest nieroskladalny (nie

jest ilocsynem wielomianéw nigszych stopni). Dowiedé, ie kreywa nieroskiadalna ma tylko
skoticsong licsbe punktéw osobliwych.

5) Zakladamy, ie krsywa nierozkladalna f(z,y) = 0 ma punkt regularny. Udowodnié, e kaidy
wielomian serujacy si¢ na zbiorze jej punktéw Z; jest podsielny przes f.

2. Szeregi Puiseux

X W algebrze wielomiany (jednej smiennej z) definiujemy jako wyraienia

postaci ag + 61z + ... + @, z™ o wspblcsynnikach licsbowych ay,.. ., am

Tak zdefiniowane wielomiany dodajemy i mnozymy wedlug znanych regul,
tworsa one pieréciefi oznacsany R [z] (jedli wspélczynniki brane sa sz ciala
licsb rzeczywistych). Szeregi formalne definiujemy podobnie, jako wyrazenia

postaci:
+o00

Zanx"=ao+alz+.‘.+anx" +...

n=0
Wielomiany utozsamiamy g szeregami o prawie wszystkich (wszystkich
s wyjatkiem skoriczonej licsby) wspéicsynnikach réwnych seru. Dodawanie
i mnogenie szeregdw wykonujemy jak dla wielomianéw, np. (1-z)(1+z+...+
+z" +...) = 1. Sseregi formalne tworza pieréciefi oznaczany R[[z] , pierécien
wielomianéw jest jego podpierécieniem. Rachunki na szeregach (obok dsialaf
arytmetycsnych mosna tei sdefiniowal réznicskowanie ,wyraz po wyrasie”)
nie wymagaja pojecia sbieznoéci, jednak gdy chcemy na miejsce zmiennej z

Rys. 6. (:’ +¥))? +32%y-y* =0

_tT-

v

o0
wstawié w sseregu ) 6, z" licsby, musimy w-znany sposéb wyrézni¢ klase

sgeregdéw lbieinych'.. Sszeregi potegowe poswalaja rozwiazywal pewne réwnania
postaci f(z,y) = 0 (por. éwicsenie 1 w tym rozdsiale). Prsyklady réwnafi

w rodsaju y? — z° = 0 (o roswiasaniu y = z¥) pokasuja, ie aby roswiazywaé
réwnania wielomianowe, celowe jest rozszerzenie pojecia szeregu potegowego
przez wprowadzenie poteg ulamkowych.

Definicja. Niech p bedsie liczba calkowita, dodatnia. Wyrazenie postaci

+oco
20,.:"‘=ao+alz¢+...+a,.ze+...

n=0

nasywamy szeregiem Puiseuz.

Prsyjmujemy swykle reguly dodawania i mnozenia szeregéw Puiseux oraz
dsialania na ,jednomianach” postaci az?. Jeieli w podanej definicji licsby p
nie mogna sastapié przes mniejsza, tzn. gdy najwieksza licsba dzielaca wszystkie
elementy sbioru {p} U {n € N: a, # 0} jest 1, to méwimy, se szereg Puiseux

% ma indeks p—1. Sszeregi Puiseux o indeksie zero to swykle sseregi potegowe.
Osnaczmy przes y(z) uereg wystepujacy w podanej definicji, satem y(z) =

=Y (zv), gdsie Y (t) = Z ant™. Szereg Puiseux y(z) jest sbiezny, gdy szereg

Y (t) jest sbieiny (ma dodatm promieri sbiesnoéci). Szeregi Puiseux tworza
piericieh osnacsany R[[z]] By roswiasywaé dowolne réwnania, trzeba
dopuscié sseregi Puiseux o wspéfcsynmkach zespolonych, tworzace pierécieft

Rys. 7. 22 = 2® —42%y - 22y’ + y* = 0 osnacsany C[[z]]
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Roswaimy teraz krzywa f(z,y) = 0 przechodzaca przez poczatek ukladu
(0,0) € R? i nie zawierajaca prostej z = 0, zatem f(0,y) = cy9+ wyrazy
stopnia > ¢ (¢ # 0, ¢ — liczba calkowita dodatnia). Méwimy wtedy, ie
wielomian f(z,y) jest y-dogodny (rsedu g). Zaloienie o dogodnodci nie

jest zbyt restryktywne: jezeli £(0,0) =0 i f(z,y) nie jest jednomianem, to
f(z,y) = z° f(=, v), prey czym wielomian f(z, y) jest y-dogodny. Gdy pytamy
0 rozwiazania réwnania f(z,y) = 0 wzgledem smiennej y, naturalne jest
prayjecie zalozenia o y-dogodnosci.

Twierdzenie Newtona—Puiseux. Jeieli wielomian f(z,y) jest y-dogodny
rzedu g, to réwnanie f(z,y) = 0 ma w pierécieniu C[[z] * dokladnie q rozwiasan
spelniajacych warunek y(0) = 0. Wszystkie roswiazania sa sbieine.

400
ZastosowaliSmy naturalne oznaczenia: jeieli ¥(z) = Y anz?, to y(0) = ao.
n=0
Rozwiazania rozwasanego réwnania sa liczone 3 krotnoéciami, prsy czym
krotnoécia rozwiazania y(z) nazywamy najmniejsza liczbe m taka, ze

8™ f/dy™ (z, y(x))#0 w C|[z]]".

Istnieje kilka dowodéw twierdzenia Newtona-Puiseux, z ktérymi Czytelnik
moize si¢ sapoznaé studiujac literature cytowana w koricu tego artykuhu.
Problemem efektywnego wyznaczania rogwiasaf réwnania f(z,y) =0 zajmiemy
si¢ w nastepnym paragrafie. Teras przedstawimy twierdszenie, ktére moina
wyprowadzi¢ z twierdzenia Newtona-Puiseux. W tym celu definiujemy galad
jako podzbiér plaszczyzny R2 homeomorficzny z przedzialem otwartym

prostej R. Kaidy homeomorfizm przedziatu i galezi nasywaniy parametrysacja
galezi; parametrysacja galezi G jest wiec okreslona przez podanie pary

funkcji ciaglych o,y w przedziale otwartym / C R takich, e odwzorowanie

t — (@(t), ¥(t)) jest homeomorfizmem I na G. Przykladem galezi jest sbiér
przedstawiony na rysunku 1 - parametryzacja dana jest wzorami z = 3, y=1¢2
dla t € R. Moiemy terasz wypowiedzied zapowiedziane twierdzenie:

Twierdzenie o opisie lokalnym zbioru algebraicznego w R2. Niech

Z ¢ R? bedsie zbiorem algebraicznym i niech P € Z bedsie punktem skupienia
sbioru Z. Wéwczas czeéé sbioru Z leiaca w pewnym (dowolnie malym)
otoczeniu punktu P jest suma skoriczonej licsby galesi przecinajacych sie parami
wylacznie w punkcie P. Kaida galag ma parametrysacje analityczna.

Gdy stawiamy sobie zadanie naszkicowania zbioru algebraicznego w poblizu
danego punktu P, musimy okresli¢ parametryzacje galezi przechodzacych

przes P. Mozina to srobi¢ korzystajac s twierdzenia Newtona-Puiseux. Istotnie,
saléimy, ie sbiér Z ma réwnanie f(z,y) = 0 i niech P = (0,0). Wéwczas galezie
wystepujace w twierdzeniu o opisie lokalnym s §cidle zwiazane s rogwiazaniami

+oo0

Puiseux réwnania f(z,y) = 0. Jezeli S anz? jest rzeczywistym rozwiasaniem
n=0

(szeregiem o wspélczynnikach rzeczywistych) rozwazanego réwnania o indeksie

+co
p—1,toréwnania z =17, y = ¥ a,t" okreflaja parametryzacje pewnej galezi
n=0
sbioru Z w otoczeniu P.

Cwiczenia:

1) (wersja algebraiczna twierdzenia o funkcji uwiklanej) Jezeli wielomian f(z,v) speinia
warunki £(0,0) = 0, £,(0,0) # 0, to istnieje dokladnie Jjeden szereg formalny y(z) taki, ie
f(z,¥(z)) =0, y(0) =0 (dowodzi sig, te szereg ten jest tbietny).

2) Niech f(z,y) bedszie niezerowym wielomianem i niech y(z) bedzie szeregiem formalnym
takim, ie f(z,y(z)) = 0. Dowiedé, e v(z) jest zbieiny. (Twierdzenie to nie przenosi si¢ na

400
réwnania régniczkowe: réwnanie z2y' = y — 22 ma jedyne rozwiazanie formalne 2 nlzntl )
n=0
3) Jeseli liczba ¢ £ twierdzenia Newtona-Puiseux jest niepargysta, to réwnanie f(z,y) =0ma
rozwigzanie w R [[z]] i i
4) Cyklem wytnaczonym prrer szereg Puiseux E a..z, o indeksie p — 1 nazywamy zbiér
+o0 n=0

wagystkich szeregéw postaci 2 a,.c"z:, gdzie ¢ jest p-tym pierwiastkiem & jedynki.

n=0
Sprawdzic, ge: a) cykl sklada si¢ ¢ p szeregéw, b) warystkie elementy cyklu wyenaczonego
przes rozwiazanie réwnania f(z,y) = 0 s3 réwniei rotwigzaniami tego réwnania.
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Rys. 8. (22 + y?)? + 327y - ¢/*

Rys. 9. 27 — 2% — 42%y — 2297 + ¢*

3. Diagram Newtona

Przedstawiamy teraz metode wyznaczania szeregéw Puiseux bedacych
roswiazaniami réwnania f(z,y) = 0. Uzyteczne jest nastepujace pojecie:
nodnikiem wielomianu f(z,y) = ¥ capz®y? nasywamy sbiér par (e, f) liczb
calkowitych, dla ktérych c.p # 0.

Definicja. Diagramem Newtona niezerowego wielomianu nazywamy
najmniejssy zbiér wypukly plaszczyzny af zawierajacy noénik tego
wielomianu.

Wielomian f(z,y) bedziemy nazywali dogodnym, gdy jest on dogodny ze
wigledu na kaida ze smiennych z,y. Diagram Newtona dogodnego wielomianu
nie sawiera punktu (0,0) i przecina obie osie a =016 = 0. W dalszym ciagu
specjalne snacsenie bedzie miala czedé diagramu Newtona.

Definicja. £amang Newtona wielomianu dogodnego nazywamy czeéé brzegu
jego diagramu Newtona sloiona s odcinkéw oddsielajacych diagram od poczatku
ukladu.

Rysunki 8 i 9 prsedstawiaja lamane Newtona wielomianéw swiazanych
s krsywymi s rysunkéw 61 7.

Oto ,metoda linijki Newtona” wyznacgania lamanej Newtona. Punkty noénika
danego wielomianu przedstawiamy sobie jako gwoZdzie wbite w deske. Jeszeli
(o, B) jest wierzcholkiem lamanej, to aby snaleié wierzcholek nastepny,
poslugujemy sie linijka bedaca pélprosta zaczepiona w punkcie (a, f)
i'skierowanga jak ujemna pélod prostej a = 0. Linijke obracamy w kierunku
przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara az do momentu, gdy zatrzyma sie

na gwofdsiu (gwofdziach). Na obréconej linijce znajdujemy gwéids (o', f')
najbardsiej oddalony od punktu zaczepienia linijki - jest to szukany wierzcholek.
Procedure sacsynamy od wierzcholka lezacego na osi pionowe;j.

Gdy S jest odcinkiem lamanej Newtona wielomianu dogodnego f(z,y) =

=Y capz®y?, to symbolem fs(z,y) oznaczamy sume jednomianéw c,pz%y?,
(a,B) € S. Wielomian fs(z,y) nasywamy czedcia gléwna (odpowiadajaca
odcinkowi §) wielomianu f(z,y). Réwnanie fg(z,y) = 0 latwo jest rozwiazal:
jezeli na + mB = v (m, n, v - calkowite, dodatnie; m, n wzglednie pierwsze)
jest réwnaniem prostej polozonej na odcinku §, to fs(z,tz%) = fs(t)z*, gdzie
fs(t) jest wielomianem jednej zmiennej t. Rozwiazaniami réwnania fs(z,y) =0
sa ,jednomiany” cz®, gdsie ¢ - niezerowy pierwiastek wielomianu fs(t),
ponadto krotnoéé roswiasania cz® réwnania fs(z,y) = 0 jest réwna krotnoéci
¢ jako pierwiastka wielomianu fs(t). Réwnanie fs(z,y) = 0 moze miel takze
roswiazanie y = 0, ktére w dalszym ciagu nie bedzie nas interesowalo.

Dla kaidego szeregu Puiseux y(z) # 0 symbolem iny(z) oznaczamy ,jednomian

+oo »
pocsatkowy” sseregu y(z) - jedli y(z) = 3. anz?, to iny(z) = a,,z» , gdzie

no = min{n : a, # 0}.

Twierdzenie Newtona. Jeieli f(z,y) jest wielomianem dogodnym, to

a) jeieli y(z) jest roswiazaniem réwnania f(z,y) = 0, to jego jednomian
pocsatkowy iny(z) jest roswiazaniem réwnania fs(z,y) = 0 dla pewnego odcinka
S lamanej Newtona wielomianu f(z,y).

b) Niech S bedsie odcinkiem lamanej Newtona wielomianu f(z,y) i niech yo(z)
bedsie roswiasaniem réwnania fs(z,y) = 0 o krotnoéci d. Wtedy réwnanie
f(z,y) = 0 ma d roswiasaii y(z) (licsonych 3 krotnoéciami) spelniajacych
warunek iny(z) = yo(z).

Ocsywiscie, w powyissym twierdzeniu mowa jest o rozwiazaniach s pierdcienia
C[[z]].. Czeéé a) twierdszenia jest latwa do sprawdzenia, pewne wskazéwki, jak
dowiedé b) s3 podane w ¢wiczeniach. «

Twierdzenie Newtona dostarcza efektywnej metody wyznaczania roswiazan, dla
ilustracji roswaimy dwa przyklady.
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Przyklad 1. Lamana Newtona wielomianu f(z,y) = (2% + y?)? + 3z%y — ¢°
sklada sie £ dwéch odcinkéw (por rys. 8). Odpowiadaja tym odcinkom
czedci gléwne: —y® + 322y, 3z%y + 74, ktére maja rozwiasania y = +/3z

oras y = —%z’ Z twierdzenia Newtona wynika, e réwnanie f(z,y) =0

ma trsy rozwiasania: y; 2 = +/3z +...oras ys = —lz:2 ... Aby usyskaé

dokladniejsza informacje np. o rozwiazaniu y; (z), podstawmy y=+3z+zY
w réwnaniu f(z,y) = 0. Po podsieleniu réwnania f(z,/3z + zY) = 0 przes z3
otrsymujemy réwnanie F(z,Y) = 0 spelniajace warunki twierdzenia o funkcji
uwiklanej (¢wics. 1 do rozdsialu 2). Stosujac to twierdzenie stwierdsamy, e
réwnanie F(z,Y) = 0 ma roswiazanie Y (z) € R[[z]], Y(0) =0, a wiec takie
yl(z) =3z +zY(z) € R[[z]] Podobnie moina sprawdsié, ze posostale dwa
rozwiazania sa szeregami ,,catkowitymi” o wspélczynnikach rzeczywistych.
Kolejne wyrazy tych szeregébw mozna wysnaczyé metoda wspélczynnikéw
nieosnacsonych. Kaide s rozwiaszan okrefla galai krzywej f(z,y) =0
prsechodsaca przes (0,0). Przes ten punkt przechodza wiec trzy galesie, kaida
jest wykresem funkcji analityczne;j.

Prsyklad 2. Lamana Newtona wielomianu f(z,y) = z2 — z% — 423y — 2292 + y*
sklada si¢ 3 jednego odcinka (por. rys. 9) wyznaczajacego czeéé gléwna
y* — 2zy? + 22 = (y? — z)?, a wiec na podstawie twierdzenia Newtona réwnanie
f(z,y) = 0 ma cstery rozwiazania: dwa postaci z} + ... oras dwa postaci
—z} + ... Wyznacamy roswiazanie zaczynajace sie od wyrazu z}, w tym celu
podatawmy z=X? y=X(1+Y). Otrsymujemy f(X?, X(1+ Y)) =

= X*‘F(X,Y), gdne F(X,Y)=4Y2 +4Y% + Y4 — 4X — 4XY — X?.‘Lamana
Newtona wielomianu F'(X,Y') sklada sie 5 jednego odcinka laczacego punkty
(1,0) oras (0,2), cseéé gléwna 4Y2 — 4X = 0 ma roswiazania Y = +X3. Latwo
sprawdsi¢, e F(X,+X?%) = 0, a wiec réwnanie f(z,y) = 0 ma roswiazania
X(1+ X}%), tan. z¥ + 2z oras —z¥ +izi, gdsie i = —1. Przes punkt (0,0)
przechodzi jedna galag krzywej o parametrysacji z = t*, y = t2 + t3. Gdy t>0,
otrsymujemy ,,gérny luk” y = ¥ + z*, gdy t<0 ,,dolny luk” y = zt -zt
(por. rys. 7).

Sytuacja taka jak w przykladzie 1 godna jest odnotowania:

Usupelnienie do twierdzenia Newtona. Jezeli yo(z) jest pojedynczym
rozwiazaniem réwnania fs(z,y) = 0, to jedyne rozwiazanie y(z) réwnania
f(z,y) = 0 spelniajace warunek iny(z) = yo(z) ma indeks réwny indeksowi
vo(z); jezeli yo(z) jest rzeczywiste, to i y(z) jest rzecsywiste. Czytelnika
sainteresowanego rysowaniem krzywych algebraicznych odsylamy do ksiagki

H. Hiltona Plane Algebrasc Curves (Oxford 1932). Znakomitym wstepem do
teorii krzywych i do teorii osobliwodci jest dszielo E. Brieskorna i H. Knorrera
Ebene Algebraische Kurven (Basel 1981 - istnieje przeklad angielski). Wiele
konkretnych prsykladéw i praktyczne wskazéwki, jak wyznaczaé asymptoty
krzywych, moina snalefié w Zbiorze zadar z matematyki wyzszej N. Giuntera

i R. Kuimina (Warszawa 1957 - istnieje oryginal rosyjski). Do dawnej tradycji
wykladania metody Newtona nawiazal Dieudonné w swoim Calcul infinstésimal.
Csytelnik, ktéry chcialby prsestudiowa coé niebanalnego i swiazanego

3 geometria algebraiczna, a ktéry chwilowo nie ma nastroju do csytania o teorii
kohomologii, moze siegnaé po wyklady S. S. Abhyankara Ezpansion Technigques
in Algebrasc Geometry (Tata Institute of Fundamental Research 1977).

Cwiczenia:

1) Nasgkicowaé w poblitu punktu (0,0) krzywe:

a)y®+24-2y2=0,b) 2%+ 223y - y® = 0,c) 25 + y® - zy% = 0.

2) Preyjmujemy oznaczenia taku, jak w tekdcie poprzedzajacym wypowiedé twwrdnma
Newtona. Niech yo(z) = ¢z * bedzie d-krotrym rogwiaganiem réwnania fg(z,y) =

Sprawdzi¢, e f(X",cX™ + X™Y) = X"F(X,Y), prty czym wielomian F(X,Y) ;m
Y-dogodny reedu d. Jest zawsze: d<q (zalogyliémy, te f(z,y) jest y-dogodny rzedu ¢). Kiedy
d=q7

3) Zaléimy, te wielomian spelnia warunek f(0,0) = 0.. Sprawdzi¢, e dla ,dostatecznie
ogdlnych” a, b, ¢, d wielomian F(X,Y) = f(aX + bY, cX + dY) ma iamana Newtona zloiong
¢ jednego odcinka.

4) Wyprowadzi¢ ¢ twierdzenia Newtona twierdzenie Newtona—Puiseux.
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4. Uwagi historyczne

Isaak Newton (1643-1727) podal metode diagramu w listach pisanych do
Oldenburga, sekretarsa Royal Society, w 1676 roku. Newton rozwasal wylacznie
roswiasania rsecsywiste i objasnil swoja metode na prsykladach (por. éwiczenie
1 do tego rosdsiahi).

Victor Puiseux (1820-1883), matematyk i astronom francuski w rozprawie
Recherches sur les fonctions algébriques (1850) sajmowal sie roswinieciami
funkcji algebraicsnych w sseregi naswane jego imieniem. W rozprawie tej podal
usasadnienie metody Newtona, poslugujac sie stworsonga prses Cauchy’ego teoria
funkcji holomorficsnych.

Krsywymi algebraicsnymi sajmowano si¢ jui w XVIII wieku; termin »punkt
osobliwy” wprowadsil matematyk francuski Gua de Malves (1712-1785)
w 1740 roku. Prsypusscsal on, se krsywa algebraicsna moie mie¢ w punktach
osobliwych jedynie ,,cetrsa pierwssego rodsaju” - jak na rysunku 1. Jego
prsypusscsenie obalil Leonhard Euler (1707-1783) podajac prsyklad ,ostrsa
drugiego rodsaju”® (rys. 7). Jak si¢ sdaje, pomylka Gua de Malva ma #rédio
w fakcie, e prawie wssystkie krsywe (w sensie latwym do sprecyzowania)
o danej lamanej Newtona nie maja ostrsy drugiego rodsaju. Wiele wiadomodci
historycsnych dotycsacych metody Newtona podal N. Csebotariew w artykule
Wielokqt Newtona 1 jego rola w rozwoju matematyky (Dsiela sebrane, tom 3,
1950 - w jesyku rosyjskim). W ostatnim trsydsiestoleciu intensywnie rozwija sie
Teoria Osobliwoéci; saréwno diagram Newtona i jego n-wymiarowe uogélnienia,
jak i teoria osobliwoéci krsywych sajmuja w niej pocsesne miejsce.
Cwicsenia: .
1) Newton objadnil swojg metode na prsykiadsie Ve = 6zy® + a—123y¢ — 743233 4 64323 +
8224 = 0, gdsie a 7# 0 oras b 83 parametrami. Wyjadnié, ile roswiasant rzeczsywistych ma
powyiste réwnanie w saleinodci od parametréw a,b.
2) Praettumacsy¢ wierss A.G. Kaestnera (1719-1800), niemieckiego matematyka—poety:
DE PARALLELOGRAMO NEWTONIANO
Paucula iam series monstrat primordia nascens,
Lege sua partes haec sine fine regunt:
Sic a vita hominis, quam bis sex lustra coercent,
Aqua tenet formam non numeranda suam.
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