Rys. 2

Losowo i jednostajnie to znacsy, ie
kaide poloienie wektora jest jednakowo
prawdopodobne. Inaczej méwiac,
prawdopodobieristwo znalezienia

korica wektora w podsbiorze sfery jest
proporcjonalne do pola tego podsbioru.

Dystrybuanta smiennej losowej X:
Fx(u) = P(X < u}.

Pole powierschni csefci sfery rawartej
mi¢dsy dwiema réwnpleglymi
plassczyznami jest proporcjonalne do
odleglofci miedsy plassczysnami.

Gestodé jest pochodna dystrybuanty.

Wartodé ocsekiwana tmiennej
losowe] X o gestodci f wyraia sie

wzorem
L

E(X)= [ uf(u)du.

Cienie stochastyczne
Andrzey DABROWSKI, Wroctaw

Rozwaimy trzy elementarne sadania s geometrii.

Zadanie 1. Dany jest wektor o dlugodci ! w prsestrseni. Oblicsyé dlugoéé rsutu

. tego wektora na ustalona of.

Zadanie 2. Dany jest wektor o dlugodci | w prsestrseni. Oblicsyé dlugodé rsutu
tego wektora na ustalona plasscsysne.

Zadanie 3. Dany jest wektor o dlugoéci | na plasscsyfnie. Oblicsyé dlugodé
rsutu tego wektora na ustalonga oé.

Wasystkie te sadania maja wspélne roswiasanie: dlugoéé rsutu wektora
o dlugodci ! jest réwna [cos 6, gdsie 0 jest katem miedsy wektorem a plasscsysna
(osia) rsutu.

Sytuacja opisana w sadaniach 1-3 jest statycsna: wektory sa jakby satrsymane
w ruchu, a problemy prsedstawione w sadaniach moina by sformulowaé inacsej -
»---dla kasdego poloienia wektora oblicsyé jego rsut na ...”.

Puéémy w takim rasie klatki naszego filmu: niech wektor w sadaniach 1i 2
porussa si¢ w prsestrseni, w sadaniu 3 niech porussa sie po plasscsyfnie.

Bes straty ogélnodci (wektor jest swobodny) mosemy prsyjaé, ie wektor
sacsepiony jest w pocsatku ukladu wspéirsednych, a jegd.koniec porussa si¢ po
sferse o promieniu ! (zadania 1 i 2) lub po okregu o proniieniu ! (sadanie 3).
W sadaniach 1i 3 osia rsutu niech bedsie of z, w sadaniu 2 plasscsysna rsutu
niech bedszie plassczyzna zy.

Teras naleialoby ustali¢ sasade ruchu kofica wektora. Zalégmy, se wektor
porussa si¢ losowo i jednostajnie. Takie saloenia prsyjmuje si¢ saswycsaj, gdy
nic nie wiemy o ruchu wektora (bo jefli nie jest jednostajnie, to ktére polosenia
8a wyréinione i jak?).

Roswiagmy teras sadania 1-3 w nowej sytuacji. Naleiy swaiy¢é jednak, se gdy
wektor jest losowy, to réwnies dlugoé¢ jego rsutu jest losowa. Pytania powinny
tei by¢ inacsej sformulowane:

(a) Jaki jest rozklad dlugodci rzutu wektora?

(b) Oblicsy¢ érednia dlugodé rsutu wektora.

Pytanie (a) jest interesujace, gdys csesto sadsi si¢, ie skoro wektor jest losowy
i jego kierunek jest wybrany jednostajnie, to i dlugoé¢ rsutu jest jednostajna.

Oznacsmy przes S; smienna losowa osnacsajaca dlugoéé rsutu wektora losowego,
a prses F; dystrybuante S; w sadaniu s (s = 1,2,8). Od rasu sauwasmy, se
poniewai 0 < §; <, to Fi(u) =0dla u<0i F;(u) = 1dla u > l. Ogranicsymy
sie tylko do przypadku 0 < u < I.

Zadanie 1 (patrs rys. 1).

Dlugoé¢ rzutu na of z jest krétssa nii u wtedy, gdy jego koniec porussa sie po
tej czedci sfery, ktéra jest odcieta ,csapkami”, utworsonymi prses plasscsysny,
prostopadle do osi z w punktach (—4,0,0) i (4,0,0). Stad F;(u) = a2u. Ale
Fi(l) = 1, skad Fi(u) = %, a gestoé¢ bedsie stala, réwna f;(u) = 1.

Osnacsa to, $e rosklad rsutu jest jednostajny na (0, 1). 'Warto‘é ocsekiwana S,
jest réwna ES, = % '

Zadanie 2 (patrs rys. 2). .
Zdarsenie, te S; < u jest zrealisowane wtedy, gdy kofice wektora leia na dwéch
symetrycenych ,csapkach”, odcietych przes plasscsysny prostopadle do osi s.
Cseéé wspblna kaidej s tych plasscsysn i sfery jest okregiem o promieniu u.
Odlegloéé migdsy tymi plasscsysnami wynosi 2v/12 — u3, skad F(u) =

= a2l -V =u?). Ale (1) = 1i F(u) =1— VI3 — u?, a gestodé

w prsedsiale (0, 1) wynosi f3(u) = '7‘-’17 Wartoéé ocsekiwana S; wynosi

ES; = Il.
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Rys. 3
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Rys.4
To snacsy wartodci 1 — F;(0, 91).

H. Steinhaus (1930), praca
opublikowana w czasopifmie
Berichten der Mathem.-Phye.
Klasee der Sdchesochen Akademic
der Wissenochaften, Leipeig, nr 82,
str. 120-130.

Na rysunku 4 proste, prostopadle do
osi z, sawarte miedzy A; i A3 oras
miedsy Ay i A¢ prrecinaja krsywa

w jednym punkcie, proste migdey A

i Ag preecinaja w dwéch punktach,

a proste miedzy A3 | A3 prsecinaja ja.
w trzech punktach.

Dla rysunku 4
S=A1A; +3A3A3 + AsA  + 2AAs.

Sekic dowodu.

a) Gdy kriywa jest lamana, skladajaca
si¢ & k odcinkéw o dlugodci I3,13,..., 1k,
to S = E Si, gdsie S; jest rsutem
i-tego odc&nL lamanej (tu stosujemy
umowe o kmtno‘cluh) Wtedy

I
BS=Y, BSi=1) "
b) Gdy knywu jest granica
ciagu lamanych o dlugoéci I, to

S jest granica ciagu rzutéw S,
iES = limES, = lim 28 = &,
Sprecysowania wymaga tu problem
sbieinodci.

‘(:"‘-

Metoda momentéw - metoda
usyskiwania ossacowad niesnanych
parametréw, polegajaca na sastapieniu
momentdw we wsorse, wiaiacym
momenty roskladu (érednia, wariancja
itp.) s parametrami, prses momenty

s préby. -

Oblics ta metods ‘obwéd okregu.

Zadanie 3 (patrs rys. 3).

Jednostajno$¢ w tym przypadku oznacza, ie prawdopodobiefistwo sdarsenia,
se koniec wektora lezy na podsbiorze okregu, jest proporcjonalne do dlugoéci
(miary) tego sbioru.
Stad Fs(u) = a(2xl -

41 arccos ¥) i s tego, se F3(l) = 1 wynika, se
F3(u) =1~ 2 arccos ¥

. Gestodé Ss ma postaé: fs(u) = —73—-, a wartodé
13—
1 u

ocsekiwana wynosi ES; = 4.

Poréwnajmy wyniki otrgymane w sadaniach 1-3.

1° Tylko w prsypadku, gdy wektor losowy porussa si¢ w prsestrseni.i rsutujemy

na ustalona of (sadanie 1), dlugoéé rsutu ma rosklad jednostajny. Fakt

ten wiade sie 3 résnica miedzy wymiarami prsestrseni, w ktérej porussa sie

wektor losowy, a wymiarem prsestrseni, na ktéra rsutujemy. W prsypadku

sadania 1 réinica ta wynosi 2, w posostalych sadaniach jest ona réwna 1.

Mosina powiedsieé, se jednostajnodci rsutu sprsyja swoboda; gdy jej nie ma,

to preferowane 83 dlugie rsuty.

Najwickssa wartod¢ ocsekiwana Zl ma rsut s prsestrseni na plasscsysne

glada.me 2), nastepnie rsut s plasscsysny na of (sadanie 3) s wartodcia
najmniejssa wartodéé oczekiwana rsutu jest w prsypadku jednostajnym

i wynocl i

20

Inny argument sa preferowaniem dlugich rsutéw mosna oprse na obserwacji,
jak csesto prsekrocsona jest wartodéé odpowiadajaca dlugiemu rsutowi, na
przyklad réwnemu 0,9!. Wynosza one 0,713 w sadaniu 3, w sadaniu 2 - 0, 564
10,1 w sadaniu 1.

Wydaje sie, te przeniesienie klasycznego sadania geometrycsnego na grunt
rachunku prawdopodobiefistwa jest tylko sabawa matematyczna. Mogna
jednak postusy¢ si¢ metodami geometrii stochastycsnej (bo tak nasywa sie
ten dszial matematyki) do rozswiasania trudnego problemu miersenia dlugodci
krsywej.

Dana jest krsywa plaska o dlugodci I. Krsywa te umiesscsamy na kartoniku pod
losowym i jednostajnym katem do osi z.

Niech S oznacza dlugoéé rzutu krsywej na oé z obliczana w nastepujacy sposéb:

a) dsielimy krsywa prostymi, prostopadlymi do osi z w ten sposéb, se wewnatrs
kazdej s tych csedci prosta, prostopadla do osi z, przecina krsywa w tej same;j
liczbie punktéw. Proste prsechodzace przes wesly pomijamy.

b) S jest sumga dlugoéci odcinkéw, wysnacsonych na osi z prses podsial
s punktu a), licsonych s krotnoéciami réwnymi licsbie punktéw przeciecia,
charakterystycznej dla tej czedci krzywe).

Prsy tych salogeniach wartoéé ocsekiwana ES = , co jest uogélnieniem wsoru
s sadania 3 5 odcinka o dlugodci | na krsywa o dlugoécl l

Wygenerujmy jednostajnie n katéw a;, az,...,a,. Oblicsmy w opisany wysej
sposéb dlugodci rsutéw S; krsywej na of z pod katem a;. Wtedy érednia
n

dlugoé¢ rzutu wynosi ry, ;} 3" Si. Z metody momentéw usyskamy wsér na

s=1
osgacowanie [, rzecsywistej dlugodci krsywej: r, = &‘ , skad I, = 5=,

Wiadomo réwnies, se lim I, = | wedlug prawdopodobieristwa oras El,, = | dla
kaidego n (to snacsy, te dla kaidego ¢ > 0 ciag P{|l, — I| > €} jest sbieiny
do 0).

Opisana wyiej metode gastosowano prsy oblicsaniu dlugodci organisméw,
obserwowanych pod mikroskopem s ruchomym skalowanym stolikiem.

Podobnie mosna oblicsy¢ dlugoéé | krsywej prsestrzennej (na prsyklad dlugoéé
systemu korseniowego roéliny). Prseprowadsajac analogicsne rachunki moina
wykasad, se gdy krsywa przestrsenna umieéci w obssarse o objetodci V i obssar
ten prseciaé plassczysna o polu priekroju A, to ocsekiwana licsba prsecieé¢ P

krsywej s plasscsysna wyniesie EP =
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Niesaleinodéé smiennych losowych
X iY o dystrybuantach Fx i Fy
ornacta, te P{X < u,Y < v} =

= Fx(u)Fy(v) dla kaidego u i v.

Wynika to & ogdlnego faktu:

jeieli mienns losowa J ma rozklad
jednostajny na (0,1), zmienna losowa
X ma rozklad o dystrybuancie F oraz
J i X sa niesaleine, to dystrybuanta G
ilocsynu JX ma postaé G(u) =

= fo‘ F(%)dt.

Wiladciwie trzeba powiedsied: rozklad
jest skupiony w jednym punkcie I, to
rnacty, te P(L =1} =1.

ES = fc‘" ur(u)du = fo"(s,l)"(u)du
i dalej ve wroru ua calk>wanie przez
czedci i relacji d{u) = —ur'(u).

Metoda momentéw moina usyskal ossacowanie dlugodci kreywej: I, = #‘,
gdsie P, jest érednia liczba prsecieé¢ krsywej, usyskanych w n prébach.

Metode te stosowano w ten sposéb, ie system korzeniowy umieszczano

w prostopadlodcianie gleby o objetodci V', samraiajac lub wstrzykujac
utwardsacs, a nastepnie écinajac réwnolegle plasterki o polu A i dla kazdego
plasterka licsono, ile rasy na powierzchni pokasaly sie élady korseni.

Dotad rozpatrywaliémy rsuty wektoréw losowych o jednostajnie wybranym
kierunku i stalej dlugodci. Prsypusémy, ie réwniei dlugodé wektora jest losowa,
wybrana wedhug dystrybuanty D, niesaleinie od wyboru kierunku.

Osnacsmy prses R dystrybuante rsutu wektora losowego o dlugodci L
s praestrseni na ustalona of (uogélnienie sadania 1).

Niech X bedzie tak okreflonym wektorem losowym, X, bedzie wektorem do
niego réwnoleglym o dlugodci 1, S dlugodcia rsutu X na oé z, So dlugosdcia rzutu
Xo na of z. Z podobiefistwa tréjkatéw mamy, ie S = SoLiR(u)=P{S<u}=
= P{SoL < u}. -

Wektor X, speinia warunki sadania 1, a wiec S; ma rosklad jednostajny
na (0,1). Z tego faktu wynika, ze

R(u) =/1‘D("A)dt.

Usyskalismy w ten sposéb swiazek miedsy roskladem dlugodci wektora losowego
a roskladem dlugoéci jego rsutu. W sadaniu 1 dlugoédé wektora byla stala

i rosklad rzutu na of byl jednostajny. Ze wsoru eatkowego podanego wyiej
wynika, se prawdziwe jest réwnies twierdsenie odwrotne. Tak wiec, rzut wektora
losowego s przestrseni na of jest jednostajny wtedy i tylko wtedy, gdy dlugosé
wektora jest stala.

Zaléimy teras, e istnieje gestod¢ dlugodci d(u) oras gestodé rsutu r(u),

a takie jej pochodna r’(u). Po dwukrotnym sréiniczkowaniu R otrzsymamy

wiér: d(u) = —ur’(u). Wynikaja s tego wsoru nieoczekiwane czasem wnioski:

a) s rozkladu dlugosci rzutu wektora losowego mozina jednoznacznie wyznaczy¢
rozklad jego dlugodci;

b) gdy istnieje wariancja dlugosci rzutu, to wartodé oczekiwana S jest polowa
wartodci oczekiwanej L (tak bylo w szcsegblnym prsypadku, gdy L byla
stala);

c) gestodé rzutu jest funkcja nierosnaca (bo d(u) > 0), co powoduje, ie rzuty
dlugie 83 coraz mniej prawdopodobne (ich prawdopodobieristwa sa funkcja
niemalejaca dlugoéci rautu).

Wilasnoéé a) pozwala sprowadzal rozwiasania pewnych sagadnien
tréjwymiarowych do przypadku jednowymiarowego. W chemii rozpatruje sie
zagadnienie konfiguracji laicuchéw csastek w prsestrseni. Zaklada sie, ze
laficuch jest lamana, skladajaca sie 3 niesaleinych, prostoliniowych odcinkéw,
o kacie losowym i jednostajnym miedzy nimi. Interesuje nas wypadkowa tego
ukladu. Po zrzutowaniu tamanej na oé otrsymamy analogiczne, ale o wiele
prostsse, sadanie jednowymiarowe. Korsystajac se wzoru d(u) = —ur'(u)
natychmiast otrsymujemy rozwiazanie prsestrsenne.

Przejécie od prostych sadaf geometrycsnych w ich ujeciu statycsnym do ujecia
dynamicsnego i stochastycznego pokasuje nam inny éwiat — éwiat geometrii
stochastycsnej. Wiaze ona klasyczna geometrie s sagadnieniami praktycsnymi,
¢ ktérych prieciez geometria wyrosta. Problemy geometrii stochastyczne;j

maja swoje érédla w astronomii, fisyce atomowej, biologii, rospoznawaniu
obraséw, possukiwaniu sléi geologicsnych — wssedsie tam, gdsie ogladamy tylko
fragmentaryczny fragment rsecsywistosci, jakby kilka klatek pewnego filmu.
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