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Podobno Leopold Kronecker powiedsial, se licsby naturalne stworsyl dobry

Bég, a ressta jest dsielem cslowieka. Mialo to, prses boskoéé licsb naturalnych,
agitowal sa sasadnoécia programu sprowadsenia calej matematyki do arytmetyki
licsb naturalnych.

W csasach narastajacego niepokoju o podstawy matematyki wypowiedsd
Kroneckera miala jednak i inny sens. Moina ja bylo srosumie¢ i tak, ie
pytaniem, co to takiego te licsby naturalne, sajmowa sie nie nalesy.

llekroé w dsiejach pojawial si¢ postulat, by jakies sprawy usunaé posa obreb
ludskiej ciekawodci, tylekroé rsucano sie na te sprawy s ogromnym sapalem. Tak
stalo si¢ i tym rasem. Prace Gottloba Fregego, Alfreda Whiteheada, Bertranda
Russella i wresscie Johna von Neumanna, po résnych, niesbyt udanych prébach
wyposaiyly nas w , boska” konstrukcje. Doska, bo nawet formalnie bylo to ,cod
s nicsego”.

Liczby naturalne ma to by¢ ciag

8, {0}, {8, {0}}, {8, {9}, {0, {0}}},...
o jasnej budowie - nastepny jego wyras powstaje prses ujecie w klamry tego
wssystkiego, co stoi prsed nim. Operacje te moina naswal operacja brania
nastepnika. Jeéli osnacsymy nastepnik dowolnej licsby naturalnej n prses n’,
to moiemy podaé indukcyjna definicje dsialad na licsbach naturalnych:

n+0=n, n+m' =(n+m), n-0=0, n-m=n-m+n,
gdsie O jest swycsajowa naswa (nieprawdas?) dla pierwssego elementu ciagu.

To, co jest dsielem cslowieka, w ssczegblnodci inne licsby, tes sostalo
sformalizsowane.
Lsczby calkounte — Z - otrsymujemy jako klasy abstrakcji w N? relacji

(myn)= (k))<= m+i=n+k

s dszialaniami

[m,n] + [k, 1] =|m+k,n+1], [m,n]-[kd]=[m-k+n-L,m-l+n k|
Liczby wymierne - Q - otrsymujemy podobnie 3 Z? sa pomoca relacji

[myn] s [kl <= m-l=nk,
a dsialania okreflamy tak
[m,n] + [k l]=[m-l4+n kn-l, [m,n]- [k =[m- kn-I.
Lsczby rzeczywiste — R — to snéw klasy abstrakcji, tym rasem w ACQY, gdzie A
jest sbiorem ciagéw Cauchyego, usyskane sa pomoca relacji
(vn) < (wp) = Jlim (u,. -~ wy)=0
s sumowaniem i mnoseniem ,,po wapblnqdnych'
Licaby zespolone — C - to R? 5 dsialaniami
(a,0) + (c,d)=(a+¢c,b+d) i (a,b)-(c,d)=(a-c—b-da-d+b-c).

I tak dalej (choé wielu sadsi, &e ,dalej* koricsy si¢ na kwaternionach).

Jest to pelny triumf techniki matematycsnej. Nie sposéb jednak oprse¢ sie
wraieniu, e licsby musialy by¢ , najpierw”, wcsedniej nis ta formalisacja,

a formalisacja jest tylko uporsadkowaniem, rygorysacja (co osnacsa nie tylko
ufciflenie, ale i usstywnienie) tego, co bylo jui na tyle snane, ie tej formalisacji
moglo si¢ poddaé. Dowodem s3 choéby aksjomatyki, s najpopularniejss3 Peany
na csele.

*v ta formalisacja to wyjadnienie, csy saciemnienie pojecia licsby, posostaje
kwes.. ““te00 gustu.

16



Proponuje¢ wiec sastanowienie nad tym, jak w kulturse ludskiej, jak w nauce
snalasly si¢ licsby, tak starannie sformalisowane w pocsatkach koficsacego sie
wladnie stulecia.

Licsby naturalne istotnie nalesy prsypisaé Bogu, a to se wsgledu na fakt, e nic
nam nie wiadomo o ludsiach, ktérsy by nie snali licsb naturalnych.

Prsy badaniu tego, co bylo najdawniej, jedyna technika, csy metodologia,

jest antropologia strukturalna. Technika ta jest prseniesieniem do nauki

o spolecsnoéciach funkcjonujacej w biologii sasady Ernsta Haeckla, ktéra,
méwiac ucsenie, orseka, ie filogenesa jest powtérseniem ontogenesy. Méwiac
bardsiej srosumiale — roswéj osobnicsy, od saplodnienia do usyskania postaci
dojrsalej, odbija histori¢ gatunku, do ktérego dany osobnik nalesy. W ten
sposéb, ogladajac jakif bardso pierwotny gatunek swiersecia (np. jasscsurke
Hatteri¢) moiemy odtworsy¢ sobie wyglad i sachowanie prsodkéw jakiegod
bardsiej nowoczesnego swiersecia (np. bociana), w ktérego roswoju sarodkowym
wystepuje etap sblisony strukturalnie do tego pierwotnego swiersaka.

Stosujac to do spolecsnoéci otrsymujemy wnioeek, se ogladajac spolecsnodci
pierwotne (np. Papuaséw) nabywamy wiedze o tym, jacy byli, jak my#leli, jak
sachowywali si¢ nasi prsodkowie. Tak, mniej wiecej, prsedstawia sie to, co do
metodologii nauk historycsnych wniéel prekursor antropologii strukturalnej,
Bronislaw Malinowski, i co sie dsif roswinelo w snacsaca galaé nauki.

" Za najdoniodlejsse obserwacje uwasa si¢ w tej metodologii obserwacje jesyka.
W jego obrebie - obserwacje licsebnikéw, a to dlatego, se desygnaty im
odpowiadajace wladciwie nie smieniajq si¢. Istotnie, o ile naswa miejsca,

w ktérym si¢ miesska moie si¢ smienial wras se smiana sposobu miesskania,
o tyle nie ma wladciwie powodu, by smieniala si¢ naswa jakiejé licsby - licsba
prsed wiekami i teras jest taka sama.

Spéjrsmy wiec jak licsa australijscy Aborygeni, a (jak twierdsa antropolodsy
strukturalni) dowiemy sie jak licsyli nasi prsodkowie.

plerig Muray River plemig Kamalaros
1 enea ’ mal
2 petcheval bular
8 petcheval enea guliba
4 petcheval petcheval bular bular
5 bular guliba
(] guliba guliba

Moina to sinterpretowal tak: jedni najpierw licsyli do dwéch, a inni do trsech
.~ dalej bylo ,,wielkie mnéstwo”, a potem s tego dopiero sacseli budowal dalsse
licsby. Jest to jednak interpretacja calkowicie bledna. Skad to moina wiedsieé?
O dsiwo, s biologii. Np. w pracach wybitnego psychologa swiersat Oscara
_Heinrotha moina snale¢ stwierdsenie, se csajka ,,umie licsy¢® do csterech.
Stwierdsone to sostalo eksperymentalnie. Mianowicie wykorsystgno swycsaj
csajki polegajacy na odwodseniu ludsi od miejsca, w ktérym snajduje sig jej
gniasdo. Ukrywajac w saroélach grupe ludsi moina si¢ sorientowal, jak dlugo
csajka bedsie, po odprowadseniu kolejnego ,ujawniajacego si¢”, wiedsie¢, ie

w ukryciu jesscse ktod posostal. Watpiacych w rsetelnoéé¢ tego doéwiadcsenia
odsylam do prac Heinrotha. '

Trudno wigc prsypusscsaé, se nasi pierwotni prsodkowie byli bardsiej .
nierosgarnieci od (wspélcsesnego, co prawda) ptaka. A jedli tak, to dlacsego

tak wygladaja ich licsebniki? Wladciwa interpretacja jest tu, jak si¢ wydaje,
odnalesienie w sloionej budowie ich licsebnikéw pocsatkéw matematyki -
mianowicie sbierania ,w pecski®. Dsif jesscse w naucsaniu pocsatkowym
wicksse (cho w istocie male) licsby prsyblisa.sie prses éwicsenia w dsieleniu
ich na ,pecski” o jednakowe;j licsebnodci i ,resste”. Jest to niewatpliwie
dsialalnoéé matematycsna. I tak wladnie interpretuje si¢ sposéb licsenia plemion
pierwotnych.

17



Diofantos (ok. 250)

Edward Waring (1734; 1708)

David Hilbert (1862; 1043)

Joseph Louis Lagrange (1736; 1813)

W twierdseniu Waringa dlan =3
mamym =0, dlan=4-m =10

(np. 79 nie daje si¢ roslody¢ na mniej
nid 19 cswartych poteg). Ogélnie
mamy m > 2° + [(})*] - 2, prsy

csym od péltors roku wiadomo, fe dla
n € 471600 000 sachodsi w tym wsorse
réwnoé#é, Mahler wykasal w 1957 roku,
fe dla dostatecsnie duiych n musi byé¢
réwnoéé. Nie wiadomo jednak, czy
nidac od " osiagnelifmy jui licsby
dostatecsnie duie.

chski' byly réine. U wyiej roswinietych plemion prymitywnych
najpowesechniejssym typem pecska jest cslowiek. Np. Tamankowie (Wenesuela,
okolice Caracas) maja takie licsebniki:

11  puitta pona tevinitpe (jeden u nogi)
20 tevin itoto (jeden Indianin)
21  itakono itoto jamgnar-pona tevinitpe (jeden u reki drugiego Indianina).

Stad droga wiedsie, ocsywiscie, do systeméw posycyjnych, cho¢ nie od rasu.
Mamy ap.

19  un de viginti (20-1, tacina)

18 duo de viginti (20-2, lacina) -
9  kilenc (10-1, wegierski)
8 nyole (10-2, wegierski).

Systemy tes nie sa racsej dsiesiatkowe — cseéciej , indiardskie”:

70  half-fjerd-sinds tyve (pSlcswarta 20, duniski)
80 quatre-vingt (cstery 20, francuski).

Nie wdajac si¢ w dalsse omawianie tego tematu wypada jesscse swrécié

uwage na dwie sprawy. Pierwssa, to fakt, e sajmowanie sie licsebnikami ma
duie wsigcie u antropologéw, bowiem panuje prsekonanie, se pokrewiefistwo
licsebnikéw jest najsilniejssym dowodem pokrewiefistwa etnicsnego. Druga saé -
to smutne (moim sdaniem) konsekwencje takich badafi dla naucsania sskolnego.
Zauwasmy bowiem jesscze jedna prawidlowodé:

jeden - pierwssy  one - first un ~ premier onun — nepan#  ein — erste
dwa - drugi . two —- second deux - second Asa - sropoil

— licsebniki giéwne i porsadkowe brsmia réinie. Ten, posornie malo snacsacy,
fakt kasal badacsom dawnych spolecsnoéci wyciagnaé nastepujacy wniosek:
skoro odrégniano licsby kardynalne (mttematyclny odpowiednik licsebnikéw
gléwnych) od licsb porsadkowych, to snacsy, e myélenie ludsi pxerwotnych
bieglo sgodnie s sasadami teorii mnogodci, gdsie (120 lat temu) wprowadsono
takie rosréinienie. A poniewas réini psychologowie i pedagodsy (np. Piaget)

s3 sdania, e naucsanie winno by¢ prowadsone sgodnie s sasada Haeckla, wiec
(powtarsajac w naucsaniu pocsatkowym strukture my#lenia ludéw pierwotnych)
naucsanie matematyki naleiy rospocsynaé od naucsania teorii mnogodci. Skutki
snamy. Jest rsecsa prserasajaca, jak drobne spostrsesenie mose sostaé pries
wybitnych intelektualistéw prseksstalcone w smor¢ mlodego pokolenia.

Warto wresscie odnotowal fakt, e sajmowanie si¢ podsialem na pecski jest
rsecsywidcie dsialalnodcia matematycsng — do dsif roswiasuje si¢ s wielkim
sapalem wiele probleméw tego typu. Jest tes wiele interesujacych resultatéw
w tym zakresie. Oto prsyklad.

" Pitagorejcsycy wykryli, de ,pecsek kwadratowy” k?, keN, da si¢ podsieli¢ na dwa

n»pecski kwadratowe® (csyli istnieja takie licsby naturalne [ i m, ie k? = I? + m?) wtedy

“1 tylko wtedy, gdy k jest postaci r(p? + ¢?) dla jakichkolwiek licsb naturalnych r,p, ¢

(Jedli p > g, t0 I = 2rpg, m = r(p? — ¢?)).

Slawnym uogélnieniem tego wyniku jest Wielkie Twierdsenie Fermata méwiace,

e faden pecsek stopnia wyissego nii dwa nie da si¢ podsieli¢ na dwa pecski tegoi
stopnia (oméwienie fascynujacych préb udowodnienia tej hipotesy posostawmy do
oddsielnego artykufu). Innym prsykladem sainteresowania ,pecskami kwadratowymi”
jest twierdsenie Diofantosa, ie ilocsyn sum dwéch kwadratéw licsb natunlnych jest
suma dwéch kwadratéw.

Z kolei s twierdseniem Fermata swiazane jest twierdsenie Waringa, ie dla kaidego
wykladnika naturalnego n istnieje licsba naturalna m o tej wlasnoéci, se kaida licsba
naturalna jest suma n-tych poteg pewnych m licsb naturalnych (w istocie udowodnione
dopiero w 1909 roku prses Hilberta). Posostal otwarty problem jak ta licsba m saleiy
od n. Lagrange wykasal, e dla n = 2 mamy m = 4 - dsié snamy m dla wssystkich n
do 471 600 000.
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Dla matematykéw hieroglify powinny
by¢ csymd bardso bliskim. Prseciet
cala lynbouh matematycsna to
wladnie hlm;l.lfy. cayll napisy
odcsytujace sig fonetycsnie w rédnych
jesykach MM. ale majace w kaidym
jesyku to samo snacsenie.

No. & - f= 2t = 4,
b= -
e - & = i = b =

=tk
Buklides (-3657; —3007),
dsialal w Aleksandrii.
0
p s
2 -
A 8
a R

Konstruujemy tréjkat réwnobocsny
OAB wpisany w dany okrag,

a nastepnie pigciokat foremny OPQRS
réwniet w ten okrag wpisany.

Wydaje si¢, e nastepnym krokiem bylo sajecie si¢ odwrotnoéciami. Najlepiej
widaé to w Egipcie. Prsedstawione ponisej hieroglify to (w dsisiejssych

hieroglifach) 12 i L
—

1N 1n

Nie naleiy sugerowal si¢ tym, se na obrasku mamy ,dwie palecski i coé”,

wiec palecski to jednostki, a cod to dsiesiatka - tak akurat nie jest. To co jest
istotne, to owal nad hieroglifem s prawej strony. Jefli postawilo sie go nad
hieroglifem osnacsajacym licsbe (naturalna), to otrsymywalo sie jej odwrotnodé
- dsif napisaliby§my ~!. Dla Egipcjan licsba to tylko licsba naturalna plus
skoficsona suma réénych ulamkéw prostych (tak si¢ dsif nasywa odwrotnodei
licsb natnrdnych) A wiec ich licsby to jakby N plus 3 #. Napisalem ,jakby®,
bo prsecies dsisiaj wiemy, e sbiér licsb, jakie mieli do dyupo:yc)x Egipcjanie
to Q*, sbiér dodatnich licsb wymiernych. Ale oni tego nie wiedsieli - jak
sressta mogli wiedsieé, skoro licsb wymiernych jesscse wtedy nie bylo?

Istnieje, ocsywiicie, rosklad kaidej licsby wymiernej na sume licsby naturalnej

i pewnej skoficsone;j licsby ulamkéw prostych. Stosownym algorytmem jest tutaj
(po oddsieleniu cseéci calkowitej) odejmowanie najwickssego spoéréd mniejssych
ulamkéw prostych — prsy tej operacji licsnik ressty malaje (csemu?), a wiec
operacja ma skoricsona dlugodé.

O tym, se licsbami byly tylko sumy licsb naturalnych i résnych ulamkéw
prostych éwiadcsyé moge np. konstrukcja pietnastokata w Elementach Euklidesa.
Zamiast sauwasyé od rasu, se ssukanym bokiem pi¢tnastokata foremnego
wpisanego w dany okrag jest AQ (patrs rysunek), co odpowiadaloby rachunkowi
- g = X, Euklides kaie nakrefli¢ symetralna odcinka AP, snalef¢ jej
pnecncn X s okregiem i jako bok pietnastokata prsyjaé AX. Oclyvxicie,

jest to roswiasanie dobre (odpowiada mu rachunek 3 - (1 — 1) = 1), ale
bardsiej skomplikowane — sostalo jednak prsyjete, by prlmrlepé ntaroaytnego
(jus i wtedy), sprawdsonego kanonu ulamkéw prostych.

Problematyka ulamkéw p;utych réwnied nie wygasta do dnia dsisiejssego. Swiadcsy¢
o tym moga nastepujace otwarte sagadnienia dotycsace rosktadu na utamki proste jui
nie koniecsnie réine:

Problem Erdésa: Csy kaidy ulamek 4 (n > 1) da si¢ prsedstawié jako suma dokladnie
trsech ulamkéw prostych?

Hipoteza Schinzla: Dla kaidego a istnieje taka licsba n,, ie dla n > n, ulamek £ jest
suma dokladnie trzech ulamkéw prostych.

Jako prsykiad sastosowania ulamkéw prostych postuiyé mose tekst anonimowego
autora 5 1785 roku. Daje on prsepis na snajdowanie posadsek uloionych s wielokatéw
foremnych:

Jedli posadska jest wykonana s trsech rodsajéw wielokatéw (i-katéw, j-katéw
i k-katéw) sbiegajacych si¢ w jednym narosu, to 1,5, k spelniaja réwnanie
1.1.1_1
iti;tiT 2
analogicsnie dla posadsek s csterech rodsajéw wielokatéw mamy

1 1 1 1
T + ; + E + 1 =1
i dla posadsek s pigciu rodsajéw wielokatéw

1 1 1. 1 1 3

titititm =1
(ocsywiécie nie kaidemu roswiasaniu tych réwnaf w licsbach naturalnych odpowiada
jakad posadska - to jui trseba sprawdsié ,osobidcie”).
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Pitagoras ¢ Samos (—56727; —497)
dsialal w Krotonie.

1 2 : 3 : 4
oktawa kwinta kwarta

Arystoteles ze Stagiry (—384; —322)
Platon (—4277; —3477)

Po dorysowaniu sewne¢trznego kwadratu
mamy osiem jednakowych tréjkatéw.

Teajtetos &+ Aten (—410; —368)

W geometrii sa nietrywialne

. twierdzenia o licsbach wymiernych, np.:
Jefli csworokat ma boki i przekatne o
dlugoéciach wymiernych, to przekatne
te dsiels si¢ na odcinki o wymiernych
dlugodciach.

Jest to twierdsenie Kummera.

Ernst Kummer (1810; 1893)

Archimedes s Syrakus (—-2787; —212);
jego aksjomat sapisujemy dsisiaj dla
licsb rsecsywistych tak:

A v->0—ono>r.
]

r.ecflweN

Posornie proste przejécie od sum liczb naturalnych i ich odwrotnoédci do licsb
wymiernych dodatnich bylo dzielem dopiero pitagorejcaykéw (a wiec trzeba bylo
na nie csekaé ponad tysiac lat).

Ogélna idea harmonss, ktdrq si¢ utrzymuje wszystko, nie wylgczajge bogdw (ktéra
byla gléwnym saloieniem ich filozofii) pierwssy, ale bardzo silny wyraz znalazla
w teorii wepélbremien skracanej struny — warto pamietaé, ze uksztaltowany
prses pitagorejcsykéw kanon muszyczny obowiazuje do dzié dnia. W naturalny
sposéb nasuwalo si¢ uogélnienie

harmonia. to stosunek licsb naturalnych,
tym pickniejsza, im licsby te s3 mniejsze.

Spostrseienie to kasalo pitagorejczykom (nie czekajac, ai potwierdzi sie ono
w posostalych dsiedzinach, nad ktérymi medytacje zalecali, to jest w astronomii,
geometrii i w samej arytmetyce) oglosié, se

wszystko jest liczba.
Praktycznie jednak natychmiast ,wssystko” liczba by¢ przestalo. Ponoé
pierwssy prsestal by¢ licsba kwadrat: jego przekatna i bok nie tworza harmonii
licsbowe;j.

Dowodéw prsytacza si¢ wiele, cho¢ saden nie jest chyba oryginalny

(tj. pitagorejski). Za Arystotelesem podaje sie, e pitagorejczycy poshuzyli
sie dowodem, ktéry Platon zamiedcil w dialogu Menon. Jest to reductio ad
absurdum:

Niech harmoni¢ boku kwadratu i jego przekatnej wyrazaja licsby m i n.

Z zaloienia (1m mniejsze, tym lepiej) sa one wiglednie pierwsze. Poniewas
(patrs rysunek) mamy m? = 2n2, wiec licsba m jest parzysta, czyli dla pewnego
p mamy m = 2p. Wobec tego liczsba n , jako wzglednie pierwsza z m, jest
nieparsysta. Jednak 3z 4p? = 2n? wynika, ie 2p? = n?, wobec czego n musi by¢
liczba parzysta — sprzecznosé.

O tyle jednak jest malo prawdopodobne, by byt to dowéd pitagorejski, bo
wynalesienie reductio ad absurdum praypisuje sie na ogél dopiero samemu
Platonowi.

Jakkolwiek nie wygladalby dowéd, ze stosunek przekatnej i boku kwadratu

nie da si¢ wyrasi¢ stosunkiem liczb naturalnych, odkrycie tego faktu wywolalo
wielki niepokdj i, ocsywiscie, wzmosenie badai nad liczbami — mozna bylo
doskonali¢ badanie licsb (méwiac dzisiejszym jezykiem) wymiernych, mozna tez
bylo prébowal snalefé ogélniejsze podejécie. I obie te mozliwodci grealizowano.

Juz pono¢ u Teajtetosa mozemy znalef¢ w dojrzalej formie tak teorie liczb
wymiernych, jak i teori¢ niewspélmiernodci.

Teoria licsb wymiernych jest realizowana jako teoria proporcji licsb naturalnych
i osiaga ten posiom, ktéry do niedawna byl nauczany w szkolach jako ,regula
trsech”. Owo pélcialo Q+ w doé¢ niezauwasalny sposéb zaczyna by¢ traktowane
jako slogone s licsb. Sscsegélnie geometrycsne podobiefistwo domaga sie liczb
dla wyraienia skali - nasywanie proporcji licsbami, a racsej utoisamianie tych
dwéch pojeé bedsie sie ciagnelo as do XVIII wieku.

Teoria niewspélmiernoéci (tak bardzo eksponowana w szkolnych dowodach
twierdzenia Talesa - i, moim sdaniem, supelnie nieprsydatna w szkole)
to sastosowanie metody nazwanej péfniej algorytmem Euklidesa. Do jego
sastosowania niesbedne jest saloienie tei noszace ,ahistoryczna” naswe
aksjomatu Archimedesa:
dana wielkoéé moze by¢ tak swielokrotniona,

ge prsekrocsy druga dana wielkodé tegoz rodzaju.
Skoro tak, to badajac proporcje dwu danych wielkodci mozemy odnotowywadé
kolejne (naturalne!) wspélcsynniki: najwickssego swielokrotnienia jednej s nich
miesscsacego si¢ jesscse w drugiej, nastepnie najwickszego swielokrotnienia
nressty” drugiej miesscsacego sie jeszcse w pierwssej itd. otrsymujac w wyniku
ciag licsb naturalnych opisujacy badana proporcje.
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Pissac o algorytmie Euklidesa pomijam
jego tnacsenie np. w possukiwaniu
najwickszego wspdinego dsielnika;

w ogéle w tym artykule wiele wainych
spraw jest pominiqtych (chodby licsby
pierwsze) - trsymam si¢ sstywno
watlego tematu sformulowanego

w tytule.

Raphael Bombelli (16307; 15727)

Eudoksos s Knidos (-4087; -355)

Dsis dsialanie algorytmu Euklidesa np. dla licsb 11 i 7, sapisaliby$my
tak:

4 1 1 1 1
LS P S W SN PUNE NPT SNSRI S
7 7 7 143 1 1
3 T

cho¢ prostssym sapisem byloby (1;1,1,3). Proces ten mose si¢, ocsywiscie nigdy
nie sakoficsyé, np.
V2

T=(12,2,2,.).

Wielkodci prowadsace do niekoricsacego si¢ dsialania algorytmu nasywa
si¢ niewspélmiernymi. Nasse dsisiejsse licsby niewymierne to te, ktére sa
niewspSlmierne s 1.

Jakkolwiek sapisany, wynik dsialania algorytmu Euklidesa nasywa sie dsis
ulamkiem laficuchowym. Gdy roswiniecie w ulamek laficuchowy jest skorficsone,
daje si¢ on ,swinal” w swykla licsbe wymierna. Latwo sauwaiy¢, ie jest

i odwrotnie.

Algorytm Euklidesa daje jedyne roswiniecie licsby w ulamek lasicuchowy

(np. prsedstawies licsby wymiernej w postaci sumy ulamkéw prostych jest
nieskoficsenie wiele) — éciélej: dla licsb wymiernych trseba dodaé, te ostatnia licsba
roswinigcia jest réina od 1. Odwrotnie: kaide, dowolnie ,,wymy#lone® roswiniecie jest
sbieine - prsedstawia jaka# liczbe rsecsywista (ocsywidcie, w Staroiytnoéci nikt o takie
rsecsy nie pytal).

Moina udowodni, ie pierwiastki réwnania kwadratowego o wspSicsynnikach
calkowitych maja roswiniecia okresowe lub skoficsone (prawdsiwe jest tei twierdsenie
odwrotne) - udowodnit to Lagrange.

Dla pierwiastka s licsby wymiernej okres bes ostatniego miejsca jest symetrycsny, np.

V19 = (4;2,1,3,1,2,8),

prsy csym ostatnia, niesymetrycsna licsba okresu to podwojona cseéé catkowita
roswijanego pierwiastka (tu mamy 8 = 2[\/19)).

Gdyby ktoé iycsyl sobie otwartego problemu s tego sakresu, to moie smiersy¢ sie
s pytaniem: csy sbiér licsb wystepujacych w roswinieciu ¥/2 jest ogranicsony?

Problematyka jawnie uprawianych ulamkéw laficuchowych (pomijajac mose
opinie, e jui Aryabhata...) pojawia si¢ w pracach matematykéw snacsnie
pdfniej nis faktycsne jej pocsatki w pracach Teajtetosa: np. roswiniecie
V2 w ulamek laficuchowy pochodsi (wg podrecsnikéw historii) dopiero od
Bombelliego. To, se tak si¢ stalo, e ulamki laicuchowe ,nie trafily pod
strsechy” wsielo si¢ stad, ie saras po pomyslach Teajtetosa pojawily sie w
kwestii licsb, csy tes proporcji - jak kto woli, lepsse pomysly.

Teoria proporcji Eudoksosa startuje s podobnych saloies co jej poprsednicska:
sajmuje si¢ wielkodciami. Zamiast jednak do opisu ich proporcji usywaé

ciagu licsb naturalnych, podejmuje pytanie kiedy dwie wielkodci Jakiegod
jednego rodsaju tworsa t¢ sama proporcje, co dwie (inne) wielkodci

tes jednego, cho¢ (by¢ mose) supeknie innego rodsaju. Ocsywiscie, bes

licsb naturalnych obejéé sie nie moie (cho¢by se wrgledu na aksjomat
Archimedesa). -

Definicja proporcji Eudoksosa jest nastepujaca:

dwie wielkoéci tego samego rodsaju A i B
tworsa t¢ sama proporcje, co dwie wielkodci réwnies jednego rodsaju a i §

wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych licsb naturalnych min
jefli mA < nB, to ma < nf,
jeéli mA = nB, to ma = np,
jeSli mA > nB, to ma > nf.
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Richard Dedekind (1831; 1916)

Wae sind snd wae sollen dic Zahlen,
1882

- Joseph Liouville (18090; 1882)

Charles Hermite (1823; 1901)

Ferdinand Lindemann (1853; 1939)

Georg Cantor (1845; 1018)

Isaak Newton (1643; 1727)

Podstawowy saleta proporcji Eudoksosa jest stworsenie mosliwoéci stosowania
proporcji (a wiec matematyki) do wsselkich wielkodci, ktére daja sie
swielokrotnia¢ i spelniaja prsy tym aksjomat Archimedesa. A wiec saréwno
do dlugodci, jak do ciesaréw, objetodci, katéw itd. Slowem matematyki
moina odtad uiywaé do calego prsyrodosnawstwa. Dlatego osobiscie

uwasam podana wyiej definicje sa najwieksse osiagniecie matematyki
wssechcsaséw.

Patrsac na to s jus wewnatrsmatematycsnego punktu widsenia definicja
Eudoksosa utossamia proporcje se sbiorami jej dolnych (-’-‘- s pierwssego
prsypadku definicji) i gérnych (-!L s prsypadku trlecxego) prsyblised
wymiernych. Jest to wiec usycie tego, co dsi§ nasywamy prsekrojami
Dedekinda.

Pono¢ jus wspélcsedni pytali, co takiego srobil Dedekind, posa dokoricseniem
pracy Eudoksosa (jesscse niedawno Struik w swoim Zarysse historss matematyks
pisal, se nic). Réinica jest jednak istotna:

dowolna proporcja (licsba) jest prsekrojem’ - twierdsi Eudoksos,

dowolny prsekr6j jest proporcja (licsba) — dodaje Dedekind.

O tym, se résnica ta jest snacsna §wiadcsyé mose fakt, se kiedy Dedekind
pisal o swoim podejéciu do pojecia licsby, bardso modne w matematyce bylo
sajmowanie si¢ licsbami, na ktére praktycsnie trafia sie bardso rsadko — licsbami
prsestepnymi.

Pierwsse s nich (1844) to licsby Liouville’a

oo

Z 1‘(:)_'“ : gdsie ¢; jest dowolnym ciagiem s {1,2,...,9}.

=0
Te snane licsby prsestepne sostaly ujawnione niewiele lat péfniej: e w 1873 roku
(Hermite) i * w 1882 roku (Lindemann).

Gdyby ktoé chcial csegoé nowssego, to ciekawe jest roswiasanie (po:ytywne
- Gelfond, 1934) hipotesy Eulera:

a” jest prsestepna,
jedli & i B 83 algebraicsne, a # 1 i § jest niewymierna; np. 2‘/5.
Zabawny jest jui powojenny wynik Kurta Mahlera: prsestepna jest licsba
. 0,12345678910111213141516171819...
utworsona prses dopisywanie kolejnych licsb naturalnych w sapisie dsiesietnym.

A wlaénie wtedy Cantor wykasal na gruncie §wieso stworsonej teorii mnogoéci,
se tych prsekrojéw nie bedacych proporcjami sadnych realnych wielkodci jest,
jak to sie méwi, prsewasajaca wickssoédé.

Ocsywidcie, to co mielifmy dane prses Eudoksosa to nie bylo R, lecs ,tylko®
R* - a satem licsba (péfniej naswana rsecsywista) byl to kaidy moiliwy wynik

‘miersenia.

Poswalalo to jednak rachowaé na wielkadciach ,,3 résnych oper”, co wsselako
jasno dostrsegl i otwarcie sformulowat dopiero Isaak Newton w swoim dsiele
Philosophiae naturalis principia mathematica (1687). Mogliémy wiec od csaséw
Eudoksosa np. dsieli¢ dlugodé prses csas i robilifmy to, choé dopiero Newton
sauwasyl, se jest to rsecs filosoficsnie nietrywialna.

Odejmowanie dowolnych licsb natrafialo jednak na istotne opory. Bylo wiec N,
Q*, R* i posostawal problem ich ,drugich poléwek®.

Domkniecie N do grupy addytywnej (i podobnie Q* i R*) od csasu do csasu
trafialo si¢ temu, csy innemu matematykowi. W podrecsnikach historii pisse si¢
tu np. o Hindusach. Ale jesscse Tartaglia, Ferrari, csy Cardano rospatruja trsy
rodsaje réwnafi kwadratowych: z2 +az=b, 22 + b=azi 2% = az + b i tyles
rodsajéw réwnaf stopnia trseciego.
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Galileo Galilei (1564; 1642)

Scipio del Ferro (146567; 1626)

Nicolo Fontana (Tartaglia)
(14997; 1857)

.
- 8

.f
4|
|
|

-

Gdy dostrzeiemy, te po wyjeciu ¢
szedcianu o boku A szefcianéw o boku
B i z otrzymamy trsy jednakowe
prostopadloéciany o bokach A, B, =,
mamy

A? = B 4+ 2® + 3AB3;
poréwnujac to ¢ danym réwnaniem
2> taz=0
otrzymujemy dwie zaleinédci
27((A%) - (B*)) =a* i (A*) - (B®) =b
réwnowaine réwnaniu kwadratowemu,
& ktérego moina obliczyé A?, co

w konsekwencji poswala obliczyé¢
z=A-B.

Girolamo Cardano (1501; 15676)

Lodovico Ferrari (1622; 1665)

Leonhard Euler (1707; 1783)
Podreceniki podaj‘.— te plasscryszne
Gaussa wynalazl Caspar Wessel
(1749; 1818) w 1797 roku.

Carl Friedrich Gauss (1777; 1855)

Tym, co faktycenie ustabilizowalo usycie licsb ujemnych, byla fisyka.
Wprowadsone prses Galileussa pojecie sily mialo te wlasnodé, se dwie sily

tej samej wielkodci moga daé w sumie sero, co moina saobserwowaé np. prsy
prseciaganiu liny. Tu pojawia si¢ strsatka, csyli wektor. Licsba ujemna mose
wiec by¢ representowana prses taki sam odcinek, jak licsba dodatnia; ma tylko
strsalke s prseciwnej strony.

Zrobienie s tego osi licsbowej jest jut kwestia chwili — formalnie najcsesciej sa
autora osi licsbowej uwasa sie Fermata (/sagoge — druk w 1679 roku).

Tyle, se strsalki bywaja nieréwnolegle. Pomyasl, e strsalka-wektor to licsba, byt
w tym momencie tak naturalny, se trseba go bylo srealisowaé. Nie udalo sie to
jednak od raszu.

Warto jesscse swrécié uwage na fakt, ge pytanie, csy licsby ujemne s3 licsbami
nie sostalo prses wynalazek wektora salatwione ostatecsnie i posytywnie

(w éwiadomodci matematykéw XVI i XVII wieku). Swiadcsy o tym ,dowéd”
Kartesjussa, e réwnanie moge mieé réwnies pierwiastki ujemne. Oto on:

Niech W (z) = 0 ma (formalnie) pewne pierwiastks ujemne. Nalezy je uznaé za
pierusastks, bo istnieje taka lsczba dodatnia a, ze wielomian V(£% a) := W(z) ma
tylko pierwiastks dodatnse. A przecsez to to samo.

Powéd, by pytal, csy licsby ujemne sa licsbami brat si¢ s faktu, se (obok licsb)
w usytku byly tes , nielicsby”. Dostarcsyl ich pierwssy matematycsny sukces
Europy od csaséw Starosytnodci. Jesscse prsed bitwa pod Lepanto (1571)
pokonali§my o wiele wyiej naukowo i cywilisacyjnie stojacych Arabéw na
gruncie matematyki.

Pono¢ Scipio del Ferro, a jui na pewno Tartaglia (1534) roswiasali (prses
smyélny podsial sseécianu) réwnanie trseciego stopnia. Otrsymane wsory

3 b’+as+b_s b’+as_£
s Tt \VaiTr T2

dla réwnania z° + az = b, dawaly sie sastosowal réwnies do innych réwnaf
stopnia trseciego w tym sensie, se sawssze formalnie dawaly jakaé licsbe
rsecsywista, cho¢ csasem (gdy 27b% + 4a® < 0) $aden s pierwiastkéw
kwadratowych licsba nie byl. Cardano usnal to jednak sa hiperbole
intelektualna prowadsaca prses inne éwiaty do konkretnego, realnego
rogwiagania.

Owa Ars Magna (1545) poswalala tes na snajdowanie pierwiastké6w. réwnan
rtopnia cswartego, co bylo dsielem Ferrariego, ale s, méwiac dsisiejssym
jesykiem, licsb gespolonych licsb to nie csynilo. Wrecs prseciwnie.

Ocsywiécie wektory éwietnie nadawaly si¢ do opisu tych ,nielicsb®. Euler, ktéry
pierwszy uiywal tsw. plaszcsysny Gaussa, pisse o nich (Algebra, 1770):

Pierunastks kwadratowe z liczb ujemnych nie sq serem, ans nie sq ujemne, ans
dodatnie. Sted wynika, Ze pieruwiasths te nie mogq si¢ snajdowaé wiréd mozlswych
liczb. W konsekwencyi sq to niemozliwe licsby. I tak dochodzimy do pojecia liczb
na ogdl zwanych urojonyms albo wyobraialnyms, dlatego, e mogg one istnied
tylko w wyobrazns.

Plasscsysna Gaussa byla csymé takim, jak csasoprsestrsefi — byly dwie osie, ale
kaida byla inna: jedna licsbowa, a druga nie. Wyrasalo si¢ to w (usywanym do
dsisiaj) formaligmie a + ib, csyli rossserseniu R o i R s réwnoécia i2 = —1.

Faktycznie walor liczb nadaly licsbom sespolonym prace Gaussa -

w sscsegblnodci tsw. podstawowe twierdsenie algebry. Skoro te , nielicsby”
maja tak pickne wlasnodci algebraicsne w pelni sashuguja na podniesienie ich
do godnoici licsb.
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William Rowpn Hamilton (1805; 1865)

Tréjkaty Ols i Oy(= - y) sa podobne
se sgodna orientacjs.

Niels Henrik Abel (1802; 1830)

Arthur Cayley (1821; 1868)

F. Georg Frobenius (1849; 1017)

Wiliam Kingdon Cliflord (1845; 1879)

Kurt Hensel (1861; 1041)

Natomiast wektorami, swyklymi elementami R?, staly sie licsby sespolone
dopiero sa sprawa Hamiltona. Podal on okreflenia dsialaf

(a,0) + (c,d) = (a +¢,b+4d),
(a,b) - (c,d)=(a-c—b-d,a-d+b-c).
Tak rosumiane licsby sespolone harmonijnie pasowaly do geometrii: bylo to

prsesuniecie i podobiefistwo spiralne, a wiec sdrowe geometrycsne operacje.
Nasuwalo to tei od rasu pomysl, by usnaé sa licsby wektory kaidego wymiaru.

Wypisaé byle jakie dsialania V2 — V moina sawsse. Np. suma i ilocsyn , po
wspélrsednych”. Wtedy jednak dsialania beda mialy wlasnoéci réwnies byle
jakie (w podanym prsykladsie s3 np. dsielniki sera). Nie byle jakie, ale porsadne
wlasnodci dsialad to, sdaniem badajacych rachunki na wektorach matematykéw
XIX wieku, te, ktére wyodrebnil Abel w pracy dowodsacej nieroswiasalnodci
prses pierwiastniki réwnania stopnia 5, csyli, méwiac dsisiejssym jesykiem —
aksjomaty ciala. I takich wladnie dsialafi na wektorach ssukano.

Wykrycie dobrych (w powysssym sensie) dsialaf na R* opéfnilo sie
prawdopodobnie dlatego, se chciano to srobi¢ po kolei. Bylo dla R!, bylo dla
R?, pora na R3. A dla RS srobi¢ si¢ tego nie dawalo. Dopiero w 1843 roku
Hamilton wskasal takie dsialania na R*. Jak wiadomo, nie wssystkie wlasnodci
ncielesne” dalo si¢ usyskaé — kwaterniony (warto by im sressta poéwiecié osobny
artykul) tworsa tylko cialo skodne (skew field) — bes prsemiennoéci mnoienia.

Swoboda obycsajowa ma to do siebie, se si¢ rozsserza. Cayley w 1845 roku
proponuje jus rachunki snacsnie bardsiej kalekie (jego liczsby nazywa sie
oktawami) — bes sbytniej prsesady moina powiedsiel, ie niektére wlasnodci
maja miejsce tylko prsy peli Ksiesyca — ale sa to w R®. Wprawdsie 32 granice
prsyswoitoéci prsyjeto salogenia twierdzenia udowodnionego w 1878 roku prses
Frobeniusa:

cialo licsbowe ma by¢ rossserseniem algebraicsnym R

sawierajacym R w swoim centrum

- wéwcsas ciala licsbowe tworza tylko licsby rsecsywiste, sespolone i
kwaterniony - ale massyna produkujaca nowe licsby nie dala si¢ na tej granicy
satrsyma¢.

Jesscse prsed twierdseniem Frobeniusa, w 1873 roku, Clifford wyprodukowat
swoje algebry, a jus snacsnie po tym twierdseniu, w 1908 roku, Hensel stworsyl
licsby p-adycsne (tes warte osobnego omdwienia). Prsy tej swobodsie licsbami
sacseto nasywaé réwniei elementy cial modulo p itd.

* % =

W ten sposéb wiemy jui, co srobili ludsie startujac od stworsonych prses Boga
licsb naturalnych. Wydaje sie jednak, se w prsyswoitym pi§mie lepiej nie ssukaé
dla tego precysyjnych okreslen.
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