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Stosunek wymienionych w tytule nauk nie jest jednorodny i dlatego proponuje
skoncentrowal si¢ na tym nurcie badas, ktéry moina okreéli¢ stowem
metamatematyka.

Naturalna genesa problematyki metamatematycznej jest nastepujaca. Chcemy
dowiedé twierdsenie A...- nie wythodszi. Zatem prébujemy je obalié, cayli
dowiedé twierdsenie ~A...- moiliwe, ie tei nie wychodsi. Pojawia sie mysdl,
se A nie jest ani dowiedlne, ani obalalne. Jest to metamatematycsny fenomen

- niesupelnodci. Niewyklucsone jest sjawisko przeciwne: saréwno A, jak i A, 83
dowiedIne - sprzecsnoéé! Pojawia sie postulat sagwarantowania niesprzecznoéci
matematyki. Oba powyisse sjawiska, w formie posytywnej, jak i negatywnej
(supelnoéé - niesupelnodé, sprzecznoéé — niesprzecznoéé), musza byé, oczywiscie,
odnossone do okreflonych dsiedsin csy teorii matematycsnych. Na przyklad
sdanie A ani jego saprzeczenie moga nie naleieé¢ do teorii Ti, choé jedno z nich
(a csasem i oba) moga naleieé do teorii T.

Gdy chcemy coé po prostu udowodni¢ lub obalié w matematyce, nie
potrsebujemy glowi¢ sie nad tym, co to jest dowéd, co to jest teoria. Inaczej
jest, gdy chcemy, niejako na wyiszym logicsnie pietrze myslenia, dowiedé
niedowiedInodci, dowiedé nieobalalnodci czy dowiedé niesprzecsnodci czegoé lub
csegod wigledem czegod. Wéwezas, jedli sycsymy sobie pozostaé w ramach
§cislodci matematycsnej, musimy uczyni¢ dowéd z ,niissego pietra” obiektem
matematycsnym. Obiektem matematycznym w tym samym sensie co

sinus, symetria, grupa, wektor itp. Podobnie postapié naleiy z poczatkowo
sywiolowym i intuicyjnym pojeciem teorii matematyczne;j.

W tym momencie pojawia si¢ potrseba formalizacji. Formalizacja budsi
srosumiala niecheé matematykéw i faktycznie owa metamatematyczna’
formalizacja jest prawie sbedna w praktyce (twérczoéci) matematycznej.

Ale w pretendujacej do $cislodci teorii matematyki (metamatematyce) jest,

jak sie okasuje, nie do unikniecia. Tam bowiem nie osnacsa nic innego, jak
spelnienie wymogu écislodci, dokladnie tej samej $cislodci, ktérej trzymaé

si¢ musi geometra, algebraik csy analityk. Jeéli wiec matematyk méwi,

ge nie lubi (matematycznej wssakie!) metamatematyki, to jest tak jakby
algebraik powiedsial, #e nie lubi geometrii, lub na odwrét - jest to wiec sprawa
upodobai i gustu. Wybitny polski logik i badacs podstaw matematyki, profesor
Andrzej Mostowski, podsumowal t¢ animosje angielskim powiedszeniem: One
man’s meal is another man’s poison — poiywienie jednego dia drugiego bywa
trucizna.

Monstrualne i przes to nieciekawe moga sie komué wydawal sformalizowane
systemy arytmetyki, geometrii csy analisy, ale podobne ucsucia moga wsbudsaé
wielowskagnikowe obiekty rachunku tensorowego i geometrii rézniczkowej.
Podobnie jest i w innych domenach ludzkiego ducha, na przyklad w muszyce:
wielbiciel romanséw cygafiskich i walcéw Straussa, ktére tak przemawiaja

do ucsué, moie by¢é mocno znudzony gigantycznymi symfoniami Mahlera.
Ocsywidcie matematyka tak swana ,swycsajna® lub yhormalna”, obejmujaca
klasycsne dsialy jak algebra, geometria, analiza czy topologia, dysponuje
nieporéwnanie wickszym bogactwem i réznorodnoécia konstrukcji niz sama
logika i podstawy matematyki. Tym ostatnim na pocieszenie posostaje jednak-
urok filozoficsnego odniesienia.

Nie wssyscy lubia filosofie. Jednym daje ona pocieszenie i uspokojenie, innych
moie doprowadsal do chandry. Metamatematyka jednak wnosi do filozofii
pewien porsadek i udciflenie. Bardzo moiliwe, ie = drugiej strony powoduje
pewne straty wynikajace s abstrakcji i schematyzsmu. A wiec cof sa cof.
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Dokladniej: Zermelo wykasal, ie jeden
s gracey (do duif sressta nie wiadomo
ktéry — wickszodé szchistéw jest sdania,
te grajacy bialymi) ma strategie
gwarantujaca mu wygrana lub remis
(do dsif réwniet nie wiadomo co),

jefli tylko bedeie fcifle (=bezmyfinie)
trasymal si¢ tej strategii, wykonywal
okreflony algorytm reagowania na
posunic¢cia preeciwnika. Brak jawnie
sformulowanego takiego algorytmu
sprawia, ie moiemy nadal pasjonowad
si¢ stmaganiami szachowych tytandw.
Wynik Zermelo wskazuje jednak,

te wygrywa ten, kto gra mniej fle
‘(bardziej sscsegSlowy méj artykul

oa ten temat ukaie si¢ niebawem

w Deleie).

Aksjomatyks Peano (1891) opisuje
wilasnofci ,nastepnika™ - funkcji
prryporzadkowujacej licsbie naturalnej
a nastepna licsbe naturalng a’. Oto
ona:

1. a' # 0,

2.8 #b —a¥bd,

3. (P(0) A (P(n) = P(n")) = A, P(k).
P w trzecim aksjomacie to dowolna
elemengarna formula rdaniowa -
aksjomat 3 opisuje indukcje.

Aby uprawial arytmetyke liczb
naturalnych, definiuje si¢ dodatkowo
dsialania + i - w nastepujacy sposéb:
l.a+0=a,

2.a+b' = (a+b),

3.a-0=0,

4.a-b=a-b+a.

Najslynniejssym wynikiem metamatematycsnym, majacym glebokie odniesienie
filosoficsne, jest niewatpliwie twierdsenie Godla o nieusuwalnej niesupelnodci
dostatecsnie bogatych i niesprsecsnych (s saloienia) systeméw sformalisowane;j
matematyki oras o niemognoéci udowodnienia niesprsecznoéci takich systeméw
érodkami logicsnymi formalisowalnymi w ich wlasnych ramach. Teorie
matematycsna o écifle skodyfikowanym jesyku nasywa sie supelna, jedli dla
kaidego poprawnie sbudowanego w tym jesyku sdania A nalesy ono do tej
teorii badf naleiy do niej jego saprzecsenie. Teoria supelna ucielednia pewien
szcsegblny ,algorytm” - roszstrsygania csy. A csy tes —A nalesy do teorii.
Wystarcsy wypisaé w porsadku leksykograficsnym sdania teorii, a s salogenia
supelnodci wynika, se wcsedniej csy péfnie) pojawi si¢ badé A, badf - A.
Niesprsecsnoéé saf teorii gwarantuje, se w tym ciagu nie moga pojawi sie oba.

Teoria supelna i niesprsecsna sarasem byla idealem formalismu Hilberta:
prsedstawié interesujace tredciowo teorie matematycsne w postaci w pelni
sformalisowanej, a nastepnie dowied¢ ich niesprsecsnoéci i supelnodci. Mosna
si¢ sastanowié, co by si¢ smienilo w praktyce matematycsnej, gdyby program
Hilberta okasal si¢ spelialny. Zapewne nic, tak jak niesmiala wplywu na
praktyke gry w ssachy konstatacja istnienia strategii optymalnej w tej grse
(Ernst Zermelo, Cambridge, 1912). Zasadnicso jednak matematyka okasala sie
byé csymé réinym w swej naturse od ssachéw.

O twierdszeniu Godla i jego dowodach napisano jus bardso wiele, w tym licsne
artykuly popularne i ksiatki (np. Nagel i Newman, Twierdzense Godla, PWN,
seria Omega, Warssawa 1966). Nie bedsiemy wiec powtarsali standardéw.
Zamiast tego, resygnujac s dokladnodci na rsecs pogladowodci, wyobraémy sobie
komputer, w ktérego pamieé wloiono co tylko sie da s aksjomatéw matematyki
oras regut dedukcji logicznej. Formalisacja poswala prselosyé ten ,,wsad® na
jesyk srosumialy dla programisty i... komputera. Istote twierdsenia Godla
moszna wtedy streéci¢ nastepujaco: komputer taki, jakkolwiek bogato bylby
oprogramowany, pozostawi poza sasiegiem swojego potencjalnego OUTPUTu
nieskoriczenie wiele prawdsiwych sdafi matematycsnych. Ta nieskoficsonoéé
jest jeszcze szczegblnego rodzaju - jest nieoblicsalna, nieschematysowalna;

w przeciwnym ragie mozna by ja sa pomoca usupelniajacego schematu
operacyjnego (podprogramu) wygenerowaé.

Nieco inaczej, konstrukcje i oprogramowanie takiego komputera moina
przedstawi¢ jako prsedmiot rywalisacji miedsy mechanicysta i antymechanicysta
w interpretowaniu natury umyshu ludzkiego. Mechanicysta chce sbudowaé
massyne réwnorsedna matematykowi; antymechanicysta (nb. idac w élady
Kartesjussza) chce wykazac réinice miedsy cslowiekiem a massyna. Twierdsenie
Godla dostarczyloby antymechanicydcie narsedsia: na kaide wyswanie odpowie
formula Gédla systemu formalnego matematyki sakodowanego w komputerse,
ktérej ten ostatni nie bedzie w stanie udowodni, natomiast on — cslowiek —
bedsie w stanie wykazaé jej prawdsiwoéé (w kaidym rasie ma pewne ssanse).
Nowy komputer-challenger - nowa formula Gadla.

Ktof jednak mégiby zauwazyé, se skoro godlowskie procedury daja moiliwodé
kaidorazowego ,przebijania” systemu formalnego matematyki ucielesnionego
w komputerze, to moze daloby si¢ ten proces sautomatysowaé. Jest to studna
nadsieja wobec beswzglednodci twierdzenia Godla w stosunku do wsselkich
abstrakcyjnych automatéw (massyn Turinga, algorytméw), s ktérymi moina
utoisamiaé systemy sformalizowane. Innymi slowy i pogladowo: csy moiliwy
Jest algorytm, ktéry jest lepssy od wszystkich algorytméw? Csy istnieje licsba
naturalna, ktéra jest wickssa od wsaystkich licsb naturalnych? Ocsywidcie,

ie pie. Czymaze jest wigc twierdzenie Godla jako procedura?

Zilustrujmy te kwestie nastepujaco. Otés wychodsac od aksjomatyki Peano
(intuicyjnie prawdsiwej) mozemy kolejne formuly Godla ustawié w ciag
numerowany licsbami porsadkowymi, réwniei nieskoficzonymi (prselicsalnie):
L,2,3,..,u,w+1w+2,...,w-2,w- 2+, w-242,...,0-83,...,w-4,...,
Wi Lwlt ] w2, 0l w0ttt ], el w2,
w?-2,...,w3-3,...,w8,...,w4,...,0%,...,0¥,......
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Dziesiaty problem Hilberta zostal

w 1970 roku rosstrrygnicty negatywnie
przer Jurija Matijasewicza. Tak

wigc nigdy nie bedeie algorytmu,

ktéry porwoli na automatyczne
roswiazywanie réwnafi algebraicznych
w liczbach calkowitych.

Jui na pierwszy rzut oka ciag ten jest, w pewnym sensie, niesympatyczny.
Wymyka si¢ prébom ujecia go wedle jakiegos przejrazystego schematu,

mimo ze dla kazdego wyrazu moina wskaza¢ wyraz nastepny. I w tym jest
kwintesencja réinicy w produkowaniu formul gédlowskich (w dageniu do
supelnodci arytmetyki) przes komputer i przes czlowieka. Ten pierwszy
wymagalby schematu, danego s géry systemu oznaczania wszystkich tych liczb,
takiego, jak na przyklad system dziesietny. Czlowiek za$, nawet uzbrojony

w wynikajaca 3 twierdzenia Godla pewnoéé praekraczalnodci dowolnego
systemu formalnego matematyki, musi co pewien czas wykasywad sie inwencja.
Moina by satem powiedszie¢, ie w procesie usupelniania arytmetyki (czystej
teorii liczb) umysl matematyka jest algorytmem vlokalnie”, maszyna zaf -
»globalnie” i w tym zasadza sie istotna miedsy nimi réinica. Przeciwnicy tej
tezy zaatakowaliby ja ¢ dwéch stron: dlaczego zawezaé pojecie maszyny do
calkowicie deterministycanego algorytmu? oras skqd mamy mieé pewnodé, ze
umysi ludzki nie zawiedzie w twérczym, z konsecznodes, procesie numerowania
coraz to dalszych formul godlowsksch?

Na pierwsze pytanie mozna by odpowiedsie¢ pytaniem: csy istota
wmaszynowosci” nie jest calkowite zdeterminowanie? Oczywidcie, moina
wprowadzac element losowodci do pracy massyn, ale czy ugnamy za massyne
twér materialny, ktéry nie wiadomo na jakiej sasadzie uklada na przyklad
dowody niebanalnych twierdzei matematycznych, nie méwiac juz o ich
formulowaniu?

W zwiazku z pytaniem drugim zauwaimy, e moze nie chodszi tutaj o absolutnie
pewny dowdd wyiszoici czlowieka nad maszyna (komputerem), lecs raczej

o wskazanie i sprecyzowanie, na czym ta wyiszoé¢ moglaby polegaé. Wydaje sie,
te twierdzenie Godla pozwala na osiagniecie wyiszego pulapu myslenia w tej
fundamentalnej kwestii.

Tyle zostalo jui wyiej napisane c algorytmach, e nie sposéb vniknac kolejnego
pojecia metamatematyki: teoria rosstrzygalna. Teorie nagywamy rozstrzygaina,
gdy istnieje algorytm pozwalajacy, dla dowolnego poprawnie zbudowanego
tdania w jej jesyku, stwierdzi¢ czy jest ono prawdsiwe (nalezy do teorii), czy
tez nie. Zakresy poje¢ ,teoria zupelna” i ,teoria rozstrzygalna” sa niezaleine.
Umieszczony powyiej iart o rozstrzygalnodci kaidej teorii zupelnej opieral sie
na prayjeciu dodatkowego zalozenia, ze istnieje lista wszystkich twierdzes dane;j
teorii, ktére to zaloienie z reguly spelnione nie jest.

Trzeba w tym miejscu zauwaiyé, ie pojecie algorytmu (nazswa ukuta od
lacifskiej wersji nazwiska Al Chwarizmiego, Usbekistan, IX wiek) uszyskalo
precyzyjne znaczenie dopiero w swiasku s problematyka metamatematyczna
(csyli jus XX wick). Weczeéniej nie bylo to konieczne. Koniecznoéé posiadania
§cislego pojecia algorytmu wystepuje dopiero tam, gdzie pojawia sie potrzeba
udowodnienia nieistnienia metody rozstrsygajacej jakis problem masowy.
Problem masowy to klasa probleméw indywidualnych tego samego typu.
Doniostym przykladem jest tu dziesiaty prcblem Hilberta: czy istnieje algorytm
rozstrzygajacy dla dowolnego réwnania diofantycznego, csy ma ono roswiasanie
w liczbach calkowitych. Kazdemu réwnaniu odpowiada indywidualne pytanie:
czy akurat to réwnanie ma rozwiazania calkowite? Dziesiaty problem Hilberta
nie dotycsy teorii sformalizowanych, lecz bezpoérednio odnosi sie do obiektéw
matematycsnych, bes poérednictwa jesyka. Nie jest to jednak sagadnienie

% teorii liczb, lecs raczej z teorii algorytméw w zastosowaniu do okreflone;j
dzi:dsiny przedmiotowej. Ta dystynkcja moe si¢ jednak zatrzeé, gdy zwickszy
si¢ jednorodnoé¢ klasy probleméw indywidualnych. Wiele gagadnien teorii liczb
(i nie tylko) moina bowiem interpretowad jako problemy masowe.

Na prayklad Wielkie Twierdzenie Fermata jest prreciei klasa prasypadkéw

dla poszczegélnych wykladnikéw. Historia csastkowego rogwiasywania tego
zagadnienia ,idzie” wladnie po wykladnikach. Fermat pytal o z" + y* =2".
Sam udowodnil (prsynajmniej tak sadsimy), ie z¢ + y* = z* nie ma roswiazas
w liczbach calkowitych (3 wylaczeniem sera).
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Od rasu sorientowano si¢, e wssystko moina sbadaé sajmujac si¢ tylko
wykladnikami bedacymi licsbami pierwssymi (4 stanowi wyjatek, bo dla
csynnikéw pierwssych tej licsby réwnanie z" + y™ = z™ ma, ocsywidcie,
roswiasania). Euler odpowiedsial dla n = 3. Dirichlet dla n = 5. Lamé dla

n = 7. Kummer i Kronecker bardsiej ,hurtowo” dla wesystkich licsb pierwssych,
dla ktérych pierdciefi licsb calkowitych algebraicsnych w ciele Q rosssersonym
o p-ty pierwiastek s jednodci ma wlasnodé jednosnacsnoéci rosktadu na csynniki
nieroskladalne. Kummer i Kronecker pocsatkowo sadsili, se powysssa
prawidlowodé ma miejsce dla wssystkich licsb pierwssych, co rosstrzygaloby
ostatecsnie sagadnienie Fermata. Ale rychlo (w ciagu niespelna roku) okasalo
sie to sludne.

Nie posostalo wiec nic innego, jak podsieli¢ licsby na tsw. regularne (osnacsmy
ich sbiér prses R;) - gdsie metoda Kummera i Kroneckera jest skutecsna

- oras nieregularne. Kronecker nast¢pnie badal licsby nieregularne i dla
niektérych s nich udowodnil nowymi érodkami Wielkie Twierdzenie Fermata.
Te licsby moéna by naswaé regularnymi drugiego rsedu, a ich sbiér osnacsyé
prses R;. Moina teras sobie wyobrasi¢ dalsse tego typu podsialy diadycsne.
Jedli to drsewo diadycsne okasaloby si¢ skoficsone, to jest satrsymalo sie

na pewnym R,, sagidnienie Fermata sostaloby rosstrsygniete. Prsypadek
prseciwny sugeruje sytuacje, ktéra moina by okredli¢ jako priktycsna.
niedowiedIlnodé ewentualnie prawdsiwego twierdsenia matematycsnego.
Ocsywiscie, moga istnieé inne podejécia, ale w nich wssystkich schemat
krétszego lub dluissego, skoficsonego lub nieskoficsonego drsewa roswiaza
csastkowych posostanie bes smian. Jefli teras kaide takie drsewo dla Wielkiego
Twierdsenia Fermata jest nieskoricsone i sarasem twierdsenie to jest prawdsiwe,
to mieliby§my prsypadek sdania prawdsiwego i absolutnie niedowiedlnego prses
cslowieka. Zeby je dowiedé, cslowiek potrsebowalby nieskoricsenie wielu krokéw
myélowych o charakterse twércsym, to saé jest wyklucsone prses skoficsonoéé
csasowa bytu ludskiego. Zauwaimy jesscse, ie powyssse roswaiania nie
odwoluja si¢ do pojecia dowodu w ramach jakiegod systemu sformalisowanego,
lecs traktuja dowdd tak, jak to si¢ robi w normalnej praktyce matematycsnej.

Na sakoricsenie odpowiedsmy sobie jesscse na pytanie, ktére prowokuje
tytul tego artykuku: po co filosofia matematyce, co jej moie daé? Byé moie
nic konkretnego, byé mose tylko lepsze rosumienie tego, co si¢ robi niejako
instynktownie. I tylko od subiektywnych sapatrywad saleiy csy ktoé usna to
sa dugo, csy malo.
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