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Co to jest filozofia matematyki?

Roman MURAWSKI, Poznan

Celem tego artykulu jest préba odpowiedzi na pytanie tytulowe — a przy okasji
réwniei na pytanie, csy filozofia matematyki jest w ogéle potrzebna. Zrobimy
to prezentujac najpierw podstawowe problemy, ktérymi sajmuje sie filozofia
matematyki, a nastepnie opisujac pokrétce réine préby odpowiedsi, ktére
pojawily sie w historii.

Méwiac ogélnie, moina by powiedzieé, ie filozofia matematyki jest
filogoficzna refleksja nad matematyka jako nauka. Dawniej sajmowali si¢

nia gléwnie filozofowie, sad od przelomu XVIII i XIX wieku przechodzi

ona stopniowo w rece matematykéw. Przycsyn tego upatrywaé nalezy

s jednej strony w oddzielaniu si¢ matematyki od filozofii, a 2 drugiej

w fakcie, ze uprawianie filozofii matematyki wymaga specjalistycznej

wiedsy matematycznej. Jest to wiec dyscyplina s pogranicza matematyki

i filozofii, moina ja wladciwie salicsy¢ do szeroko rozumianych podstaw
matematyki.

Pytania, ktére stawia filozofia matematyki, podzieli¢ mozna na dwie grupy:
pytania ontologiczne, a wiec pytania dotycsace istnienia przedmiotéw
matematycznych oraz pytania epistemologicsne, czyli pytania dotyczace
kwestii poznawcsych, kwestii metod matematyki. Jakie wiec konkretne

- problemy bada filozofia matematyki? Otéz pierwszym pytaniem, jakie

nalezy zada¢, jest pytanie o to, czym sa wladciwie przedmioty, ktére
matematyka bada, o ktérych méwi? Moina odpowiedsiec, e prsedmiotem
matematyki sa licsby, funkcje, zbiory, figury geometryczne. No dobrze,

ale czym sa wlasciwie liczby? Jak one istnieja? Czy istnieja obiektywnie,

poza czasem i przestrzenia, czy tylko w umyéle matematyka? Jakie jest

frédlo tego, te wssyscy tak samo rozumiemy na prsyklad licsby naturalne?

Z tymi pytaniami o istnienie przedmiotéw matematycznych, o ich status
ontologiczny, lacza sie pytania o to, w jaki sposéb mozemy je poznawal,

i dlacsego wladnie tak? Cszy w matematyce naleiy stosowal metody empiryczne
czy intuicyjne, csy moze wiedze matematycsna tworsy si¢ przes wglad

we wlasny umysl? Dlaczego wiedza matematyczna jest intersubiektywnie
sprawdzalna? Dlaczego wlasciwie prawdy matematyki sa niezmienne -
twierdzenie raz udowodnione wchodzi na stale do zbioru prawd matematycsnych.
Dlaczego za najlepssa dla matematyki uwaza si¢ metode aksjomatyczna?
Dlaczego przyjmuje sie takie wlagnie a nie inne aksjomaty, co decyduje o ich
doborze? Ktéra geometria jest lepsza — euklidesowa czy niecuklidesowa?

I co to znaczy ,lepsza”? Prawdsiwsza? Lepiej opisujaca éwiat? Ale jaki
§wiat? Jedli przyjaé obie geometrie za réwnouprawnione, to dlacsego?

Przeciei sa one wzajemnie sprzeczne! Co to wladciwie snacsy, ze dane
twierdzenie matematyczne jest prawdziwe? Jakie jest kryterium prawdsiwoéci
w matematyce? Co to znaczy, e matematyka jest nauka écisla, nauka

pewna? Co to jest poprawny dowéd matematyczny? Jakie sa kryteria tej
poprawnoéci? Czy do dowodzenia twierdzefi w matematyce moina usywacl
komputeréw? Wiadomo, ze istnieja twierdzenia, ktérych dowied¢ umiemy

(jak dotad) tylko uzywajac komputeréw. Ale jesli dopusdci¢ takie metody, to
wtedy dowdd matematyczny przestaje by¢ intersubiektywnie sprawdszalny

(co uwaia sie 3a ceche istotna), a matematyka staje si¢ w jakid sposéb

nauka empiryczna poslugujaca si¢ urzadzeniami technicsnymi. Z tym lacsy

sie tez inny problem (problem niejako odwrotny) — mianowicie problem
zastosowar matematyki. Nalezy mianowicie postawié pytanie, dlacsego
matematyka nadaje sie do opisu §wiata, dlaczego moina ja stosowal w technice.
W koricu trzeba wspomnieé tei o problemie, ktérym interesuje sie nie tylko
matematyka, ale i filozofia, ba, nawet teologia — chodzi mianowicie o kwestie
nieskoficzonodci. Czym jest nieskoriczonoéé, csy i jak ona istnieje, csy i jak jest
poznawalna?
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Oto (dosy¢ chaotycznie zreszta zestawiona) lista pytas i probleméw, ktore
staja przed filozofia matematyki. Daje ona, miejmy nadzieje, wyobrazenie

o tym, czym si¢ ta dziedzina zajmuje. Nalezy teraz sapytal, jak filozofia
matematyki na wymienione kwestie odpowiada. Zanim saspokoimy ciekawoéé
Czytelnika w tym wzgledzie, zacytujmy Leszka Kolakowskiego, ktérego slowa
usprawiedliwia obrana przes nas metode. Otés twierdzi on, iz wszystko, co
prawdziwie wazne w filozofis odkrywamy przez uczenie sie jeg historis; wielcy

3904 Marss Jout wi-Hikiey flozofowse wwrazliwiajq nas na wielosé punktéw obserwacysnych, z ktérych mozna

Z Lesrkiem Kolakowskim rozmawia

(korespondencyjnic) Pawel Spiewak. na Swiat spogledal, 1 wielos¢ niewspdimiernych jezykéw, w ktérych mozna go
Res Publica 9/1088, str. 30. opywad.
Caytelaika cheacego saposaad sie Prayjrsyjmy sie wiec pokrétce historii filosofii matematyki. Bedzie to korsystne

t podstawowymi tekstami odsylam do  j g tego wagledu, se wszystkie istniejace dzisiaj kierunki i nurty filosofii
mojej antologii Filosofia matematyks. . . . ¥ . o

P s Py matematyki w taki csy inny sposéb nawiasuja do koncepcji klasycznych.
Canmad 1508 Z filozofia matematyki spotykamy sie jui wlasciwie u poczatkéw filozofii
europejskiej w ogéle. Wspomnijmy tu tylko o pitagorejczykach (VI-V w. p.n.e.).
Glosili oni, #e liczby sa rzecza pierwsza w calej naturse, pierwiastki liczb sa

pierwiastkami bytu, a niebiosa — harmonia i liczba.

Systematycsna refleksja filozoficzna nad matematyka zaczyna sie od Platona
(427-347 p.n.e). Wedlg niego istnieja dwa rodzaje bytéw — niezmienne idee,
ktére sa okreslonymi przedmiotami istniejacymi poza czasem, przestrzenia

i ludzkim poznaniem oras zmienne rzecsy, ktére postrzegamy zmystami, ktére sa
mniej realne niz idee i ktére s3 saledwie nietrwalymi cieniami idei. Rzecszy tak
sie maja do idei, jak w stosunku do nich samych maja si¢ ich cienie czy odbicia
w wodzie. Idee istnieja prawdsiwie, rzecsy sad co najwyiej staja sie.

Zastosowawszy te ontologie do matematyki Platon twierdzil, ie przedmioty
matematyki naleza do §wiata idei. Istnieja wiec poza czasem i przestrzenia,
niezaleznie od tego, csy czlowiek je poznaje, csy tei nie. Stad te: podstawa
poznania matematycznego jest rozum (a nie smysly i doéwiadczenie),

a wladciwa metoda matematyki jest metoda aksjomatyczna (Platon byt

bodaj pierwszym, ktéry te metode obmyslil). Matematyk wiec nie tworsy
obiektéw matematycznych, lecs jedynie odkrywa je i ich wlasnodci. Twierdzenia
matematyki stosuja si¢ do rzecsy §wiata empirycznego (i nadaja sie do jego
opisu), gdyi te ostatnie sa podobne do idei (Platon méwil: uczestnicsa

-w ideach) jako do swych wzorcéw. .

Uczefi Platona, Arystoteles (384-322 p.n.e.) odwrécil porsadek mistrsa. Glosil
on, s¢ matematyka jest nauka nie o samodzielnych i samoistnych ideach, ale o
obiektach wydobywanych 2 rzeczy éwiata empirycznego na drodze abstrakeji,
csyli pewnego rodsza’ 1 idealizacji. Najpierw wiec istnieje éwiat rzecsy, a dopiero
wtérnie tworzymy w ~“rodze odpowiednich proceséw myslowych przedmioty
matematyki. Idee s3 formami rzeczy i tkwia w samych tych rzeczach. Proces
abstrakeji i idealizsacji poswala je 3 nich wydoby¢ i uczyni¢ obiektem dalszych
badan.

Stad wynika jui teza, ie twierdzenia matematyki stosuja sie do obiektéw
empirycsnych, poniewas te ostatnie sa prsyblizeniami obiektéw
matematycsnych. Im podobiefistwo to jest lepsze, tym dokladniej daja sie
stosowal tezy matematyki do opisu §wiata.

Arystotelesa bardsiej interesowala struktura calych teorii nié pojedyncze
twierdzenia. Twierdsil, ze koniecsnoéé praystuguje w matematyce nie
posscsegblnym twierdzeniom, ale zwiazkom logicsnym miedzy sdaniami
wyrazonym przez odpowiednie okresy warunkowe. Konieczne sa wiec
jedynie stwierdzenia gloszace, ie jeieli pewne zdanie jest prawdziwe, to
odpowiednie inne tez musi by¢ prawdsiwe, a nie same zdania gloszace, is jest

tak a tak.

Najwicksza jednak zastuga Arystotelesa dla filozofii matematyki bylo jasne
sformulowanie problemu nieskoricsonoéci w matematyce. Rozréinil on wyrainie
dwa rodzaje nieskoriczonoéci: nieskoriczonoé¢ potencjalna (mozliwodé
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nieograniczonego przedluiania pewnego procesu) i nieskoriczonoéé aktualna (byt
nieskoficsony aktualnie istniejacy). Utrsymywal, se ta ostatnia jest logicsnie nie
mozliwa i w matematyce zbedna.

Jako ciekawostke sauwaimy na koniec, e Arystoteles dostrsegal tei pierwiastek
estetycsny w matematyce. W Metafizyce pisal: Mylg ss¢ cs, ktérzy utrzymujg,
Ze przedmiotows nauks matematyks obce jest pickno ... Gléwnyms elementams
pickna sq prawsdlowosé kompozycji, symetria 1 jasna okreslonodé, ktére to

cechy praystugujq nauce matematyks w wysokim stopniu. Sq one, rzecz jasna,
prayczyng niejednego w tych naukach, s z tego wagledu nalezy pocaytad sch #rédio
(t). piekno) za jedng ze sprezyn tych nauk.

Nastepne wieki nie przynossa sadnych snacsacych osiagnie¢ w filosof ii
matematyki, jedli pominaé Euklidesa i jego Elementy (ok. 300 p.n.e.) bedace
niedodciglym i prses wiele stuleci nasladowanym wsorcem stosowania

w matematyce platoriskiej metody aksjomatycsno—dedukcyjnej, csy Proklosa

(V w.) i jego neoplatoriski komentars do Elementéw Euklidesa. Dopiero

w csasach nowaiytnych wras s bursliwym i intensywnym roswojem matematyki
wirasta tet sainteresowanie filozofia matematyki. Na uwage sashiguja tu
swlasscza Gottfried Wilhelm Leibnis (1646-1716) i Inmanuel Kant (1724-1804).

Leibnis roswinal idee stworsenia uniwersalnego rachunku logicsnego
characteristica universalis. Mial to by¢ jesyk graficsny stuiacy do wyrasania
wasystkich pojeé nauki oras metoda umoiliwiajaca rachunkowe niejako
rozwiasywanie wsselkich probleméw naukowych. O nadsiejach, jakie 5 tym
prsedsiewzi¢ciem wiazal, niech éwiadcsy nastepujacy cytat s jednej s jego prac:
A gdy to juz nastqpi (tzn. uda sie ursecsywistnié idee jesyka uniwersalnego -
prsypis méj, R. M.), dway filozofowse, slekro¢ powstanie spdr, nie bedg snaczes
rozprawial, anizeli dwaj rachmistrze. Wystarcay, jedls wezmq pidra do reks,
zasiqdg do tablic 1 jedls jeden drugiemu powse: Calculemus! Leibnizowi nie
udalo si¢ srealizowal idei characteristica universalis. Jako cseéciowa realisacje
tego pomyshi mozna traktowaé logike matematycsna stworsona u progu

XX wieku.

Leibnis jako pierwssy tei rosréinil prawdy rosumu od prawd faktycsnych.
Aksjomaty i twierdzenia matematyki salicsal do prawd rozumu, csyli do prawd
koniecgnych, ktérych prawdsiwodé jest sagwarantowana prses prawa logiki. Nie
opieraja sie one na faktach, dotycza nie faktéw, lecs moiliwodci. Sa prawdziwe
we wszystkich ,moiliwych éwiatach”, tak jak prawa logiki, nie méwia o adnym
sscsegélnym rodsaju przedmiotéw.

Immanuel Kant roswinal rosréinienie Leibniza dsielac dalej prawdy faktycsne
(nasywane przeszefi sdaniami syntetycsnymi) na sdania syntetyczne a posteriort
(empirycsne) i zdania syntetycsne a priors (nieempirycsne). Twierdsenia
matematyki csystej sa wedlug niego sdaniami syntetycsnymi a priori. Jak
jednak sa one moiliwe? Odpowieds, jakiej Kant udsielil w Krytyce czystego
rozumu, stanowila rewolucj¢ w calej filosofii. Otés Kant twierdsil, ie
twierdzenia matematyki csystej s3 moiliwe, poniewas csas i prsestrzefi nie s3
csym§ realnym, lecs sa stalymi formami nassej smyslowoéci, nassego ogladu,
csyli s3 dodawane przes nasse smysly do odbieranych prses nas wraset.

Kant wyragnie odréinial konstrukcje obiektu i postulowanie jego istnienia.

Na przyklad moina postulowaé istnienie sfery 5-wymiarowej (bo pojecie to jest
wewngtrznie niesprzeczne), ale nie mosna jej skonstruowaé (gdys to wymaga jui,
by priestrzefi percepcyjna miala taka a nie inna strukture). W konsekwencji
wigc Kant nie prazecsyl moiliwoéci wewnetrznie niesprzecsnych geometrii innych
nis euklidesowa i twierdzenie, i# jego system sostal obalony prses powstanie
geometrii nieeuklidesowych, jest bledne.

Jedli chodsi o wyjadnienie stosunku matematyki csystej i matematyki
stosowanej, to Kant argumentowal nastepujaco. Twierdsenia matematyki csystej
83 sdaniami syntetycznymi a priori. Zdania matematyki stosowane;j 83 sdaniami
syntetycsnymi a posteriori, gdy méwia o treéci empirycsnej doznafi smystowych
lub sdaniami syntetycznymi a priori, gdy méwia o przestrzeni i csasie.
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Plerwssym krysysem nasywa

. si¢ w historii matematyki
krysys spowodowany wykryciem
wielkodci niewspéimiernych prses
pitagorejcsykéw oras trudnoéciami
swiasanymi s pojeciem nieskodcsonoéci
i ciagloécl (por. paradoksy Zenona
s Elei, np. Achilles i i6iw, strzala,
dychotomis).

Jego poglady doskonale charakteryzuje
wypowiedf na sebraniu w Berlinie

w roku 1886: Dse gansen Zahlen hat
der licbe Gott gemacht, alles andere iot
Menoschenwerk.

Matematyka csysta méwi o strukturze przestrzeni i czasu niesaleinie
od materialu empirycsnego, sa§ matematyka stosowana dotyczy struktury
prsestrzeni i czasu wras 3 wypelniajacym je materialem.

Prsyjmujac arystotelesowski podsial nieskoficzonoéci Kant twierdzit,
ie nieskoricsonoéé aktualna jest idea rosumu, tzn. pojeciem wewnetrznie
niesprsecznym, ale niestosowalnym do doéwiadcsenia smyslowego.

Dla filosofii matematyki ssczegélne znaczenie ma druga polowa XIX wieku

i pierwsse 30 lat wieku XX, kiedy to powstaly sasadnicse koncepcje wspélcsesnej
filosofii matematyki. Spowodowane to bylo gwaltownym roswojem samej
matematyki, tendencjami do porsadkowania i uéciflania jej pojeé, powstaniem
i roswojem logiki matematycsnej, stworseniem geometrii nieeuklidesowych,

a w kodcu krysysem (swanym drugim) podstaw matematyki swiasanym

s pojeciem nieskoficsonodci. Stworzona prses Georga Cantora w latach
1874-1897 teoria mnogodci, ceyli teoria zbioréw nieskoriczonych bazujaca

na intuicyjnym pojeciu sbioru, okasala sie sprzeczna. Powstala satem
koniecsnoéé nowego ugruntowania matematyki. Badania doprowadsily do
wylonienia si¢ trzech zasadnicsych proposycji saradzenia trudnoéciom dajac
pocsatek trsem gléwnym kierunkom wspélcsesnej filozofii matematyki:

logicysmowi, intuicjonizmowi i formalizmowi.

Logicysm glosi, e matematyka jest sprowadzalna do logiki, jest jej cseécia —
tsn. wssystkie pojecia matematyki moina sdefiniowal ezplicite sa pomoca pojel
csysto logicznych oras wssystkie twierdsenia matematyki moina wydedukowaé
s praw logiki. Twérca logicysmu byl Gottlob Frege (1848-1925), ktéry pokasal,
jak sredukowac arytmetyke licsb naturalnych do logiki. Opieral si¢ prsy tym
na pojeciu réwnolicsnoéci sakreséw pojeé, ktére rozumial absolutystycsnie

i po platorisku. Stosowany przes niego system logiki okasal si¢ jednak
sprsecsny, co odkryl w roku 1901 Bertrand Russell (1872-1970). W zwiasku

s tym Bertrand Russell wras 3 Alfredem N. Whiteheadem (1861-1947)
saproponowali w dziele Principia mathematica (t. 1-1910, t. 2-1912, t. 3-1913)
nowe roswiasanie, mianowicie redukcje arytmetyki licsb naturalnych do
stworzonej przes siebie tsw. teorii typéw (w ktérej reprezentowali stanowisko
antyplatoriskie i nominalistycsne). Nie miala ona jednak charakteru czysto
logicznego, koniecsne bylo prayjecie w niej pewnych aksjomatéw pozalogicznych
(np. tsw. aksjomatu sprowadzalnodci, aksjomatu nieskoricsonoéci postulujacego

Istnienie nieskoficzenie wielu indywiduéw csy w koricu aksjomatu wyboru).

Resultatem wiec badad Russella i Whiteheada rozwijanych dalej prses licznych
swolennikéw logicysmu byla redukcja matematyki nie tyle do logiki, co

do pewnego sformalizowanego systemu teorii mnogodci. Wskasaly one tes
elegancki sposéb systematysacji matematyki oras prsycsynily sie do rozwoju
logiki matematycsnej i podstaw matematyki.

Druga préba roswiasania trudnoéci to intuicjonizm stworzony prses Leitzena
E.J. Brouwera (1881-1966) i jego uczniéw. Korsystal on s idei glossonych prazes
Leopolda Kroneckera opierajacego matematyke na pierwotnej intuicji licsby
naturalnej oras pogladéw tsw. paryskiej szkoly intuicjonizmu (Baire, Borel,
Lebesgue, Lusin) przeciwstawiajace sie sbyt swobodnemu stosowaniu w analizie
teorii sbioréw Cantora (swlaszcza pewnika wyboru). Nawiasywal tez do myéli
Kanta - prsede wssystkim do jego pogladu o aprioryczrioéci czasu. Brouwer
prseciwstawil si¢ platonismowi gloszac ontologicsna tese konceptualizmu.
Wedlug niego matematyka jest funkcja intelektu ludzkiego i wolna syciowa
aktywnodcia rosumu. U podstaw matematyki leiy fundamentalna intuicja licsby
naturalnej swiazana s intuicja apriorycznego csasu. Odrzucil nieskoriczonoéé
aktualna twierdsac, i nie ma sbioréw nieprzeliczalnych. Odrzucil tei tzw.
dowody niekonstruktywne twierdzefi egsystencjalnych, tsn. dowody twierdsef
typu ,istnieje z majace taka to a taka wlasnodé™/nie podajace konstrukeji
takiego obiektu z, a jedynie wyprowadzajace jego istnienie s faktu, e salogenie
przeciwne (tsn. salozenie, ge taki obiekt z nie istnieje) prowadsi do sprzecsnoéci.
Wedhlug Brouwera takie wlaénie dowody niekonstruktywne sa frédlem wesystkich
sprsecsnofci w matematyce. Twierdsil réwnies, ze logika jest csyn. wtérnym



w stosunku do matematyki, ze logika opiera si¢ na matematyce, a nie
matematyka na logice (jak utrzymywali logicyéci) oraz ie wszelkie konstrukcje
matematyczne sa niezalezne od jakiegokolwiek jezyka (jezyk sluzy w matematyce
jedynie do komunikowania mysli, czyli do umozliwienia innym i sobie §ledzenia
swoich wlasnych matematycsznych idei).

Intuicjonizm dal pocszatek rozmaitym pradom konstruktywistycznym. Ogélnie
konstruktywizmem nazywamy kierunek zadajacy ograniczenia sie do roswasania
wylacznie obiektéw konstruowalnych i operacji konstruktywnych. Cecha
laczaca te kierunki jest wiec nie tyle wspélnota pogladéw f ilozoficznych, co
sainteresowanie pewnymi metodami w matematyce. Przykladami koncepcji
konstruktywistycznych sa: analisa obliczalna Banacha-Masura, teoria
algorytméw, konstruktywny formalizm Goodsteina. Prady konstruktywistyczne
8a silnie zwiazane z computer science i informatyka.

Trzeci gléwny kierunek wspélczesnej filozofii matematyki to formalizm
stworsony przes Dawida Hilberta (1862-1943). Wedlug Hilberta punktem
wyjécia matematyki sa liczby naturalne rozumiane jako liczebniki bedace
pewnymi ukladami znakéw: 1, 11, 111, 1111,... S3 one dane bezpoérednio

i jasno, mozemy wiec dokladnie opisaé swiazki miedsy nimi. Te czeéé
matematyki nazywal Hilbert matematyka finitystyczna, a jej twierdzenia
realnymi. Nie budza one zadnych watpliwoéci, matematyka finitystyczna

jest niesprzeczna, fakty bowiem i zdarzenia nigdy sobie nie przecza. Ale

w matematyce obok twierdzeri realnych sa tez twierdzenia idealne traktujace
o nieskoriczonosci aktualnej. Obok wiec matematyki finitystycznej istnieje
matematyka infinitystyczna i ona wymaga usprawiedliwienia i ugruntowania.
Dla nieskoriczonoéci nie mozna znalef¢ wedhug Hilberta - a prsyjmuje on tu
stanowisko Kanta - zadnej rzeczowej podstawy, gdyz przekracza ona wszelkie
doswiadczenie. Z drugiej strony jest ona niezbedna w matematyce (Hilbert pisak:
Aus dem Paradies, das Cantor uns geschaffen hat, soll uns niemand vertresben
konnen).

Przekonujacy dowéd niesprzecznodci matematyki powinien wiec by¢
przeprowadzony érodkami finitystycznymi. Hilbert saproponowal w tym
wigledsie caly program badaf swany dzi§ programem Hilberta. Pierwszy

jego etap polegal na formalizacji matematyki (Hilbert mial tu na mysli prsede
wszystkim arytmetyke, analize i teorie mnogoéci), tzn. ustaleniu pewnego
sztucznego jezyka sformalizowanego, pewnych aksjomatéw oras pewnych regul
dowodsenia (odwohujacych sie tylko do ksstaltu napiséw, a nie do ich treéci).
Przy tym uklad aksjomatéw powinien by¢ tak dobrany, by dawal wystarcsajaca
podstawe dla rozwiazania kazdego problemu dajacego sie sformulowad

w jezyku danej teorii, czyli powinien by¢ supelny. W ten sposéb twierdzeniami
matematyki staja sie te formuly naszego jezyka, dla ktérych istnieje dowdd
formalny w oparciu o przyjete aksjomaty i reguly wnioskowania. Przy tym
dowdd to ciag skoriczony formul, a wiec napiséw, czyli obiektéw skoriczonych,
zatem dowdd to obiekt, ktéry moina badaé metodami finitystycznymi. Stad
drugi etap programu Hilberta polega¢ mial na udowodnieniu metodami
finitystycznymi niesprzecznosci matematyki infinitystycsnej, csyli na wykasaniu,
ze nie istnieja dwa dowody (tzn. ciagi skoficzone formul, satem , konkretnych

i widzialnych przedmiot6éw”), z ktérych jeden koriczy si¢ formula A, a drugi jej
negacja ~A. Rozwaszania takie nie miedcily sie w ramach iadnej galesi 6wcsesnej
matematyki, Hilbert stworzyl wiec nowa dyscypline nazywajac ja teoria dowodu
albo metamatematyka.

W ramach programu Hilberta uzyskano ciekawe wyniki dotyczace
niesprzecznosci pewnych fragmentéw arytmetyki liczb naturalnych (Ackermann).
Jednakie w roku 1931 matematyk wiedefiski Kurt Gédel (1906-1978) udowodnit
dwa twierdzenia, ktére pokazaly, ie program Hilberta jest nierealizowalny. Otés
Godel udowodnil, ze kazdy niesprzeczny system sformalizowany zawierajacy

w sobie arytmetyke liczb naturalnych i taki, e sbiér jego aksjomatéw jest
efektywnie rozpoznawalny (tzn. rekurencyjny), jest niesupelny. Runely wiec
nadzieje na zbudowanie niesprzecznego, a sarazem supelnego systemu podstaw
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matematyki. Co wigcej, Godel udowodnil réwniez, ze dowéd niesprzecznoéci
teorii aksjomatycsnej sawierajacej arytmetyke licsb naturalnych nie moie by¢
przeprowadzony w metamatematyce nie operujacej érodkami wykraczajacymi
posa te, ktére miesscza si¢ w samej roswasanej teorii. Innymi slowy, za pomoca
tego, co skoriczone, nie mozna usprawiedliwji¢ tego, co nieskoriczone.

Wyniki Gédla obalily program Hilberta, ale nie obalily same;j filozofii Hilberta.
Zacseto teras rozssersal saséb dopuszcsalnych érodkéw i badaé, jakie érodki sa
niesbedne, by udowodni¢ niesprsecsnoéé tej czy innej teorii.

Zauwaimy tu jeszcse, ie u Hilberta abstrahowanie od intuicyjnej treici sdai
matematycsnych i ich formalizacja byly tylko sabiegiem metodycznym sluiacym
dowodseniu niesprzecznoéci. Hilbert i formalism nie redukowali matematyki

do sbioru symboli bes treéci i regul gry na tych symbolach. Formalizacja byta
dla nich tylko érodkiem badania preegsystujacych teorii matematycznych.

Takie tendencje skrajne, wedhig ktérych matematyka to tylko i wylacznie zbiér
systeméw sformalisowanych, czyli zbiér napiséw bes tredci, po;awxly sie dopiero

pééniej (np. H.B. Curry).

Po 1931 roku nastepuje pewien gastdj w filozofii matematyki. Renesans
sainteresowar ta dsiedsina daje sie sauwasy¢ na pocsatku lat szeéédziesiatych.
Dalej dominuja kierunki klasyczne, tzn. logicysm, intuicjonizm, formalizm

i platonizm (sa gléwnego przedstawiciela tego ostatniego kierunku gloszacego,
se obiekty matematyki istnieja niezaleznie od czasu, przestrzeni i poznajacego
podmiotu, matematyk odkrywa je i ich wlasnoéci, a nie tworzy, uwasa sie
Kurta Gédla). Do glosu dochodza tez kierunki nowe prébujace przezwycieiyé
ograniczenia kierunkéw dawnych. O ile bowiem te ostatnie stawialy sobie

sa sadanie rekonstrukcje matematyki w celu zbudowania jej podstaw,
usprawiedliwienie i ugruntowanie jej, o tyle te pierwsze interesuja sie

prsede wssystkim rzecsywista praktyka badawcza w matematyce, biora pod
uwage element podmiotowy, kulturowy i historyczny w procesie tworzenia
matematyki jako nauki. Tamte bazowaly na zalozeniu, it matematyka musi
byé, i w istocie jest, wiedsa pewna, nieobalalna i pray tym zaloieniu szukaly -
dla niej ugruntowania. Nowe kierunki odrsucaja to saloienie. S one reakcja
na redukcjonistycsny i monistyczny charakter kierunkéw dawnych.

Jako prsyklad nowych tendencji w filosofii matematyki wspomnijmy tu teorie
dowodu i refutacji Imre Lakatosa (1922-1974). Wedhig niego matematyka
roswija sie poprzez krytyke i korekte starych teorii, ktére nigdy nie sa wolne

od niejasnoéci csy moiliwodci popetnienia bledu lub przecczenia. Prébujac
rozwiasal jakié problem szuka sie jednoczeénie dowodu i kontrpraykladéw. Nowe
dowody wyjadniaja stare kontrprayklady, nowe kontrprsyklady podwaiaja stare
dowody. Matematyka jest nauka w sensie popperowskim, roswija sie poprzes
sukcesywna krytyke i ulepszanie teorii oras poprsez budowanie coraz to nowych
i rywalizujacych s soba teorii.

Inny prsyklad nowego kierunku filozofii matematyki to koncepcja Reymonda
Lewisa Wildera (1896-1982) matematyki jako systemu kulturowego.

Mimo pojawienia sie nowych kierunkéw w filosofii matematyki (nie bedacych
wladciwie konkurencja dla kierunkéw dawnych, ale ich usupelnieniem) dalej
dominujg wéréd matematykéw kiérunki klasyczne. Monk twierdsi, ze 65%
matematykéw to platonicy, 30% formalidci, sad okolo 5% to intuicjonidci.
Podsial ten nie jest écisly i jednosnacsny. Okasuje sie bowiem, e ,normalny”
matematyk w swej pracy badawcsej sachowuje si¢ prawie sawsze jak platonik,
a od éwieta, tsn. gdy roswaia problemy filosofii matematyki, jesli w ogéle to
csyni, jest swolennikiem formalismu. Racje ma wiec chyba Smory#ski, gdy -
s prsymruieniem oka - pisse, i 99,44% matematykéw to platonicy!
Pokasaliémy powyiej, csym zajmuje si¢ filozofia matematyki, na jakie
pytania ssuka odpowiedsi oras sarysowaliémy najwasiniejsse préby rozwiazas
podstawowych probleméw, ktére pojawily si¢ w dsiejach tej dyscypliny. Jaki
moral wynika s naszych roswaiafd? Przede wszystkim ten, ie filozofia
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matematyki nie daje odpowiedsi jednosnacsnych, nie rosstrsyga wssystkiego
do kofica w sposéb definitywny, lecs tylko pokasuje trudnoéci i mosliwe
roswiasania. Dlacsego jednak tak si¢ dsieje, jakie jest tego frédlo? Trudno
na to odpowiedsie¢ jednosnacsnie. Mose frédlem jest tu specyfika samej filosofii
i podejécia filosoficsnego, csy mose natura matematyki (ktéra Hugo Steinhaus
:‘:‘; ::’" ‘;::;"p:'::::: o:y?‘:::':_" okreflil krétko pissac: Mie¢dzy duchem a materig pofredniczy matematyka),
Por. na prayklad, co o myflicielach a motie natura prawdy (o ktérej Johann Wolfgang Goethe powiedsial, is

t Chartres (XII wiek) pisze Otto podobna jest do béstwa — nie ukazuje si¢ bezpodrednio, musimy jq odgadywaé
von Simson: (...) byli [oni|, tak jak p— 'awdw)

platokcsycy i pitagorejcsycy wesysthich prae) 5
- ;:::': 8 “f :::: "':‘::" I drugi moral. Csy filosofia matematyki jest w ogéle potrsebna i komu

Boga i fwiat, 3a czarodsicjoki klucs, wladciwie? Otés moina uprawiaé matematyke nie interesujac si¢ supelnie

ktdry otwicra dostep do tajemmic Boga  filogofia matematyki, a sadowalajac si¢ usyskiwaniem (csy posnawaniem) coras

:::::u(:“;l‘ :.::‘:: “l"“:"“:' '::)'_'" to nowych, bardsiej wyrafinowanych wynikéw technicsnych. I tak rsecsywidcie
wielu matematykéw csyni. Wydaje sie jednak, se jest to pewne subosenie.
Na poparcie tej tesy preytocsymy wypowiedsi dwéch matematykéw i logikéw
s prsesslodci. Otés Leibnis powiedsial: Dia matematyka réwnse konsecanodciq
jest by¢ filozofem, jak dla filozofa -~ matematykiem, Frege saé twierdsil, is filozof,
ktéry nic zna zupelnic gcometris, jest tylko pélfilozofem, a matematyk, ktdremu
brak zylks filozoficanej, jest tylko péimatematykiem.
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