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Problem praktyczny

W 1926 roku czeski matematyk Otakar Boruvka stanal przed zadaniem
zaprojektowania sieci elektrycznej obejmujacej teren Czech i Moraw. Chodzito

o polaczenie ze soba szeregu rozmieszczonych w wybranych wezesniej punktach
trafostacji w taki sposob, zeby stworzyé¢ spdjna sie¢ oraz aby koszt catosci
inwestycji byt jak najmniejszy. Problem ten bardzo tatwo zamodelowaé uzywajac
jezyka teorii grafow. Wystarczy, ze trafostacje potraktujemy jak wierzchotki
grafu, natomiast jego krawedziom beda odpowiadaé¢ wszystkie potencjalne
polaczenia miedzy trafostacjami. Koszt poprowadzenia kazdego z polaczen
mozemy oznaczyC przez przyporzadkowanie wagi do odpowiedniej krawedzi.

Rysunek 1.

Problem, przed ktérym stanal Boruvka sprowadza sie wiec do wyznaczenia

w danym grafie minimalnego (o lacznej sumie wag mozliwie najmniejszej)
drzewa rozpinajacego, czyli takiego podgrafu, ktory bedzie spéjny, nie

bedzie zawieral cykli (jest to zupelnie naturalne wymaganie, jezeli chcemy
minimalizowaé koszt) oraz obejmie wszystkie wierzchotki grafu. Boruvka podal
zaskakujaco prosty algorytm na rozwiazanie tego problemu. Majac dana sie¢
wszystkich mozliwych potaczen (graf z przypisanymi krawedziom wagami)

na kazdym etapie dziatania algorytmu wybieramy to, co jest akurat w tym
momencie najlepsze i nie przejmujemy sie zupelie tym, co bedzie dalej!

Algorytm

1) Okre$lmy zbiory T i S. Umie$émy w zbiorze T wszystkie wierzcholki grafu.
Niech S =)

2) Dopéki T ma wiecej niz jedna skladowa sp6jnodei:

— dla kazdej sktadowej spdjnosci znajdz najtansza krawedz e taczaca te
sktadowa z wierzcholkiem poza nia i przypisz S = S U {e}

— znajdz najtansza krawedz e € S i dodaj ja do zbioru T’
3) Zwréé T.



Taki algorytm nazywa sie w matematyce zachtannym i o dziwo, w tym
przypadku daje rozwiazanie optymalne. Boruvka, jako matematyk, nie tylko
sformulowal algorytm, ale réwniez podal dowdd jego optymalnosci. Podobne
algorytmy, zupelnie niezaleznie, zaproponowali Joseph Kruskal, Vojtech Jarnik,
Robert Prim i Edsger Dijkstra. Mimo ze to Boruvka byl pierwszy malto kto

dzi§ pamieta jego nazwisko, a w literaturze pojawiaja sie czesciej algorytmy
Prima i Dijkstry. Naturalnym pytaniem, ktore nasuwa si¢ matematykowi

w takim przypadku jest: kiedy taki prymitywny algorytm daje optymalne
rozwigzanie? Coz specjalnego jest w tej grafowej strukturze, ze pozwala zupelnie
nie przejmowac sie przysztoscia? I jakie inne obiekty maja podobna wlasno$c?

Istota niezaleznosci

W 1935 roku amerykanski matematyk Hassler Whitney postawit przed soba
zadanie wyabstrahowania ze znanych obiektéow matematycznych esencji pojecia
niezaleznosci. Wzial na warsztat znane wszystkim doskonale przestrzenie
wektorowe i z otrzymanego ekstraktu stworzyl nowy obiekt matematyczny.
Obiekt ten nazwal matroidem. Od angielskiego macierz — matrix — matroid.

Matroid wedtug klasycznej definicji Whitneya to pewien zbiér skonczony F,
wraz z wyszczegolniona rodzina jego podzbioréw I, ktora spelnia nastepujace
warunki:

e I jest niepusta (lub réwnowaznie: zbiér pusty nalezy do I).

e [ jest monotoniczna ze wzgledu na branie podzbioréow, to znaczy jezeli jakis
zbiér nalezy do I, to kazdy jego podzbiér réowniez.

e Jezeli dwa zbiory X,Y naleza do I, oraz |X| = |Y]| + 1, to zawsze
znajdziemy w X taki element z nienalezacy do Y, ze Y U{z} €1
(tak zwany aksjomat wymiany).

Zbiér E nazywaé bedziemy no$nikiem matroidu, rodzine I rodzing zbioréw
niezaleznych, a kazdy zbiér do niej nalezacy bedziemy nazywaé niezaleznym.
O dziwo matroid nie okazal sie by¢ zupelnie abstrakcyjnym tworem, ktérego
trudno szuka¢ w znanym nam, matematycznym swiecie. Okazuje sie, ze cata
masa obiektéw kombinatorycznych to wtasnie matroidy! Przyjrzyjmy sie kilku
typowym przedstawicielom tego gatunku.

Matroid 1. Macierzowy

Pierwszy przyklad matroidu podany oryginalnie przez Whitneya. Rozwazmy
dowolng macierz o wymiarach n X m i popatrzmy na jej kolumny jak na wektory
przestrzeni n wymiarowej. MoZemy przyjac jako nosnik matroidu zbior indeksow
kolumn E = {1,2,...,m}, natomiast za zbiory niezalezne uznad te, dla ktérych
odpowiednie kolumny tworzq zbiory wektoréw niezaleznych. Monotoniczno$é

tak okreslonej rodziny zbiorow niezaleznych bardzo tatwo dostrzec. Prawdziwosé
aksjomatu wymiany gwarantuje dobrze znane twierdzenie Steinitza o wymianie.

Matroid 2. Jednorodny

Niech E bedzie dowolnym skonczonym zbiorem. Matroidem k-jednorodnym

(k < |E|) nazwiemy matroid, ktérego nosnikiem jest zbiér E natomiast zbiorami
niezaleznymi takie jego podzbiory, ktorych licznosé nie przekracza k. Bardzo
tatwo sprawdzié, Ze tak zdefiniowany obiekt spetnia wszystkie warunki konieczne
do bycia matroidem.

Matroid 3. Grafowy

Niech dany bedzie dowolny graf G = (V, E). Mozemy przyjaé zbidr krawedzi
grafu za nosnik matroidu. Zbiorami niezaleznymi bedg te jego podzbiory, ktore
nie zawierajq cyklu (drzewa i lasy). Tutaj znéw monotonicznosé spelniona jest
w sposob oczywisty. To, Ze spelniony jest aksjomat wymiany udowodnimy jako
prosty lemat.

10



Lemat 1. Niech dany bedzie graf G = (V, E). Dla dowolnych zbioréw
acyklicznych XY C E, takich ze | X| = |Y| + 1 istnieje taka krawedZ
e€ E(X)\E(Y), zeY U{e} jest acykliczny.

Dowdd. Rozwazmy dwa przypadki.

e 7Zbiér X zawiera co najmniej jeden wierzchotek x, ktéry nie nalezy do Y.
Zbiér Y powickszony o krawedz, ktorej koncem jest x w dalszym ciagu jest
acykliczny.

e 7Zbiér V(X) jest podzbiorem zbioru V(Y'). Wtedy zbiér X ma mniej
spéjnych sktadowych niz zbiér Y. Na mocy zasady szufladkowej istnieje
wiec taka spdjna sktadowa X, ktéra zawiera wierzcholki co najmniej
dwéch sktadowych Y. Istnieje wiec w X krawedz, ktora laczy dwie spdjne
sktadowe w Y. Zbiér Y powiekszony o te krawedz pozostaje acykliczny.

O

Kiedy warto byé zachtannym?

By¢ moze czesci Czytelnikow wydaje sie, ze do tej pory przedstawiliSmy dwa
zupelnie niezwigzane ze soba zagadnienia. Z jednej strony szczegdlny rodzaj
algorytmu, zwany zachtannym, ktoéry wytonit sie z zagadnien praktycznych

i stosowany jest glownie do rozwiazywania probleméw optymalizacyjnych.

7 drugiej strony zupelnie abstrakcyjny obiekt matematyczny, ktory zrodzita
powszechna wéréd matematykow potrzeba uogdlniania. Tymcezasem przepickne
twierdzenie Rado-Edmondsa taczy te dwa swiaty w sposéb $cisty. Zeby méc je
przytoczy¢ w pelnym brzmieniu uécidlijmy sformulowana weczesniej w jezyku
potocznym definicje algorytmu zachtannego. W tym celu przedstawimy, podany
w 1981 roku przez Roberta Bixbiego, ogdlniejszy problem optymalizacyjny.

Niech E bedzie zbiorem skonczonym, natomiast I bedzie niepusta

i monotoniczna ze wzgledu na inkluzje rodzina jego podzbioréw.
Przyporzadkujmy elementom zbioru F wagi bedace liczbami rzeczywistymi
(czyli okreslmy pewna funkcje w : E — R). Dla danego zbioru X C E przez jego
wage bedziemy rozumie¢ sume wag wszystkich elementéw, ktére do niego naleza.

w(X) =) w()
reX
Przyjmijmy ponadto, ze w(()) = 0.

Problem 1. ZnaleZé zbior maksymalny (ze wzgledu na inkluzje) B € 1
0 nagmniejszej wadze.

Widaé, ze przedstawiony wczesniej problem elektryfikacji jest szczegdlnym
przypadkiem tak sformulowanego ogélnego problemu, gdzie za zbiér E
przyjmujemy zbior krawedzi grafu obrazujacego sie¢ polaczen, wagi stanowa
koszty poprowadzenia polaczen na poszczegdlnych odcinkach, natomiast
zbidr 1 to zbiér acyklicznych podzbioréw zbioru krawedzi grafu. Algorytmem
zachlannym bedziemy nazywaé algorytm o nastepujacym przebiegu:

Algorytm
1) Przypisujemy Xo = () oraz j = 0.

2) Jezeli zbiér E zawiera co najmniej jeden taki element e ¢ X, ze po
dodaniu go do zbioru X; otrzymamy zbiér nalezacy do I, to wybieramy
taki element e;41 o najmniejszej wadze, przypisujemy X1 = X; U{e; +1}
i przechodzimy do kroku 3). W przeciwnym wypadku przypisujemy B = X;
i przechodzimy do kroku 4).

3) Zwigkszamy wartos¢ j o 1 i przechodzimy do kroku 2).

1) Zwréé B.
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Majac Scista definicje algorytmu zachlannego mozemy sformulowaé twierdzenie,
ktére nierozerwalnie polaczy go ze Swiatem matroidéw.

Twierdzenie 1 (Rado-Edmonds). Niech E bedzie zbiorem skoriczonym,
natomiast 1 pewng rodzing jego podzbioréw. Para (E,I) jest matroidem, wtedy
1 tylko wtedy, gdy spetnione sqg nastepujoce warunksi:

o I jest niepusta (lub réwnowaznie: zbidr pusty nalezy do 1).

o [ jest monotoniczna ze wzgledu na branie podzbioréw, to znaczy jezeli jakis
zbior nalezy do 1, to kazdy jego podzbior réowniez.

e Dla dowolnej funkcji wag w : E — R algorytm zachlanny zwraca
maksymalny ze wzgledu na inkluzje zbior nalezgcy do 1 o najmniejszej
wadze.

Mozemy wiec przyjaé za definicje matroidu stwierdzenie, ze jest to taka
monotoniczna struktura, na ktoérej algorytm zachtanny daje optymalne
rozwiazanie! Ten zaskakujacy fakt jest tylko jednym z wielu przykladéw na to,
ze nie powinnismy dzieli¢ matematyki na ,czysta’ i stosowana, i tylko kwestia
czasu jest, kiedy najbardziej nawet abstrakcyjne pojecia matematyczne znajda
zastosowanie w realnym $wiecie.
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