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Rys. 1. Dla dowolnie dlugiej krzywej v
zawartej w dysku jednostkowym
Hi(y) < 1.

Rys. 2. Jednak, gdy zmniejszamy
dopuszczalng dlugos¢ érednic zbioréw
pokrywajacych v wielko$é Hcl;(’y) staje
si¢ blizsza dlugosci krzywej.
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Ten tekst bedzie dotyczyt dosé wyjatkowej rodziny zbioréw jednowymiarowych.
Hasto ,zbiér jednowymiarowy” w pierwszej kolejnosci wywoluje skojarzenie

z odcinkiem, tamana lub krzywa gladka. Zbiory catkowicie nieprostowalne,

bo o nich tu bedzie mowa, od wspomnianych obiektéw réznia sie wladciwie
wszystkim (poza wymiarem). Zbiory te sa bardzo nieregularne i bardzo
rozproszone. Mimo iz maja jednowymiarowa miare dodatnia, to ich przeciecia

z dowolng krzywa gtadka maja miare zero, czyli z perspektywy gladkich
obiektow jednowymiarowych zbiory calkowicie nieprostowalne sa nieodréznialne
od zbioréw miary zero.

Zbiory calkowicie nieprostowalne maja dos¢ zaskakujace wlasnosci, wiec choéby
dlatego warto im si¢ blizej przyjrzeé¢. Ale nie jest to jedyny powdd. Odgrywaja
one niemala role we wspolczesnej matematyce, pojawily sie miedzy innymi

w sformutowaniu Hipotezy Vitushkina, ktorej rozwiazanie absorbowalo uwage
analitykéw przez ponad 30 lat. Sformulowanie tej hipotezy bylo wynikiem
analizy problemu postawionego przez Painlevégo pod koniec XIX wieku.

Miara Hausdorffa.

Aby zdefiniowaé zbiory nieprostowalne, potrzebna nam bedzie miara okreélona
na podzbiorach R", bardziej wrazliwa niz n-wymiarowa miara Lebesgue’a L™,
pozwalajaca wyrdzni¢ spoéréd wszystkich zbioréw L™—miary zero zbiory

o skonczonej i dodatniej dlugosci i ktéra dla krzywych gladkich pokrywa sig

z ich dlugoscia. Taka miare mozna by postrzegaé jako uogdlnienie pojecia
dtugosci na szersza klase zbioréw. Wtlasnie takie wlasnosci ma jednowymiarowa
miara Hausdorffa.

Definicja 1. Niech A C R", za$
Hi(A) := inf { Zdiam (A4;) |AC U A;, diam (4;) < 5}.
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Jednowymiarowq miarg Hausdorffa zbioru A nazywamy

HY(A) = Jim HL(A). (1)

Wyznaczajac H}(A) minimalizujemy sume rednic zbioréw (o érednicach
nieprzekraczajacych &) pokrywajacych zbiér A. Dla duzych wartosci §

wielko$¢ H} nie jest dobrym przyblizeniem ,dlugosci” zbioru, nawet gdy

zbiér jest regularny. Wezmy na przyklad spiralna krzywa S zawarta w dysku
jednostkowym. Wtedy H1(S) < 1 niezaleznie od tego jak dtuga jest spirala S.
Zauwazmy jednak, ze gdy zmniejszamy & > 0, to wielko§¢ H} coraz lepiej
przybliza dlugosé, co dobrze widaé przypadku krzywych gladkich; dlugosé takiej
krzywej zawartej w kuli o dostatecznie malym promieniu r i srodku lezacym na
krzywej nie moze si¢ znaczaco rézni¢ od 2r.

Zauwazmy jeszcze, ze granica we wzorze (1) zawsze istnieje. Istotnie, Hs(A)
jest niemalejaca funkcja zmiennej 6, gdyz zmniejszajac § zawezamy klase
dopuszczalnych pokryé, po ktorych brane jest infimum.

W tym momencie warto jeszcze wspomnie¢, ze analogicznie definiuje sig
s-wymiarowg miare Hausdorffa dla dowolnego s > 0, tzn.

s T . e c o V< sl
H(A) - élirtr)lerf{Z(dlam (A;))° | AC UA“ diam (A;) (5}
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Dla s = 2 miara Hausdorffa H?® jest uogdlnieniem, czy tez rozszerzeniem na

szersza klase zbioréw, pojecia pola powierzchni, za§ H? mozna traktowaé jak
,uogdlniona objetosé” .



Podstawowe wlasnosci miar Hausdorffa zawiera ponizsze twierdzenie. Dowody
zebranych w nim faktéw mozna znalezé w [2] lub [4].

Twierdzenie 1. Niech H® oznacza s—wymiarowq miare Hausdorffa. Wowczas:

(i) dla dowolnego s miara H* jest borelowska, tzn. wszystkie zbiory borelowskie
sq mierzalne,

(i) jeslim € N, to miara H™ okreslona na R™ pokrywa si¢ z przeskalowang
miarq Lebesgue’a L™, tzn.

Je(m) taka, ze ¥ acem H™(A) = c(m)L™(A),
(iii) dla dowolnego s > 0 miara H® jest niezmiennicza ze wzgledu na izometrie,

(iv) jesli NA oznacza obraz zbioru A w jednokladnosci o skali A, to dla
dowolnego s > 0 zachodzi réwnosé H*(AA) = A¥H?(A),

(v) jesli f : R™ — R™ jest przeksztalceniem lipschitzowskim ze stalg L, tzn.
If(z) = f(y)ll < Lllz —yll, to dla dowolnego A € R™ is>0

H(A) < LSH*(A).

Biezacy paragraf zakonczymy wyznaczeniem miary Hausdorffa zbioru typu
Cantora, ktéry ze wzgledu na swojg rozproszona posta¢ bywa nazywany ,,pylem
Cantora” (ang. Cantor dust). W dalszej czesci artykulu udowodnimy, ze jest to
zbior catkowicie nieprostowalny.

Konstrukcja zbioru, jak to zazwyczaj w przypadku zbiorow typu Cantora bywa,
przebiega iteracyjnie. Wyjsciowy zbiér C; sklada si¢ z czterech kwadratow

o boku 1/4 rozmieszczonych odpowiednio w obrebie kwadratu o boku 1 (tak jak
na rysunku 3a). W pierwszym kroku zastepujemy kazdy z kwadratéw nalezacych
do C7 czterokrotnie zmniejszona kopia zbioru C. Otrzymujemy w ten

sposob zbior Cy. Aby wygenerowaé zbiér C3 zastepujemy kazdy z kwadratéw
skladajacych sie na zbiér C czterokrotnie pomniejszong kopig zbioru Co;
ogdélnie zbiér C,, otrzymujemy poprzez zastapienie kazdej ze sktadowych zbioru
C zbiorem 47 1C,,_;. Zbiér ,pyl Cantora” jest przecieciem opisanej powyzej
zstepujacej rodziny zbioréw zwartych C' = (), C,.

Rys. 3: Pierwsze dwa kroki konstrukcji zbioru C' (pytu Cantora).
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Konstrukcje zbioru C mozemy réwniez opisa¢ wykorzystujac uktad czterech
funkcji. Wystarczy wziaé
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Rys. 4. Rzut zbioréw C; i Cs na

przekatnag dj.

/|

Krzywa klasy C*, to taka, ktérej
parametryzacja I' : I — R"™ jest funkcja
klasy C*, ktérej pochodna nie znika (tzn.
[IT/(x)]| # 0) i jest funkcja ograniczona.

‘W najczesciej spotykanej w literaturze
definicji zbioréw prostowalnych

i catkowicie nieprostowalnych, zamiast
krzywych klasy C* pojawiaja sie
krzywe lipschitzowskie. W tym artykule
odwolujemy si¢ do mniej popularnej
definicji, ze wzgledu na jej przystepniejsza
i bardziej intuicyjna postaé¢. Dowéd
réwnowaznosci obu definicji opiera

si¢ na twierdzeniu Rademachera

o rézniczkowalnodci p.w. funkcji
lipschitzowskich i twierdzeniu Whitneya
o przedtuzaniu funkeji klasy C*t.

Wyznaczmy H(C). W tym celu zauwazamy, ze C C C,, dla kazdego n € N oraz
ze zbior C), sktada sie z 4™ kwadratéw o boku 1/4™. Dla dowolnego n prawdziwa
jest zatem nieréwno$cé

2
M54 (C) = it { Zdiam (A;) |C C UAi, diam (4;) < ;—f} <V2.
1EN 1EN
By uzyska¢ odpowiednie oszacowanie miary zbioru C' wystarczy zauwazy¢, ze

Aby wykazaé, ze H'(C') > /2 wykorzystamy wtasnogé miary Hausdorffa
wspomniang w punkcie (v) Twierdzenia 1 oraz oczywisty fakt méwiacy, ze rzut
ortogonalny jest przeksztalceniem nieoddalajacym, czyli lipschitzowskim ze
stalag L = 1. Niech P : R? — R? oznacza rzut ortogonalny na prosta y = —x + 1,
czyli na prosta zawierajaca przekatna d; kwadratu (rys. 4). Zauwazmy, ze
obrazem zbioru C' we wspomnianym rzucie jest przekatna d;. Istotnie,

P(C,) = d; dla dowolnego n € N, czyli dla kazdego x € d; i kazdego n € N
istnieje y,, € Cy, taki, ze P(y,) = x. Z ciagu y, mozemy wybraé¢ podciag
zbiezny do pewnego punktu y € C, zatem dzieki cigglosci rzutu P(y) = x, skad
wnioskujemy, ze P(C) = d;. Mamy wiec

(@)
V2 < HY(P(C)) < HY(O),
dzieki czemu ostatecznie stwierdzamy, ze H'(C) = /2.

Zbiory calkowicie nieprostowalne.

Zbiory calkowicie nieprostowalne (ang. purely unrectifiable sets) najlepiej
poznawaé zestawiajac ich wlasnosci z wlasnosciami zbioréw prostowalnych.
Zacznijmy wiec od nastepujacej definicji.

Definicja 2. Zbior A C R", taki ze H'(A) < co nazywamy zbiorem prostowalnym
jesli istnieje przeliczalna rodzina krzywych (vi)ien klasy C* takich, Ze

Hl(A\D’yi) =0.

Zatem zbior prostowalny to taki, ktéry, z doktadnoscia do zbioru miary zero,
mozna pokryé przeliczalna rodzina krzywych klasy C'. W przypadku zbioréw
calkowicie nieprostowalnych rzecz ma sie¢ zupelnie inaczej — sa to zbiory,
ktérych przeciecie z dowolng krzywa klasy C'' ma miare zero, a wiec nie tylko
nie mozemy pokry¢ zbioru przeliczalng rodzing krzywych gladkich, ale prawie
caly (w sensie miary) zbidér pozostaje poza dowolnie wybrana przeliczalng
rodzing takich krzywych.

Definicja 3. Zbior E C R™ taki, ze H'(E) < oo nazywamy zbiorem calkowicie
nieprostowalnym jesli dla dowolnej krzywej v klasy C*

HYENy) =0.

Oczywiscie zbior, ktéry nie jest prostowalny nie musi by¢ catkowicie
nieprostowalny. Suma mnogos$ciowa zbioru prostowalnego i catkowicie
nieprostowalnego, nie jest ani prostowalna ani catkowicie nieprostowalna.
Okazuje sie, ze kazdy zbiér o skonczonej jednowymiarowej mierze Hausdorffa
mozna przedstawi¢ w postaci wspomnianej sumy.

Twierdzenie 2. Niech A C R" bedzie zbiorem o skoriczonej mierze H(A) < oo.
Wowczas istnieje zbior prostowalny A, oraz zbior catkowicie nieprostowalny Acy,
takie, Ze

A=A, + Agy.



Dowdéd powyzszego twierdzenia jest nietrudny.
Dowdéd. Oznaczmy
M :=sup{H'(AN B) | B-prostowalny podzbiér R™}.

Dla dowolnego n € N istnieje zbi6r prostowalny B, taki, ze H' (AN B,) =M — 1.
Wéwezas zbiér B := J— | B, jest prostowalny i H'(B N A) = M. Przyjmujemy
A, := AN B. Musimy jeszcze wykazaé, ze zbiér A., := A\ A, jest calkowicie
nieprostowalny. Gdyby jednak nie byl, to istniatlaby krzywa gladka -, taka ze
HY(Aen Ny) > 0, co prowadzi do sprzecznosci, gdyz B U~y jest prostowalny,
aH'((BUvy)NA)) > M. O

Przedstawimy teraz nieco inna charakteryzacje zbioréw prostowalnych

i catkowicie nieprostowalnych. Dla v € R™ oznaczmy przez P, rzut ortogonalny
na prosta | = {tv | t € R} (alternatywnie bedziemy oznaczaé go przez P,).
Wykazemy, ze zbiory catkowicie nieprostowalne na plaszczyznie wlasciwie nie
rzucaja cienia, tzn. ich rzuty na znakomita wigkszo$¢ prostych maja miare zero.
Ponizsze twierdzenie [4, Tw. 18.1] wyraza fakt ogélniejszy — charakteryzuje
zbiory calkowicie nieprostowalne w R™ za pomoca miar ich rzutéw na typowe
proste.

Twierdzenie 3. Niech A bedzie H'-mierzalnym podzbiorem R™. Wéwczas
e zbior A jest calkowicie nieprostowalny wtedy i tylko wtedy, gdy
H'(P,(A)) =0 dla p.w. v € S*™" (w sensie miary powierzchniowey),
o 2bidor A jest prostowalny wtedy i tylko wtedy, gdy dla jego dowolnego
mierzalnego podzbioru B o dodatniej mierze HY(B) > 0
H'(P,(B)) >0 dla p.w. v € S"' (w sensie miary powierzchniowe;j).
Warto zwroci¢ uwage na posta¢ powyzszego twierdzenia w przypadku
dwuwymiarowym. Udowodnimy nastepujacy fakt.

Twierdzenie 4. Niech A C R?. Jesli istnieje krzywa v klasy C' taka, Ze
H(yNA) >0, to

M (P(A)) >0

dla wszystkich, poza co najwyzej jedng, prostych przechodzgcych przez poczgtek
uktadu wspolrzednych.

Wynikaja stad natychmiast nastepujace wnioski.

Whiosek 1. Jesli A C R? jest zbiorem prostowalnym takim, e 0 < H1(A) < oo,
to HY(P,(A)) > 0, dla wszystkich, poza byé moze jednq, prostq przechodzqcg przez
zero.

Dualnie, dla zbioréw caltkowicie nieprostowalnych:

Whiosek 2. Jesli A C R? jest zbiorem catkowicie nieprostowalnym takim, ze
0 < HY(A) < oo, to HY(P(A)) = 0, dla wszystkich, poza byé moze jedng, prostq
przechodzqcg przez zero.

Dowdd Twierdzenia 4 nie jest trudny. Opiera sie na lemacie, ktory wykorzystuje
specyfike przypadku dwuwymiarowego.

Lemat 1. Niech v : I — R? bedzie krzywg klasy C'. Wéwczas dla dowolnego t € T
i dla kazdej prostej 1, ktora nie jest prostopadia do v'(x), istnieje taka § > 0, Ze
rzut ortogonalny P, : R? — [ obciety do tuku krzywej VEi=(t — 0, t + 8) jest
funkcjq odwracalng, a przeksztalcenie odwrotne Pfl : Pi(vys) — s jest funkcja
lipschitzowskq, tzn. istnieje stala ¢ > 0 taka, zZe dla dowolnych z, y € Pi(v})
zachodzi nieréwnos$é

1P (@) = P )l < ellz =l



1P (z) — Pu(y)ll = cos bl — yl|

Gdy krzywa ~ jest klasy C*, to dla
dowolnych argumentéw u i v istnieje
punkt € € [u,v] taki, ze sieczna
przechodzaca przez y(u) i v(v) jest
réwnoleglta do stycznej w punkcie &.

Rzut zbioru C,, na przekatng ds ma
miarg (2/3)™V/2, zatem skoro C' C Cp,
dla kazdego n, to rzut zbioru C na ds ma
miare zero.

Dowéd Lematu 1. Zauwazmy, ze jedli kat 6 miedzy prosta [ a wektorem

x — y jest mniejszy niz /2, to | P(z) — Pi(y)| > cos ||z — y||. Wykazemy, ze
dla argumentéw u, v dostatecznie bliskich ¢ kat miedzy prosta [ a wektorem
~v(u) — v(v) jest oddzielony od 7/2. Jest tak w istocie, gdyz dla dowolnych
argumentéw u, v istnieje punkt & € [u, v] taki, ze v/ (§) || (v(u) — v(v)), zas
dzieki ciaglosci funkeji v/ mozemy wybraé ¢ tak, by dla & € (t — 9, t + ) kat
miedzy 7/ (£) i 7/(t) byl dowolnie maly. Zatem mozemy dobraé ¢ > 0 taka, ze
dla u, v € (t — 0, t + ) mamy

L((y(w) =7(v), ¥'(1) = L(7'(§), 7' (1)) <

Dla u, v € (t — 0, t + ) mamy
L(1F, y(u) = y(v) > L(F, A (W) = Ly(u) = y(v), 7' () >
skad kat 0 := Z(y(u) —v(v), ) <7/2 = $(L(Y(t), I*) <7w/21i

1P (y(w) = Bi(v(v)]| > cos B[y (u) = v(v)]]-
Zatem dla z = P(vy(u)) i y = P(y(v)) mamy

17 () = P ()l <

(L(' (1), 1)

N |

L(1F, A (),

NN

< e -yl

Udowodnijmy Twierdzenie 4.

Dowéd. Wykazemy, ze przy zalozeniach twierdzenia istnieje taki argument ¢,
ze dla dowolnego § > 0 zbiér AN ~(t — 0, t + &) ma dodatnia miare. Zauwazmy
najpierw, ze istnieje pewien tuk krzywej, ktory ma skonczong dlugosé, i ktorego
przeciecie ze zbiorem A ma dodatnig miare. Bez straty ogdlnosci mozemy
przyjaé, ze jest to tuk ([0, 1]). Poniewaz dla kazdego odcinka I takiego, ze

H1 (A N 7(])) > 0 istnieje odcinek domkniety J C I o potowe krotszy od 1,

dla ktérego H! (A N v(J)) > 0, mozemy wskazaé zstepujaca rodzine

odcinkéw domknietych (I,), takich, ze lim, . diam I, = 0 i dla kazdego n
zachodzi nieréwnosé H' (AN ~(I )) > 0. Szukany parametr to ¢ := (), I.
Wykorzystujac Lemat 1 stwierdzamy, ze dla dowolnej prostej I, ktéra nie jest
prostopadla do +/(t) mozemy dobraé¢ § > 01 ¢ > 0 tak, by przeksztalcenie

Pfl . P (('y(t -0, t+ 5)) — y(t — 9, t + 6) bylo lipschitzowskie ze stala ¢, skad
na mocy wlasnosci (v) z Twierdzenia 1 dostajemy nieréwnosci

0 < H (Yt — 6t +8) N A) = Hl( LBy (t—é,t+5)ﬂA)))

<cH! (Pl (Y(t—6,t+ )N A)) < cHY(P(A)).
Zatem HY(P,(A)) > 0. O

Zdefiniowalidémy zbiory calkowicie nieprostowalne, scharakteryzowaliSmy je
za pomocy rzutéw ortogonalnych, najwyzsza pora, by udowodnié istnienie
nietrywialnych zbioréw catkowicie nieprostowalnych o dodatniej mierze.
Pomocny nam w tym bedzie Wniosek 2 oraz konstrukcja zbioru C' zawarta
w poprzednim paragrafie.

Twierdzenie 5. Zbior , pyl Cantora” C' jest zbiorem catkowicie
nieprostowalnym o dodatniej jednowymiarowej mierze Hausdorffa.

Dowéd. W poprzednim paragrafie wykazalismy, ze 0 < H'(C) < oo. Aby
wykazac, ze zbior ten jest nieprostowalny, wystarczy zauwazy¢, ze rzuty zbioru
C' na dwie nieréwnolegle proste [; : x = 0 zawierajaca bok kwadratu Cj

ily 1 y = x zawierajaca jego przekatng d, maja miare zero. g

Aby dokladniej zrozumieé rozrzedzona, czy tez rozproszona, strukture zbioréw
calkowicie nieprostowalnych, przeanalizujemy jeszcze ich gestos¢ w punktach do
nich nalezacych.



Definicja 4. Gdrng gestoscig zbioru A w punkcie a nazywamy wielko$é

Y(AnB
0*(A,a) = limsup M

r—0+ 2r ,
za$ gestosciq dolng

'(AnB
0.(A, a) = 1iminfw.

r—0t 2r

Powyzsze wielkosci tatwo wyznaczy¢ dla krzywych gladkich. Jesli
parametryzacja v : (0,1) — R" jest klasy C! to dla dowolonego A = (x),
dla r dazacych do zera tuk krzywej zawarty w kulce B(A,r) ma dlugosé
coraz blizsza Srednicy kulki, wiec zaréwno dolna jak i gérna gestosé
krzywej v w punkcie A jest réwna 1.

W tym miejscu warto zanotowac¢ twierdzenie dotyczace gestosci zbiorow
mierzalnych [4, Tw 6.2].

Twierdzenie 6. Jesli A jest podzbiorem R™ i H'(A) < oo, to
(i) 5 <0%(A,a) <1 dla H'-prawie wszystkich punktéw a € A,
(ii) 6*(A,x) = 0 dla H'—prawie wszystkich punktéw x € R™ \ A.
Wprowadzmy jeszcze dwa dodatkowe pojecia.

Definicja 5. Niech A C R™ bedzie zbiorem takim, ze H'(A) < oco. Punkt

a € A nazywamy punktem regularnym zbioru A wtedy i tylko wtedy, gdy
0*(A,a) = 0.(A,a) = 1. Jesli powyzsze réwnosci nie zachodzg, to a nazywamy
punktem nieregularnym.

Kolejny fakt utwierdzi nas w przekonaniu o nieregularnej i rozproszonej
strukturze zbioréw nieprostowalnych oraz regularnosci zbioréw
prostowalnych [4, Tw. 17.6].

Twierdzenie 7. Niech E C R™ bedzie zbiorem H!- mierzalnym takim, Ze
HY(E) < oo, wéwczas

e 7Zbiér E jest prostowalny < H' —prawie kazdy jego punkt jest punktem
regularnym,

e 7biér E jest calkowicie nieprostowalny < H'—prawie kazdy jego punkt jest
punktem nieregularnym.

Okazuje sie, ze punkty zbioréw calkowicie nieprostowalnych sa nie

tylko nieregularne, co gwarantuje juz nieréwnosc 6, < 1, ale ich dolna
gestosdé jest od jedynki oddzielona (tzn. istnieje taka stala ¢ < 1, ze dla
kazdego zbioru catkowicie nieprostowalnego 6*(A4, a) < ¢). W przypadku
dwuwymiarowym prawdziwe jest nastepujace twierdzenie pochodzace od
Besicovitcha [3, Tw. 3.23].

Twierdzenie 8. Niech A C R? ma skoriczong miare H'(A) < oo, wéwczas, jesli
A jest catkowicie nieprostowalny, to w H'—prawie kazdym punkcie a € A gestosé
dolna 0.(A,a) < 3/4.

Na koniec tego paragrafu przyjrzymy sie mozliwosci lokalnego aproksymowania
zbioréw prostowalnych i calkowicie nieprostowalnych prostymi. Kazda krzywa
gladka ma dobrze zdefiniowang styczna w kazdym punkcie, co oznacza z grubsza
rzecz biorac, ze krzywa gtadka mozna lokalnie dobrze przyblizaé prostymi.
Mozna sie spodziewac, ze zblizone wlasnoéci powinny dziedziczy¢ zbiory
prostowalne. Wprawdzie styczna w punkcie zbioru prostowalnego na ogdét nie jest
zdefiniowana, ale mozemy postuzyé sie pojeciem stycznych aproksymatywnych.



Stwierdzenie 1 charakteryzuje zbiory
usuwalne tzn. zbiér zwarty E jest
usuwalny < wszystkie funkcje analityczne
i ograniczone na C\ E sa stale. Dowéd
implikacji ,<” znalezé w [1].

Definicja 6. Prostg l nazywamy styczng aproksymatywng zbioru A w punkcie x
jesli

YANB
Hmsup AN BE)

r—0+ 2r

oraz dla kazdego o € (0,7)

lim i'Hl ((A N B(z,r)) \ C(,1, a)) =0,

r—0+ 2r
gdzie C(x,l, ) oznacza stozek o wierzcholku w x, osil i kgcie rozwarcia c.

Pierwszy warunek powyzszej definicji oznacza, ze w kazdym otoczeniu

punktu x jest sporo (w sensie miary) punktéw zbioru A, drugi za$ moéwi, ze
punkty w otoczeniu punktu x skupiaja sie wokét prostej I. Postugujac sie
wprowadzonym wczesniej terminem gestosci zbioru powiemy, ze [ jest styczna
aproksymatywna, gdy 6*(A,z) > 0, oraz gdy dla dowolnego « > 0 zbiér powstaly
przez wyrzucenie ze zbioru A wszystkich punktéw zawartych w stozku C(z, [, «)
ma zerowg gestos¢ w x. Oczywiscie styczna aproksymatywna istnieje w kazdym
punkcie krzywej gtadkiej i pokrywa si¢ z jej styczna w klasycznym sensie.
Przytoczymy teraz Twierdzenie [4, Tw. 15.19], ktére charakteryzuje zbiory
prostowalne i catkowicie nieprostowalne w jezyku stycznych aproksymatywnych.

Twierdzenie 9. Jesli A jest zbiorem H'-mierzalnym, takim ze 0 < H(A) < oo,
to

o A jest prostowalny < w H' -prawie kazdym punkcie A istnieje styczna
aproksymatywna,

o A jest catkowicie nieprostowalny < aproksymatywna styczna nie istnieje
w H —prawie kazdym punkcie zbioru A.

Opisane w powyzszym paragrafie zbiory nazywane sa 1—prostowalnymi

i 1—calkowicie nieprostowalnymi dla odréznienia od ich wyzej wymiarowych
uogodlnien — zbioréw m—prostowalnych i zbiorow m—caltkowicie
nieprostowalnych, ktérych definicje uzyskujemy poprzez zamiane w definicjach
2 i 3 krzywych gladkich m—wymiarowymi powierzchniami gltadkimi.

Hipoteza Vitushkina.

Zbiory caltkowicie nieprostowalne znalazly sie w centrum uwagi licznej grupy
matematykéw, gdy pojawily sie w sformutowaniu hipotezy Vitushkina. Historia
samej hipotezy i dtugiej drogi do jej udowodnienia, to materiat na odrebny
artykul (zainteresowanemu Czytelnikowi polecam artykul przegladowy P. Mattili
[5]), za$ jej dowdd stanowi tresé ponad trzystustronicowej monografii autorstwa
J. Dudziaka [1]. W biezacym tekscie ograniczymy sie do sformutowania hipotezy,
zanim jednak do tego przystapimy niezbedne jest wprowadzenie definicji zbioru
usuwalnego.

Definicja 7. Zbior zwarty E C C nazywamy zbiorem usuwalnym dla ograniczonej
funkcji analitycznej wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego zbioru otwartego

U D E i dla dowolnej ograniczonej funkcji analitycznej f : U\ E — C istnieje
przediuzenie analityczne okreslone na zbiorze U, tzn. istnieje funkcja analityczna
f:U — C, taka, ze f|U\E = f.

Najprostszym przykladem zbioru usuwalnego jest punkt. Istotnie, jesli funkcja
f jest analityczna i ograniczona na zbiorze otwartym U \ {zo}, to na mocy
twierdzenia Riemanna ma w punkcie zy osobliwos¢ pozorna, zatem kladac
f(z0) =lim,_,., f(z) przedluzamy f do funkcj analitycznej na caltym U.

W sprawdzaniu usuwalnosci zbioréw pomocna bedzie nastepujaca obserwacja.

Stwierdzenie 1. Jesli zbior zwarty E C C jest usuwalny dla ograniczonej funkcji
analitycznej, to wszystkie funkcje analityczne na C\ E sq¢ ograniczone.



Twierdzenie Riemanna o odwzorowaniu
mowi, ze kazdy jednospdjny i otwarty
podzbiér C, ktérego dopelnienie

ma co najmniej dwa punkty,

mozna przeksztalci¢ analitycznie

i réznowarto$ciowo na dysk jednostkowy.

Stosujac ten fakt dla C \ v stwierdzamy,
ze tuk gtadki (bez samoprzecied¢) v nie
jest usuwalny.

Dowdéd powyzszego twierdzenia jest natychmiastowa konsekwencja twierdzenia
Liouville’a stwierdzajacego, ze wszystkie funkcje analityczne i ograniczone na
C sa state. Gdy zbiér zwarty E jest usuwalny, to kazda funkcja f okreslona na
C\ E ma przedluzenie analityczne, oznaczmy je przez f, na cala plaszczyzne
zespolona. Oczywiscie f jest ograniczona na zbiorze C \ E oraz na zbiorze
zwartym F, czyli jest analityczna i ograniczona na C, zatem jest stata. Co za
tym idzie wyjéciowa funkcja f réwniez jest stata na C\ E.

Wykorzystujac Stwierdzenie 1 mozemy natychmiast wykazaé¢ nastepujacy fakt.

Fakt 1. Dla dowolnego r > 0 dysk D(zo,7) = {z € C | |z — 20| < r} nie jest
usuwalny.

Dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze funkcja f = i jest analityczna
i ograniczona na C\ D(zg,r), ale nie jest stala.

Okoto 1880 roku Painlevé rozpoczal poszukiwania warunku wystarczajacego
i koniecznego by zbiér zwarty byl usuwalny. Udowodnil on nastepujace
twierdzenie [1, Tw. 2.7].

Twierdzenie 10. Jesli E jest zwarty i H*(E) = 0, to E jest usuwalny.
Znacznie pézniej wykazano nastepujacy fakt ([1, Wn. 2.12]).

Twierdzenie 11. Jesli E jest zwarty i dla pewnego s > 1 miara H*(E) >0, to E
nie jest usuwalny.

Wykorzystujac twierdzenie Riemanna o odwzorowaniu mozna wykazaé, ze zadna
krzywa gladka nie jest usuwalna. Okazuje sie jednak, ze nie wszystkie zbiory
usuwalne spetniaja warunek H!(E) = 0. Garnett i Ivanov niezaleznie wykazali,
ze zbiér C' opisany na poczatku tego artykutu, o mierze H'(E) = v/2, nie jest
usuwalny. Historycznie pierwszy przyklad nieusuwalnego zbioru o dodatniej
jednowymiarowej mierze Hausdorffa podal Vitushkin, ktéry sformutowalt
nastepujaca hipoteze.

Hipoteza Vitushkina. Zbior zwarty E taki, ze H'(E) < oo jest usuwalny dla
ograniczonych funkcji analitycznych wtedy i tylko wtedy, gdy E jest calkowicie
nieprostowalny.

Hipoteza Vitushkina zostata udowodniona w 1998 roku przez Guy Davida.
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