Jak rozwigzac¢ rO6wnanie diofantyczne
o skonczonej liczbie rozwigzan catkowitych?

Thoralf Skolem udowodnil, ze kazde
réwnanie diofantyczne moze by¢
algorytmicznie przeksztatcone na
réwnowazny uktad réwnan
diofantycznych stopnia co najwyzej
drugiego, patrz [10, str. 2-3],
[3, str. 386-387, dow6éd Theorem 1],
[5, str. 262-263, dow6éd Theorem 7.5]
i [8, str. 3—4]. Np. réwnanie
w? -z = mg — xo jest réwnowazne
ponizszemu uktadowi (U):

1+ T1 = T3

3 T3 = T4

(U) X1 T4 = T5

T1 + T6 = T5
X T2 = X7

T2 + e = X7

Uktad (U) jest maly, bo zostal znaleziony

ad hoc. Gdy uklad réwnowazny
zdefiniujemy tak, jak w dowodzie
Twierdzenia, bedzie on zawieral
(214 1)CFD-6G+D = 318 ymjennych.

Apoloniusz TYSZKA, Krakow

Réwnanie diofantyczne to réwnanie postaci D(z1,...,x,) = 0, gdzie
D(xz1,...,zp) jest wielomianem o wspélczynnikach calkowitych. Negatywne
rozwigzanie 10. problemu Hilberta méwi, ze nie istnieje algorytm rozstrzygajacy,
czy rOownanie diofantyczne ma jakies rozwigzanie catkowite. Udowodnil to Yuri
Matiyasevich w 1970 roku, patrz [1], [2], [5], [8] i [9]. Nie istnieje tez algorytm
rozstrzygajacy, czy liczba rozwiazan catkowitych rownania diofantycznego jest
skoficzona czy nieskoiczona, patrz [6] i [8] str. 129-130.

Pytanie z tytulu dotyczy istnienia algorytmu, ktéry przyjmuje na wejéciu
wielomian D(z1,...,%,) o wspélezynnikach calkowitych i zwraca skoiczony
ciag catkowitych p-tek, ktérego wyrazy tworza zbiér wszystkich catkowitych
rozwigzan réwnania D(z1,...,x,) = 0, jezeli jest on skonczony. Réwnowazne
pytanie brzmi: Czy istnieje algorytm, ktory kazdemu réownaniu diofantycznemu
przyporzgdkowuje liczbe naturalng wiekszq od modutow rozwigzan catkowitych,
gdy rozwigzania te tworzq zbior skornczony?

Yu. Matiyasevich przypuszcza, ze taki algorytm nie istnieje, patrz [9]

str. 42. Inne przypuszczenie méwi, ze poszukiwany algorytm istnieje dla
réwnan z dwiema zmiennymi, patrz [18] str. 247. Dla réwnan z jedna
zmienng konstrukcja takiego algorytmu wynika z istnienia obliczalnego
gbérnego ograniczenia moduléw pierwiastkéw rzeczywistych wielomianu

o wspolczynnikach catkowitych. W artykule przedstawimy przypuszczenie,
ktére prowadzi do konstrukeji poszukiwanego algorytmu.

Niech F,, oznacza uklad réwnan

{z; =1, zi+zj =2, x;-xj=x1: 4,5,k € {1,...,n}}.

Twierdzenie. Gdy wielomian D(x1,...,x,) o wspdlczynnikach caltkowitych ma

niezerowy stopien. wzgledem kazdej zmiennej x;, to réwnanie D(z1,...,2,) =0
mozna przedstawié rownowaznie jako ukliad S C E,,, gdzie

M oznacza maksimum moduléw wspélczynnikéw wielomianu D(z1,. .., xp)

i dla kazdego i € {1,...,p} d; jest stopniem wielomianu D(z1,...,x,) wzgledem

ZMmiennej x;.

Dowdd. Rozwazmy zbiér T wszystkich wielomianéw W (z1,...,zp)

o wspoélezynnikach catkowitych z przedzialu [— M, M], dla ktérych dla kazdego
i€ {1,...,p} stopien wielomianu W (x1,...,z,) wzgledem zmiennej z; nie
przekracza stopnia wielomianu D(x1,...,z,) wzgledem zmiennej x;. Niech
card(T') oznacza liczebnosé¢ zbioru T. Wéwczas

card(T) = (2M + 1){d1 +1) - (dp + 1)
Kazdemu wielomianowi nalezacemu do T'\ {z1,...,z,} przypiszmy nowa
zmienna x;, gdzie ¢ € {p+1,...,card(T)}. Wéwczas D(z1,...,xp) = x4 dla
dokltadnie jednego ¢q € {1,...,card(T)}. Niech H oznacza zbiér tych réwnan
nalezacych do Egapq(Ty, ktore sg tozsamosciami w 7. Uklad réwnan

S=HU{zg+zg=2¢} C Foarar)
réwnowaznie wyraza réwnosé¢ D(x1,...,zp) = 01 ma tyle samo rozwigzan
calkowitych, co réwnanie D(z1,...,zp) = 0. O

W pracach [12] i [16] przedstawiamy bardziej szczegélowy dowdd. Dla réwnania
x1 - T3 = 1 algorytm z powyzszego dowodu wyznacza uklad zawierajacy

(214 1)0+D-(+1) = 81 zmiennych i sktadajacy sie z jednego réwnania postaci
x; = 1, 2402 réwnan postaci z; + x; = xj i 549 réwnan postaci z; - x; = zy,
patrz [16].
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Wizystkimi rozwiazaniami catkowitymi
réwnania m‘;’ —x1 = rg — T2 sg pary
(~1,0), (~1,1), (0,0), (0,1), (1,0),
(1,1), (2,-5), (2,6), (3,—15), (3,16),
(30, —4929) i (30, 4930), patrz [4].
Wykazemy, ze rozwigzania te mozna
obliczy¢ korzystajac z Przypuszczenia 1
i zalozenia, ze réwnanie ma tylko
skonczenie wiele rozwigzan calkowitych.
Réwnanie jest rownowazne ponizszemu
uktadowi (U):

X1 -T1 = T3
3 T3 = T4

(U) T1 T4 = Ts
T1 + xe = 5
T2 -T2 = T7
T2 + T6 = X7
Kazda liczba rzeczywista z2 spelnia
nieréwnosé z% —xo = 7i, wiec
w dziedzinie liczb calkowitych réwnosé
1‘? —x = $§ — x2 implikuje —1 < 1.
Stosujac Przypuszczenie 1 otrzymujemy,
ze kazde calkowite rozwigzanie
uktadu (U) spelnia

- 7—1
2] = |os| < 227 = 264,
Zatem,

64
1<z < |25 | =7131,

gdzie [-] oznacza czgs$é catkowita.

‘W tym zakresie zmiennej calkowitej =
réwnowazne rownanie diofantyczne

425 —4x1 4+ 1 = (2z5 — 1)2

zostalo rozwigzane komputerowo,

patrz [14]. Rozwigzania te sa identyczne
z juz przedstawionymi.

Dla wielu réwnan diofantycznych o skonczonosci zbioru rozwiazan catkowitych
wiemy z twierdzen, ktorych dowody nie dostarczaja obliczalnego ograniczenia
moduléw rozwigzan. Twierdzenie wraz z ponizszym przypuszczeniem implikuje,
ze pomijajac ogrom obliczen mozna znalezé wszystkie rozwigzania tych réwnan
diofantycznych, dla ktérych liczba rozwiazan jest skonczona.

Przypuszczenie 1. Jesli tylko skoriczenie wiele calkowitych n-tek (x1,. ..
rozwigzuje uktad S C E,, to kazde takie (x1,...,x,) spelnia

—1
ol <227

»Tp)

@1,

Przypuszczenie 1 zostalo potwierdzone dla n € {1,2,3}, patrz [12]. Dlan > 2

2n71

ograniczenie 2 nie moze by¢ zmniejszone, bo uktad

r1+ T = X9

Ty T Z2
To - Xg = I3

T3 -3 = T4

Tp—1'Tp-1 = Tn

ma dokladnie dwa rozwiazania catkowite, a mianowicie (0, ...,0)
n—2 n—1

i (2,4, 16,256, ...,22" " 22 )

Kazdemu ukladowi S C F,, przyporzadkujemy uktad S zdefiniowany jako
(S\{z;=1:ie{l,...,n}}HU

{z;-xj==x;: i,j €{1,...,n} i rébwnanie z; = 1 nalezy do S}

Innymi stowy, aby otrzymac S usuwamy z S kazde réwnanie x; = 1
i zastepujemy je przez nastepujace n rownan:

;L1 =T

Ti Ty = Tn
Lemat. Dla kazdego ukladu S C E,

{(1‘1,...,

,Tn) EZ" (21, ..

xn) €Z": (w1,..., ) rozwiazuje S} =

{(z1,... , Ty rozwiazuje STU{(0,...,0)}

Lemat implikuje réwnowaznos¢ Przypuszczen 1-3.

Przypuszczenie 2. Jesli tylko skoriczenie wiele calkowitych n-tek (x1,...,2y,)

rozwigzuje uklad S C {x; +x; = xk, v -xj =ap: 4,5,k € {1,...,n}}, to kazde
-1

takie (1, ...,xy) spelnia x|, ..., |z, < 22",

Przypuszczenie 3. Dla kazdej calkowitej n-tki (x1,...,x,), jesli

1
22" < max(|z1],...,|xzs|), to istnieje calkowita n-tka (y1,...,yn), dla ktérej
max(|z1],. .., |xn|) < max(y1l, ..., |yn]) ¢ dla kazdych i,5,k od 1 don

x; + xj =z implikuje y; +y; = yx ¢ dla kazdych i,5,k od 1 don x; - x; = x,
implikuje y; - y; = Yk

Przestawiajac liczbe z maksymalnym modulem na poczatek n-tki (z1, ...
otrzymujemy, ze zdanie

,Tp)

Vei,...,Zn €Z Y1,...,yn € Z

n—1
(22" <lorl = (il <l Vo V] < Jyal)) A
(Vi,j,kE{l,...,n} (xi—kxj =T = Y T Yj :yk)> A

(Vz,j,ké{l,,n} (xlxj:xkéyzyj :yk)>

jest rownowazne Przypuszczeniu 3. Przypuszczenie w tej postaci wyraza
hipotetyczna wlasnoéé arytmetyki liczb catkowitych.
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Obserwacja 1. Dla wszystkich dodatnich calkowitych n, m spelniajgcych
n < m, jezeli Przypuszczenie 3 jest falszywe dla pewnej catkowitej n-tki

~1
(T1,...,2p) @ 22" < |z1] < 22m, to jest ono takze falszywe dla m-tki
(21,...,21,22,...,2,). Analogiczne stwierdzenie jest prawdziwe dla dowolnego
——

m—n+1 razy

indeksu k € {1,...,n}.

Na mocy Obserwacji 1, Przypuszczenie 3 rozwazane tacznie dla wszystkich n jest
rownowazne Przypuszczeniu 4 rozwazanemu lacznie dla wszystkich n.

Przypuszczenie 4. Dla kazdej calkowitej n-tki (x1,...,x,), jesl

1
22" < max(|z1|, ..., |xn]) < 22n, to istnieje calkowita n-tka (y1,...,yn), dla
ktorej max(|x1], ..., |xn|) < max(Jy1l, ..., |yn|) ¢ dla kazdych i,5,k od 1 don

x; +xj =z implikuje y; +y; = yi @ dla kazdych i, 5,k od 1 don x; - x; = xy,
implikuje y; - y; = Y.

Obserwacja 2. Jezeli k € {1,...,n} i calkowita n-tka (z1,...,T,) speinia
-1

22" < max(|z1], ..., |za|) = |zK| < 22" to falszywosé Praypuszczenia 4 dla
(T1,...,3,) implikuje, Ze jest ono falszywe takze dla (x1,...,xn,23). Ten cigg
n+ 1 liczb catkowitych spelnia warunek

+1
22" < max(|as), .. ., e, [22]) = |ax2 < 227
Dla ustalonego n, Przypuszczenie 4 moze zostaé potwierdzone (lecz nie obalone)
przez sprawdzenie skonczenie wielu catkowitych n-tek (z1,...,z,). Na mocy
Obserwacji 2, je$li Przypuszczenie 4 jest falszywe dla jakiego$ n, to jest tez
falszywe dla n+1,n+4+2,n+ 3, .... Mozna wiec napisa¢ program, ktéry wykonuje

nieskonczenie wiele krokéw i kolejno wypisuje wszystkie liczby naturalne
n > 2, dla ktérych Przypuszczenie 4 jest prawdziwe, patrz [7], [15] i [17]. Jezeli
Przypuszczenie 4 jest falszywe, to wyjscie programu jest skoniczone i na koncu

. . . 2n71 on
jest catkowita n-tka (ai,...,a,), gdzie n > 4, 2 < max(|ail, ..., lan]) <2
i uktad
{zi+zj=wzr: (G, 5ke{l,....,n})A(a;+a; =ax)} U

{i-zj=axr: (4,7, ke{l,....n})A(a;i-aj =a)}
jest kontrprzyktadem dla Przypuszczenia 2.
Zapis na wyjsciu tego programu po nieskonczenie wielu krokach odnosi sie¢ do
spelnialnosci, a nie dowiedlnosci zdania

Vn > 2 Przypuszczenie 4 dla n-tek

w jakim$ systemie aksjomatycznym. Niech P oznacza powyzsze zdanie. Jest ono
rownowazne zdaniu

Vn > 1 Przypuszczenie 1 dla poduktadow uktadu F,
Rozwazmy algorytm, ktéry generuje wszystkie skonczone ciagi formul jezyka

teorii mnogosci ZFC w kolejnosci liczby uzytych znakéw i zwraca kazde
W e {P, =P}, gdy jest to pierwszy napotkany dowéd W w ZFC.

Na wyjsciu algorytmu jest P i =P wtedy i tylko wtedy, gdy ZFC jest sprzeczna.

Na wyjsciu algorytmu jest doktadnie P wtedy i tylko wtedy, gdy P jest
dowiedlne w ZFC i ZFC jest niesprzeczna.

Na wyjsciu algorytmu jest doktadnie =P wtedy i tylko wtedy, gdy —P jest
dowiedlne w ZFC i ZFC jest niesprzeczna.

Wyjécie algorytmu jest puste wtedy i tylko wtedy, gdy P jest nierozstrzygalne
w ZFC.

Nie jest znane doswiadczenie fizyczne, ktérego wyniki moga byé odczytane
i zinterpretowane jako rozstrzygniecie zdania P. Mozliwos¢ zrealizowania
obliczen wykonywanych w nieskonczenie wielu krokach jest rozwazana
przez fizyke teoretyczna, patrz rozdziat VIII | Relativistic and Quantum
Hypercomputation” ksiazki [11].
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MuPAD to system algebry
komputerowej w MATLABie.
Programy w [14] i [15] sa réwniez
wykonywalne przez darmowy
MuPAD Light, patrz [13].

[16]

Literatura

7. Adamowicz, X Problem Hilberta, w: Problemy Hilberta: w piecdziesieciolecie
$mierci ich tworey (red. W. Wiestaw), str. 123-128, Instytut Historii Nauki
PAN, Warszawa, 1997,

http://www.cyf-kr.edu.pl/ rttyszka/Adamowicz.pdf.

Z. Adamowicz, P. Zbierski, Logika matematyczna, PWN, Warszawa, 1991.

J. L. Britton, Integer solutions of systems of quadratic equations, Math. Proc.
Cambridge Philos. Soc. 86 (1979), nr 3, str. 385-389.

Y. Bugeaud, M. Mignotte, S. Siksek, M. Stoll, Sz. Tengely, Integral points on
hyperelliptic curves, Algebra & Number Theory 2 (2008), nr 8, str. 859-885,
http://arxiv.org/abs/0801.4459.

M. Davis, Hilbert’s tenth problem is unsolvable, Amer. Math. Monthly 80 (1973),
no. 3, 233269,
http://mathdl.maa.org/images/upload_library/22/Ford/MartinDavis.pdf.

M. Davis, On the number of solutions of Diophantine equations, Proc. Amer.
Math. Soc. 35 (1972), nr 2, str. 552-554,
http://www. jstor.org/stable/2037646.

W. Kulik, Program w Pascalu dla niekonczgcego sie algorytmu wypisujgcego
kolejno wszystkie liczby naturalne n > 2, dla ktorych prawdziwe jest
Przypuszczenie 4,

http://www.cyf-kr.edu.pl/ rttyszka/program.pas,
http://www.cyf-kr.edu.pl/ rttyszka/program.exe.

Yu. Matiyasevich, Hilbert’s tenth problem, MIT Press, Cambridge, MA, 1993,
http://www.cyf-kr.edu.pl/ rttyszka/strony_3_4.pdf,
http://www.cyf-kr.edu.pl/ rttyszka/strony_129_130.pdf.

Yu. Matiyasevich, Hilbert’s tenth problem: what was done and what is to be
done. Hilbert’s tenth problem: relations with arithmetic and algebraic geometry
(Ghent, 1999), str. 1-47, Contemp. Math. 270, Amer. Math. Soc., Providence,
RI, 2000,

http://www.cyf-kr.edu.pl/ rttyszka/Appendix_6.pdf.

Th. Skolem, Diophantische Gleichungen, Julius Springer, Berlin, 1938,
http://www.cyf-kr.edu.pl/ rttyszka/strony_1_3.pdf.

A. Syropoulos, Hypercomputation: Computing beyond the Church-Turing barrier,
Springer, New York, 2008.

A. Tyszka, A hypothetical upper bound for the solutions of a Diophantine
equation with a finite number of solutions,
http://arxiv.org/abs/0901.2093.

A. Tyszka, Linki do pliku instalacyjnego MuPADa Light,
http://www.cyf-kr.edu.pl/ rttyszka/MuPAD-Install.html.

A. Tyszka, Program w MuPADzie rozwiqzujgcy réwnanie x5 — 1 = 13 — T2,

http://www.cyf-kr.edu.pl/ rttyszka/program i _rozwiazania.txt.

A. Tyszka, Programy w MuPADzie dla niekoriczgcego sie algorytmu
wypisujgcego kolejno wszystkie liczby naturalne n > 2, dla ktorych prawdziwe jest
Przypuszczenie 4,

http://www.cyf-kr.edu.pl/ rttyszka/programl.txt,
http://www.cyf-kr.edu.pl/ rttyszka/programla.txt,
http://www.cyf-kr.edu.pl/ "rttyszka/1000wynikow. txt.

A. Tyszka, K. Molenda, M. Sporysz, An algorithm which transforms any
Diophantine equation into an equivalent system of equations of the forms x; =1,
x; + T =Tk, T; - &; = Tk, Int. Math. Forum 8 (2013), nr 1, str. 31-37,
http://m-hikari.com/imf/imf-2013/1-4-2013/tyszkaIMF1-4-2013-1.pdf.

19



[17]

A. Tyszka, M. Sporysz, A. Peszek, A conjecture on integer arithmetic which
implies that there is an algorithm which to each Diophantine equation assigns
an integer which is greater than the heights of integer (non-negative integer,
rational) solutions, if these solutions form a finite set, Int. Math. Forum 8
(2013), nr 1, str. 39-46,
http://m-hikari.com/imf/imf-2013/1-4-2013/tyszkaIMF1-4-2013-2.pdf.

M. Waldschmidt, Open Diophantine problems, Mosc. Math. J. 4 (2004), nr 1,

str. 245-305,
http://arxiv.org/abs/math/0312440.

20



