
Thoralf Skolem udowodnił, że każde
równanie diofantyczne może być
algorytmicznie przekształcone na
równoważny układ równań
diofantycznych stopnia co najwyżej
drugiego, patrz [10, str. 2–3],
[3, str. 386–387, dowód Theorem 1],
[5, str. 262–263, dowód Theorem 7.5]
i [8, str. 3–4]. Np. równanie
x51 − x1 = x22 − x2 jest równoważne
poniższemu układowi (U):

(U)



x1 · x1 = x3

x3 · x3 = x4

x1 · x4 = x5

x1 + x6 = x5

x2 · x2 = x7

x2 + x6 = x7

Układ (U) jest mały, bo został znaleziony
ad hoc. Gdy układ równoważny
zdefiniujemy tak, jak w dowodzie
Twierdzenia, będzie on zawierał
(2 · 1 + 1)(2+1)·(5+1) = 318 zmiennych.

Jak rozwiązać równanie diofantyczne
o skończonej liczbie rozwiązań całkowitych?

Apoloniusz TYSZKA, Kraków

Równanie diofantyczne to równanie postaci D(x1, . . . , xp) = 0, gdzie
D(x1, . . . , xp) jest wielomianem o współczynnikach całkowitych. Negatywne
rozwiązanie 10. problemu Hilberta mówi, że nie istnieje algorytm rozstrzygający,
czy równanie diofantyczne ma jakieś rozwiązanie całkowite. Udowodnił to Yuri
Matiyasevich w 1970 roku, patrz [1], [2], [5], [8] i [9]. Nie istnieje też algorytm
rozstrzygający, czy liczba rozwiązań całkowitych równania diofantycznego jest
skończona czy nieskończona, patrz [6] i [8] str. 129–130.

Pytanie z tytułu dotyczy istnienia algorytmu, który przyjmuje na wejściu
wielomian D(x1, . . . , xp) o współczynnikach całkowitych i zwraca skończony
ciąg całkowitych p-tek, którego wyrazy tworzą zbiór wszystkich całkowitych
rozwiązań równania D(x1, . . . , xp) = 0, jeżeli jest on skończony. Równoważne
pytanie brzmi: Czy istnieje algorytm, który każdemu równaniu diofantycznemu
przyporządkowuje liczbę naturalną większą od modułów rozwiązań całkowitych,
gdy rozwiązania te tworzą zbiór skończony?

Yu. Matiyasevich przypuszcza, że taki algorytm nie istnieje, patrz [9]
str. 42. Inne przypuszczenie mówi, że poszukiwany algorytm istnieje dla
równań z dwiema zmiennymi, patrz [18] str. 247. Dla równań z jedną
zmienną konstrukcja takiego algorytmu wynika z istnienia obliczalnego
górnego ograniczenia modułów pierwiastków rzeczywistych wielomianu
o współczynnikach całkowitych. W artykule przedstawimy przypuszczenie,
które prowadzi do konstrukcji poszukiwanego algorytmu.

Niech En oznacza układ równań

{xi = 1, xi + xj = xk, xi · xj = xk : i, j, k ∈ {1, . . . , n}}.

Twierdzenie. Gdy wielomian D(x1, . . . , xp) o współczynnikach całkowitych ma
niezerowy stopień względem każdej zmiennej xi, to równanie D(x1, . . . , xp) = 0
można przedstawić równoważnie jako układ S ⊆ En, gdzie

n = (2M + 1)(d1 + 1) · . . . · (dp + 1),

M oznacza maksimum modułów współczynników wielomianu D(x1, . . . , xp)
i dla każdego i ∈ {1, . . . , p} di jest stopniem wielomianu D(x1, . . . , xp) względem
zmiennej xi.

Dowód. Rozważmy zbiór T wszystkich wielomianów W (x1, . . . , xp)
o współczynnikach całkowitych z przedziału [−M,M ], dla których dla każdego
i ∈ {1, . . . , p} stopień wielomianu W (x1, . . . , xp) względem zmiennej xi nie
przekracza stopnia wielomianu D(x1, . . . , xp) względem zmiennej xi. Niech
card(T ) oznacza liczebność zbioru T . Wówczas

card(T ) = (2M + 1)(d1 + 1) · . . . · (dp + 1)

Każdemu wielomianowi należącemu do T \ {x1, . . . , xp} przypiszmy nową
zmienną xi, gdzie i ∈ {p+ 1, . . . , card(T )}. Wówczas D(x1, . . . , xp) = xq dla
dokładnie jednego q ∈ {1, . . . , card(T )}. Niech H oznacza zbiór tych równań
należących do Ecard(T ), które są tożsamościami w T . Układ równań

S = H ∪ {xq + xq = xq} ⊆ Ecard(T )

równoważnie wyraża równość D(x1, . . . , xp) = 0 i ma tyle samo rozwiązań
całkowitych, co równanie D(x1, . . . , xp) = 0. �

W pracach [12] i [16] przedstawiamy bardziej szczegółowy dowód. Dla równania
x1 · x2 = 1 algorytm z powyższego dowodu wyznacza układ zawierający
(2 · 1 + 1)(1+1)·(1+1) = 81 zmiennych i składający się z jednego równania postaci
xi = 1, 2402 równań postaci xi + xj = xk i 549 równań postaci xi · xj = xk,
patrz [16].
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Wszystkimi rozwiązaniami całkowitymi
równania x51 − x1 = x22 − x2 są pary
(−1, 0), (−1, 1), (0, 0), (0, 1), (1, 0),
(1, 1), (2,−5), (2, 6), (3,−15), (3, 16),
(30,−4929) i (30, 4930), patrz [4].
Wykażemy, że rozwiązania te można
obliczyć korzystając z Przypuszczenia 1
i założenia, że równanie ma tylko
skończenie wiele rozwiązań całkowitych.
Równanie jest równoważne poniższemu
układowi (U):

(U)



x1 · x1 = x3

x3 · x3 = x4

x1 · x4 = x5

x1 + x6 = x5

x2 · x2 = x7

x2 + x6 = x7

Każda liczba rzeczywista x2 spełnia
nierówność x22 − x2  − 14 , więc
w dziedzinie liczb całkowitych równość
x51 − x1 = x22 − x2 implikuje −1 ¬ x1.
Stosując Przypuszczenie 1 otrzymujemy,
że każde całkowite rozwiązanie
układu (U) spełnia

|x51| = |x5| ¬ 227−1 = 264.
Zatem,

−1 ¬ x1 ¬
[

2
64
5

]
= 7131,

gdzie [·] oznacza część całkowitą.
W tym zakresie zmiennej całkowitej x1
równoważne równanie diofantyczne
4x51 − 4x1 + 1 = (2x2 − 1)2

zostało rozwiązane komputerowo,
patrz [14]. Rozwiązania te są identyczne
z już przedstawionymi.

Dla wielu równań diofantycznych o skończoności zbioru rozwiązań całkowitych
wiemy z twierdzeń, których dowody nie dostarczają obliczalnego ograniczenia
modułów rozwiązań. Twierdzenie wraz z poniższym przypuszczeniem implikuje,
że pomijając ogrom obliczeń można znaleźć wszystkie rozwiązania tych równań
diofantycznych, dla których liczba rozwiązań jest skończona.

Przypuszczenie 1. Jeśli tylko skończenie wiele całkowitych n-tek (x1, . . . , xn)
rozwiązuje układ S ⊆ En, to każde takie (x1, . . . , xn) spełnia

|x1|, . . . , |xn| ¬ 22n−1
.

Przypuszczenie 1 zostało potwierdzone dla n ∈ {1, 2, 3}, patrz [12]. Dla n  2

ograniczenie 22n−1
nie może być zmniejszone, bo układ

x1 + x1 = x2

x1 · x1 = x2

x2 · x2 = x3

x3 · x3 = x4

. . .

xn−1 · xn−1 = xn
ma dokładnie dwa rozwiązania całkowite, a mianowicie (0, . . . , 0)

i
(

2, 4, 16, 256, . . . , 22n−2
, 22n−1)

.

Każdemu układowi S ⊆ En przyporządkujemy układ S̃ zdefiniowany jako

(S \ {xi = 1 : i ∈ {1, . . . , n}})∪
{xi · xj = xj : i, j ∈ {1, . . . , n} i równanie xi = 1 należy do S}

Innymi słowy, aby otrzymać S̃ usuwamy z S każde równanie xi = 1
i zastępujemy je przez następujące n równań:

xi · x1 = x1

. . .

xi · xn = xn

Lemat. Dla każdego układu S ⊆ En
{(x1, . . . , xn) ∈ Zn : (x1, . . . , xn) rozwiązuje S̃} =

{(x1, . . . , xn) ∈ Zn : (x1, . . . , xn) rozwiązuje S} ∪ {(0, . . . , 0)}

Lemat implikuje równoważność Przypuszczeń 1–3.

Przypuszczenie 2. Jeśli tylko skończenie wiele całkowitych n-tek (x1, . . . , xn)
rozwiązuje układ S ⊆ {xi + xj = xk, xi · xj = xk : i, j, k ∈ {1, . . . , n}}, to każde

takie (x1, . . . , xn) spełnia |x1|, . . . , |xn| ¬ 22n−1
.

Przypuszczenie 3. Dla każdej całkowitej n-tki (x1, . . . , xn), jeśli

22n−1
< max(|x1|, . . . , |xn|), to istnieje całkowita n-tka (y1, . . . , yn), dla której

max(|x1|, . . . , |xn|) < max(|y1|, . . . , |yn|) i dla każdych i, j, k od 1 do n
xi + xj = xk implikuje yi + yj = yk i dla każdych i, j, k od 1 do n xi · xj = xk
implikuje yi · yj = yk.

Przestawiając liczbę z maksymalnym modułem na początek n-tki (x1, . . . , xn)
otrzymujemy, że zdanie

∀x1, . . . , xn ∈ Z ∃y1, . . . , yn ∈ Z(
22n−1

< |x1| =⇒ (|x1| < |y1| ∨ . . . ∨ |x1| < |yn|)
)
∧(

∀i, j, k ∈ {1, . . . , n} (xi + xj = xk =⇒ yi + yj = yk)
)
∧(

∀i, j, k ∈ {1, . . . , n} (xi · xj = xk =⇒ yi · yj = yk)
)

jest równoważne Przypuszczeniu 3. Przypuszczenie w tej postaci wyraża
hipotetyczną własność arytmetyki liczb całkowitych.
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Obserwacja 1. Dla wszystkich dodatnich całkowitych n, m spełniających
n ¬ m, jeżeli Przypuszczenie 3 jest fałszywe dla pewnej całkowitej n-tki
(x1, . . . , xn) i 22m−1

< |x1| ¬ 22m , to jest ono także fałszywe dla m-tki
( x1, . . . , x1︸ ︷︷ ︸
m−n+1 razy

, x2, . . . , xn). Analogiczne stwierdzenie jest prawdziwe dla dowolnego

indeksu k ∈ {1, . . . , n}.

Na mocy Obserwacji 1, Przypuszczenie 3 rozważane łącznie dla wszystkich n jest
równoważne Przypuszczeniu 4 rozważanemu łącznie dla wszystkich n.

Przypuszczenie 4. Dla każdej całkowitej n-tki (x1, . . . , xn), jeśli

22n−1
< max(|x1|, . . . , |xn|) ¬ 22n , to istnieje całkowita n-tka (y1, . . . , yn), dla

której max(|x1|, . . . , |xn|) < max(|y1|, . . . , |yn|) i dla każdych i, j, k od 1 do n
xi + xj = xk implikuje yi + yj = yk i dla każdych i, j, k od 1 do n xi · xj = xk
implikuje yi · yj = yk.

Obserwacja 2. Jeżeli k ∈ {1, . . . , n} i całkowita n-tka (x1, . . . , xn) spełnia

22n−1
< max(|x1|, . . . , |xn|) = |xk| ¬ 22n , to fałszywość Przypuszczenia 4 dla

(x1, . . . , xn) implikuje, że jest ono fałszywe także dla (x1, . . . , xn, x
2
k). Ten ciąg

n+ 1 liczb całkowitych spełnia warunek
22n < max(|x1|, . . . , |xn|, |x2

k|) = |xk|2 ¬ 22n+1
.

Dla ustalonego n, Przypuszczenie 4 może zostać potwierdzone (lecz nie obalone)
przez sprawdzenie skończenie wielu całkowitych n-tek (x1, . . . , xn). Na mocy
Obserwacji 2, jeśli Przypuszczenie 4 jest fałszywe dla jakiegoś n, to jest też
fałszywe dla n+ 1, n+ 2, n+ 3, . . .. Można więc napisać program, który wykonuje
nieskończenie wiele kroków i kolejno wypisuje wszystkie liczby naturalne
n  2, dla których Przypuszczenie 4 jest prawdziwe, patrz [7], [15] i [17]. Jeżeli
Przypuszczenie 4 jest fałszywe, to wyjście programu jest skończone i na końcu

jest całkowita n-tka (a1, . . . , an), gdzie n  4, 22n−1
< max

(
|a1|, . . . , |an|

)
¬ 22n

i układ

{xi + xj = xk : (i, j, k ∈ {1, . . . , n}) ∧ (ai + aj = ak)} ∪
{xi · xj = xk : (i, j, k ∈ {1, . . . , n}) ∧ (ai · aj = ak)}

jest kontrprzykładem dla Przypuszczenia 2.

Zapis na wyjściu tego programu po nieskończenie wielu krokach odnosi się do
spełnialności, a nie dowiedlności zdania

∀n  2 Przypuszczenie 4 dla n-tek

w jakimś systemie aksjomatycznym. Niech P oznacza powyższe zdanie. Jest ono
równoważne zdaniu

∀n  1 Przypuszczenie 1 dla podukładów układu En

Rozważmy algorytm, który generuje wszystkie skończone ciągi formuł języka
teorii mnogości ZFC w kolejności liczby użytych znaków i zwraca każde
W ∈ {P, ¬P}, gdy jest to pierwszy napotkany dowód W w ZFC.

Na wyjściu algorytmu jest P i ¬P wtedy i tylko wtedy, gdy ZFC jest sprzeczna.

Na wyjściu algorytmu jest dokładnie P wtedy i tylko wtedy, gdy P jest
dowiedlne w ZFC i ZFC jest niesprzeczna.

Na wyjściu algorytmu jest dokładnie ¬P wtedy i tylko wtedy, gdy ¬P jest
dowiedlne w ZFC i ZFC jest niesprzeczna.

Wyjście algorytmu jest puste wtedy i tylko wtedy, gdy P jest nierozstrzygalne
w ZFC.

Nie jest znane doświadczenie fizyczne, którego wyniki mogą być odczytane
i zinterpretowane jako rozstrzygnięcie zdania P. Możliwość zrealizowania
obliczeń wykonywanych w nieskończenie wielu krokach jest rozważana
przez fizykę teoretyczną, patrz rozdział VIII „Relativistic and Quantum
Hypercomputation” książki [11].
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MuPAD to system algebry
komputerowej w MATLABie.
Programy w [14] i [15] są również
wykonywalne przez darmowy
MuPAD Light, patrz [13].
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