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Rys. 1. Miara spektralna p(I) méwi jaki
procent warto$ci wlasnych znajduje sie
w przedziale I. Na rysunku pu(I) = 4/7.

Rys. 2. Wigner semi-circle law.

Stupki prezentuja wartosci wlasne 10°
macierzy losowych GUE3s otrzymanych
numerycznie w programie Matras®,
Linia to wykres funkcji 5=v/4 — 2.
Zatem macierz 32 X 32 jest juz duzego
rozmiaru.

(Nie)obliczalne wyjatki
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Chcemy mowi¢ o macierzach losowych, przyda sie maly wstep i motywacja.
O historii teorii 1 bogatej bibliografii mozna poczytaé¢ do poduszki w artykule [1].

W mechanice kwantowej uktad opisuje si¢ za pomoca hamiltonianu H , ktéry jest
operatorem hermitowskim dzialajacym na pewnej przestrzeni stanéw, ktéra jest
przestrzenig Hilberta H, .
H:H— H.

O wtasnoéciach uktadu wnioskuje sie z réwnania Schrodingera

Hp) = E),
gdzie E € R, |¢) € H to niewiadome. Jest to wigc po prostu réwnanie na wektory
(J)) 1 wartosci wlasne (E) hamiltonianu H.

Przyklad. W fizyce jadrowej rozwaza sie jadra cigzkich pierwiastkow

i konfiguracje ich elektronéw. Wtedy H = CV, N — duze, za$ H jest bardzo
skomplikowane, ale wyobrazalne, bo to jest macierz zespolona rozmiaru N x N,
hermitowska, tzn. H;; = H;;. Hamiltonian H jest tak zmontowany, ze réwnanie
Schrodingera podaje mozliwe stany podstawowe |1);), i = 1,..., N, naszego
atomu o energiach podstawowych E;. Gdy poswiecimy na jadro fotonem -, atom
przechodzi ze stanu |¢);) do |1);) zwickszajac energic o E; — E;.

Problem polega na tym, ze rownanie Schrodingera rzadko kiedy udaje sie
analitycznie rozwiazaé¢. Mimo to chcieliby$my co$ na jego podstawie powiedzieé¢
o wlasnosciach ukladu. Genialny pomyst pochodzi od Eugeniusza Wignera

z 1950 roku,

W)

Co to znaczy losowe?

N jest duze, H skomplikowane, potraktujmy H jakby byto losowe!

Definicja. Niech H,,,, K, to niezalezne standardowe zmienne gaussowskie,
co oznacza, ze sa to liczby rzeczywiste, przy czym prawdopg)dobieﬁstwo
wylosowania liczby z przedziatu (z, x 4+ dx) wynosi \/%e’”” /2dz. Macierz
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nazywamy macierza GUEy (Gaussian Unitary Ensemble).

Zeby bada¢ rozklad wartoéci wlasnych macierzy losowej, definiuje sie tzw. miare
spektralng.

Definicja. Niech A bedzie hermitowska macierzg N x N. Przypomnijmy, ze
wowcezas jej wartosci wiasne to N liczb rzeczywistych. Dla przedziatu I C R
okreslamy liczbe (1) jako utamek liczby wartosdci wlasnych z przedziatu I,

1
w(l) = N (liczba wartosci wlasnych macierzy A z przedziatu T).

Z definicji, p(R) = 1, wiec p jest miara probabilistyczna na R i nazywa sie ja
miarg spektralng macierzy A.

Twierdzenie. (E. Wigner, 195§) Niech Hy to macierz GUEy. Niech 1N to
miara spektralna macierzy ﬁH ~N. Woéwczas dla kazdego przedziatlu I C R,

1
pn(I) — —VA—ada,

p.n..
N—o0 IN[—2,2] 27

Oznacza to, ze wartosci wlasne przeskalowanej przez faktor 1/ VN duzej
macierzy GUEy sa prawie na pewno z przedzialu [—2, 2], a prawdopodobiefistwo
znalezienia wartosci wlasnej wokél x € [—2,2] wynosi 5-v/4 — 22dz. Faktor
1/+/N bierze sie stad, ze euklidesowa dtugoéé¢ pojedynczej kolumny macierzy
GUEy jest rzedu VN.
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Okazuje sie, ze poziomy energetyczne ciezkich pierwiastkéw, ktére mozna
przeciez mierzy¢ do$wiadczalnie, sa idealnie opisywane przez semi-circle law,
czyli pomyst Wignera wypalit.

Czy rozklad Gaussa obecny w definicji macierzy GUE jest wyjgtkowy? Nie ma
miejsca na wyjgtek, bo dla wszystkich macierzy losowych, byle o elementach
niezaleznych, ich spektra zachowuja sie asymptotycznie tak samo. Zatem to co
jest odpowiedzialne za cud, to nie konkretny rozktad elementéw macierzowych,
lecz brak korelacji miedzy nimi.

Twierdzenie. (L. Pastur, 1973) Niech K, Hy,y to niezalezne zmienne
losowe o $redniej 0 i wariancji 1. Niech Hy to macierz losowa zadana
wzorem (1). Niech uy to miara spektralna macierzy Hy. Wowcezas dla kazdego
przedziatu I C R,

1
un(I) — — V4 — 2%dz, p.n..

N—oo Jrn[_2,2] 27

To zjawisko nazywa sie uniwersalno$ciq spektrum macierzy losowych.

Przejdziemy teraz do zagadnienia, gdzie pojawi sie maly wyjgtek. Zaczniemy
znowu od odrobiny motywacji fizycznej. Jak juz mamy jaki$ stan kwantowy |¢),
to jego ewolucja w czasie jest zadana przez rownanie Schrodingera

B u(6) = ity (0,

ktorego rozwiazaniem jest

[%(t)) = e H/M [ (0)),
czyli ewolucje w czasie uktadu kwantowego opisuje operator
U, = o itH /N
Jest on unitarny,
Ut*Ut _ eitﬁ*/heqtﬁ/ﬁ —1d.
Znowu mozemy pomysleé, ze paradygmat Wignera (W) bedzie skuteczny, tzn.

dynamika w czasie duzego uktadu kwantowego bedzie z dobrym przyblizeniem
opisana za pomoca losowej macierzy unitarne;j.

Definicja. Niech
\/i m,nN

bedzie losowa macierza, gdzie K,,,, H, to niezalezne standardowe zmienne
gaussowskie. Niech U bedzie macierza powstala z G za pomoca ortogonalizacji
Grama-Schmidta. Nazywamy ja losowa macierza CUEy (Circular Unitary
Ensemble).

Dlaczego ta definicja jest dobra? Otéz, jesli U jest macierza CUEy, zas V to
deterministyczna macierz unitarna N x N, to rozktad VU jeth taki sam jak
macierzy U, tzn. dla kazdego mierzalnego podzbioru A ¢ CV" macierzy N x N

(2) PVUe€A)=P{Ue€A).

Innymi stowy, losowe wlasnosci macierzy CUEy sa niezmiennicze ze wzgledu
na operacje unitarne, bez czego nasz model, w ktorym operator unitarny
zadajacy dynamike uktadu kwantowego zastepujemy macierza CUE, nie
mialby sensu. Agitacja za (2) nie jest skomplikowana. Niech T" oznacza
procedure ortogonalizacji, tzn. U = T(G), gdzie G jest macierza o elementach
gaussowskich, jak w definicji. Metoda inspekcji wzrokowej stwierdzamy, ze
oczywiscie VT'(G) = T(VG), a poniewaz VG ma taki sam rozklad jak G
(rozklad Gaussa ze swej natury jest rotacyjnie niezmienniczy), to

PVUeA)=PTVG) eA)=PT(G) ecA)=PUcA).



Rys. 3. Definicja spacingdw.
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Rys. 4. Stupki prezentuja spacingi 10°
macierzy losowych CUEg35 otrzymanych
numerycznie. Linia to wykres funkcji
%mze’“z/”.
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Rys. 5. Stupki prezentuja odpowiednio
przeskalowany minimalny spacing Smin
obliczony numerycznie dla 10° macierzy
losowych CUEgs. Linia to wykres funkcji

[
3x2e™".

Znowu interesuje nas spektrum macierzy U. Tym razem sa to losowe liczby

7 okregu jednostkowego {z € C; |z| = 1}, powiedzmy {e?*,... €N} ktore
opisujemy za pomoca faz wlasnych 6; € [0,27) macierzy U. Ich statystyczne
wlasnosci bada si¢ zwykle za pomoca troche subtelniejszych narzedzi jak miara

spektralna, ktérymi sg tzw. spacingi, czyli zmienne losowe
Sj=0;,-0;, dlaj=1,...,N—1,

VR
Sy =07 + 27 — 0y,

gdzie fazy 0; zostaly uporzadkowane i oznaczone 67, 0 <07 <... <0y < 2.

Dalej, definiuje sie typowy spacing S jako

S=3S5

rand’
gdzie rand to liczba wylosowana ze zbioru {1,..., N}, przy czym wybranie
kazdej z tych liczb jest jednakowo prawdopodobne. Okre$lamy tez spacingi
ekstremalne,
Smin = mln Sjv
1<GEN

Smax = max Sj.
1<GEN

Moéwia one nam jak duza tendencje maja fazy wiasne do akumulowania sie.
Dla macierzy CUE spacingi sa dobrze zbadane. Skalujemy tak, aby $rednia (S

typowego spacingu S wynosita 1. Tg érednia nie jest trudno policzy¢, zauwazmy
bowiem, ze

g B Z;\Izl (S5) N AN
< rand> - N - N - N
Zatem definiujemy przeskalowane spacingi,
N N .
5 = 570> 5= %S, itd.

Wéwczas,

s dla duzych N ma w przyblizeniu gestosé %x%_‘“ﬁ/ L

(Smin) jest rzedu 1/N'/3,

(pewna stala) - N30 dla duzych N ma w przyblizeniu gestos¢ 33:26_“”3,

Smax jest rzedu vInn.

(Méwiac, ze ay jest rzedu by mamy na mysli, ze iloraz ay /by zbiega do pewnej
stalej.) Twierdzenie graniczne dla fluktuacji smax/vInn wokol stalej nie jest
znane.

Znowu jest tak, ze CUE nie jest wyjgtkowe. Dla spacingdéw macierzy GUE
zachodza takie same twierdzenia graniczne.

Mozna jednak naturalnie wprowadzi¢ pewne korelacje pomiedzy blokami
macierzy unitarnych i otrzymaé wyjgtkowe zachowanie sie spacingéw. Wyjatkowe
w tym sensie, ze twierdzenia graniczne beda inne. Nalezy sie¢ jednak odniesé

do tych wynikéw z rezerwa, gdyz sa one potwierdzone tylko numerycznie.
Odpowiednich obliczen analitycznie nie udalo sie jeszcze przeprowadzié, wiec
dlatego te wyjqtki, ktore pokazemy, sa nieobliczalne.

Naturalng operacja w mechanice kwantowej jest iloczyn tensorowy, ktéry
odpowiada za {gczenie poduktadow. Jesli H;,i=1,2, to hamiltonian
poduktadu 7, to hamiltonian calego ukladu wynosi H, @ H,. Przypomnijmy,
ze iloczyn tensorowy macierzy to operacja polegajaca na mnozeniu po
wspdlrzednych kazdego elementu z kazdym. Jesli A = [a;;]; j<n jest macierza
N x N, B = [bijli j<um jest macierza M x M, to A® B jest macierza rozmiaru
MN x MN, okreslong jako

auB algB . alNB
ang CLQQB N agNB

A®B= . = [ai;brili j<N ki< M-
aNlB aNQB e CLNNB



Rys. 6. Stupki prezentujg przeskalowany
minimalny spacing smin obliczony
numerycznie dla 10° macierzy losowych
CUE;128®CUE;2g. Linia to wykres

funkcji e *.

X,

Rys. 7. Stupki prezentujg odpowiednio
przeskalowany maksymalny spacing Smax
obliczony numerycznie dla 10° macierzy
losowych (CUE2)®?2, Linia to wykres
funkcji e_(m+7)_“7(z+‘Y) .

Dynamika jest tez wyznaczona przez iloczyn tensorowy operatorow
z poduktadow R A R
U=U1®Uy,
gdyz
GitH1 /R g GitHa /B _ it(H\@Hy)/h.
Pytanie zatem brzmi: co mozna powiedzie¢ o statystycznych wlasnosciach
spektrum macierzy losowych

1) U, ® Uy, U; eCUE,, N=7’L2, n — 00,
2) U1®...0U,, U eCUEy, N =2",n— ?

Pierwszy przypadek odpowiada sytuacji w ktorej taczymy dwa duze poduktady
kwantowe, kazdy o n wymiarowej przestrzeni stanéw otrzymujac N = n?
wymiarowy uklad, natomiast drugi — gdy taczymy bardzo duzo, powiedzmy

n malych ukltadéw dwu-wymiarowych otrzymujac ukltad N = 2™ wymiarowy.
Druga sytuacja jest naturalna z punktu widzenia zastosowan w informatyce
kwantowe;.

W obu przypadkach udowodniono, ze
s dla duzych N ma w przyblizeniu gesto$é e™7.

Co Z Smin 1 Smax! Mozna by, heurystycznie, rozumowaé nastepujaco. Skoro
typowy spacing ma rozklad wyktadniczy, to zalézmy, ze wszystkie spacingi
S1,-...,SN maja rozktad wyktadniczy i sg niezalezne i zobaczmy jakie Smin 1 Smax
wtedy wyjdzie. Latwe rachunki prowadza do wniosku, ze

(Smin) jest rzedu 1/N,

NSmin  dla duzych N ma w przyblizeniu gestosé e,

Smax jest rzedu Inn,

_ _e—(x+v)
Smin —InN € (@+7)—e )

dla duzych N ma w przyblizeniu gestos¢
gdzie v = lim,, .o (D" r_; 1/k — Inn) jest stala Eulera.

Testy numeryczne pokazuja, ze te twierdzenia graniczne dzialaja (por. rys. 6, 7).
Wyjatkowe?
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