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Rys. 1. Tréjkat Sierpinskiego

Rys. 3. Fraktalna struktura drzewa

Gra w chaos i sekwencje DNA
Magdalena NOWAK, Kielce

Nasza opowies¢ rozgrywa sie w krainie fraktali. Obiekty te stosunkowo niedawno
(lata 80-te) znalazly swoje miejsce w matematycznym $wiecie, choé zaliczaja

sie do nich, pochodzace z przelomu XIX-XX wieku, zbiér Cantora, krzywe
Peano i Hilberta oraz krzywa i ptatek Kocha. Twory te byly krytykowane przez
owczesnych naukowcdw i traktowane jako dziwolagi matematyczne. Dopiero
zaliczenie ich do fraktali, nadalo im nowe znaczenie. Geometria fraktalna
znalazta bowiem szerokie zastosowanie w takich dziedzinach jak ekonomia,
meteorologia, medycyna, grafika komputerowa, astronomia i w wielu innych.

Czym wlasciwie sg fraktale? To zabawne, ale jak dotad, nie ma dla nich
precyzyjnej matematycznej definicji. Ze wzgledu na ogromna réznorodno$é
fraktali trudno znalez¢é dla nich Sciste matematyczne ramy. Jednak rozpoznajemy
je intuicyjnie i potrafimy wskazaé¢ kilka cech wystepujacych u wigkszosci z nich.
Pierwsza wlasnoscia fraktali jest nieregularny ksztalt oraz struktura, ktora

nie da si¢ zapisa¢ za pomoca klasycznej geometrii. Ponadto, powigkszajac
fraktala mozna odkry¢ w jego skomplikowanej budowie coraz to nowe szczegdly.
Mimo to obiekty fraktalne powstaja zazwyczaj w wyniku prostych, czesto
rekurencyjnych wzoréw. Kolejng ich cecha jest wymiar fraktalny, ktéry czesto
przyjmuje wartoéci utamkowe. Wreszcie duza czesé fraktali charakteryzuje sie
samopodobienstwem. To wladnie na tej wlasnosci skupimy si¢ najbardzie;j.

1. Samopodobne (s)twory

Obiekty samopodobne to takie, w ktérych kazdy fragment podobny jest do
calodci. Najlatwiej dostrzec te ceche w trojkacie Sierpinskiego — kolejnym
klasycznym przykladzie fraktala (rys. 1). Samopodobiefistwo jest zazwycza]
wynikiem rekurencyjnej konstrukeji. W przypadku tréjkata Sierpinskiego
zaczyna si¢ ona od tréjkata réwnobocznego i wyglada nastepujaco: kazdy
tréjkat dzielimy na cztery, taczac srodki jego bokéw i wycinamy $rodkowa
czeS¢ — otrzymujemy trzy mniejsze tréjkaty, z ktorymi postepujemy tak samo,
w nieskonczonosé.
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Rys. 2. Rekurencyjna konstrukcja tréjkata Sierpinskiego

Wtlasnos$é samopodobienistwa obserwujemy bardzo czesto w przyrodzie,

np. budowa drzewa, chmur, blyskawic, rozlewiska rzek czy struktura
ukladu krwiono$nego. Fraktalna struktura obiektéw natury wynika bowiem
z rekurencyjnych zasad, jakie nimi rzadza: z jednej galtezi wyrasta kilka
nastepnych; duza rzeka rozgalezia si¢ na pare mniejszych, itd.

Ta prawidlowos¢ stala sie powodem licznych zastosowan teorii fraktali. Dzigki
nim mozemy bowiem tatwo modelowaé strukture roélin, galaktyk, peknieé,
wytadowan elektrycznych, uktadu krwionosnego czy oddechowego. Prawa
samopodobienstwa dzialaja réwniez w ekonomii, meteorologii oraz sejsmologii.
Dodatkowa zaleta jest tez to, ze obiekty fraktalne mozna tatwo generowac za
pomocg komputeréw. W jaki sposéb?
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Rys. 4. Tréjkat Sierpinskego jako atraktor
IFS {f1, f2, f3}.

Rys. 5. Krzywa Kocha jako atraktor IFS
{f1, f2, fs, fa}.

Jak to si¢ dzieje, ze stosujac iteracje
danych funkcji zawsze otrzymujemy
ten sam zbiér, niezaleznie od obrazu
poczatkowego? Wynika to ze stynnego
twierdzenia Banacha o punkcie

stalym. Dla danego iterowanego
ukltadu funkcyjnego F = {f1,..., fx}
w przestrzeni R2 istnieje bowiem
doktadnie jeden jego atraktor

A= F1(A)U... U fu(A) = F(A)
(odpowiednik jedynego punktu statego
dla funkcji zwezajacej). Co wigcej, dla
dowolnego zbioru B na plaszczyzZnie, ciag
iteracji F™(B) zmierza do atraktora A.
Dlatego po odpowiednio dlugim
przeksztalcaniu obrazu, otrzymujemy
wreszcie pozadany fraktal.

2. Jak to narysowac?

Jednym z najprostszych metod uzyskiwania struktur samopodobnych jest uzycie
iterowanych ukladéw funkcyjnych (w skrécie IFS - Iterated Function System).
Wystarczy wziaé skonczona liczbe funkeji zwezajacych (ich stala Lipshitza

jest mniejsza niz 1), np. afinicznych, i przeksztalcaé dowolny obraz kazda

z tych funkcji. Po nieskonczonej liczbie krokéw (w przypadku komputeréw po
skoniczonej) otrzymamy samopodobny fraktal zwany atraktorem IFS.

Przyjrzyjmy si¢ temu na przykladzie trojkata Sierpinskiego. Do zbudowania
tej struktury na plaszczyznie wystarczy wziaé IFS skladajacy sie z trzech
funkcji afinicznych fi(z) = § + a; gdzie i = 1,2,3 oraz a; = (0,0), az = (
iag = (i %) Kazde z tych przeksztalcen dwukrotnie zmniejsza obiekty
plaszczyzny i umieszcza je w jednym z trzech wierzchotkéw tréjkata
rownobocznego. Tréjkat Sierpinskiego T' spelnia formule

T = fi(T)U f2(T) U f5(T) ,
co znaczy, ze jest on atraktorem dla iterowanego ukladu funkcyjnego {f1, f2, f3}-
Powyzsza zalezno$¢ mozemy dostrzec wyrazniej na rysunku 4, gdzie funkcje fi,
f2, f3 przeksztalcaja duzy prostokat na male. Widaé, ze tréjkat Sierpinskiego
zbudowany jest z trzech mniejszych kopii samego siebie. W podobny sposob
mozemy zapisa¢ wiele innych fraktali, np. krzywa Kocha (rys. 5), zbiér Cantora
czy dywan Sierpinskiego.
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Teraz mozemy popatrzeé na konstrukcje tréjkata Sierpinskiego (rys. 2) z nowej
perspektywy. Zamiast wycinaé¢ srodkowe czeéci tréjkatéw, bedziemy w kolejnych
krokach przeksztalca¢ caly obrazek przez kazda z trzech funkcji z IFS,

a nastepnie sktada¢ nowy obrazek z otrzymanych w ten sposéb figur. Innymi
stowy, na kazdym etapie konstrukcji zmniejszamy dwukrotnie cala strukture

i umieszczamy jej kopie w trzech wierzchotkach tréjkata. Co ciekawe, obrazek od
ktorego zaczniemy nasza procedure, nie musi by¢ wcale tréjkatem. I tak po kilku
pierwszych iteracjach zostanie on zmniejszony do wielkosci piksela. Na rysunku 6
pokazane sa warianty tej konstrukcji, rozpoczynajace si¢ od innych figur.
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Rys. 6. Iteracyjna konstrukcja tréjkata Sierpinskiego. (a), (e) — pierwsza iteracja;
(b), (f) — druga iteracja; (g) — trzecia iteracja; (c) — piata iteracja; (h) — szésta iteracja;
(d), (i) — dziesiata iteracja (rysunek pochodzi z pracy T.Tan, H.Yan, Object recognition based

on fractal neighbor distance).
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Rys. 7. Tréjkat Sierpinskiego powstajacy

podczas gry w chaos

X4

Rys. 8. Przestrzen CGR

Iterowane uklady funkcyjne sa wiec swoistym przepisem na fraktal. Jezeli
poznalidémy algorytm iterowania obrazu, mozemy juz generowaé atraktory dla
dowolnych TFSéw. Zatem do odtworzenia w dowolnej skali skomplikowane;j
struktury tréjkata Sierpinskiego, potrzebne nam jest jedynie kilka parametrow
tworzacych go funkcji. Jest to ogromna kompresja danych, przy zachowaniu
wszystkich szczegbdtow obrazu.

3. Gra w chaos, czyli jak to narysowaé¢ w praktyce

Niestety, podany powyzej algorytm rysowania atraktoréw IFS nie jest
pozbawiony wad. Odtwarzanie obrazéw fraktalnych w ten sposob, wymaga
bowiem od komputera ogromnego nakladu pamieciowego. Nawet, gdy zaczniemy
nasze iteracje od punktu, to z kazdym krokiem, z jednego punktu powstaja

trzy nowe. Polozenie punktéw powstajacych na kazdym etapie konstrukcji,

musi zostaé¢ zapisane, aby mogto byé¢ uzyte do nastepnego etapu. Ztozonosé
pamieciowa takiego algorytmu jest wigc wykladnicza (3™), co niestety go
dyskwalifikuje.

Opracowano zatem inny algorytm, ktéry na pierwszy rzut oka zdaje sie dziatacé
chaotycznie, ale w praktyce generuje obrazy fraktalne na komputerze i wymaga
bardzo malo pamieci. Zapewne od owego pierwszego wrazenia zostat on
nazwany grqg w chaos. Idea jego dzialania jest réwniez rekurencyjna i polega
na tym, ze w kazdym kroku konstrukcji losujemy jedna funkcje z danego IFS

i przeksztalcamy nasz obraz tylko przez te¢ wylosowana funkcje. W kolejnych
etapach dokonujemy ponownego losowania, itd. Wydaje sie, ze postepujac

w tak losowy sposéb, rzadko kiedy otrzymamy pozadany obrazek atraktora.

W rzeczywistosci jednak struktura fraktala pojawi sie zawsze, niezaleznie

od jakiego punktu plaszczyzny rozpoczniemy konstrukeje! Dowiedziono
matematycznie, ze kolejne piksele rysowane za pomoca gry w chaos dla danego
IFS, przyblizaja si¢ co raz bardziej do jego atraktora. Otrzymany w ten sposéb
komputerowy obrazek moze zatem przypominaé fraktal z dokladno$cia piksela.
Gra w chaos jest wiec powszechnie uzywanym algorytmem do generowania
obrazow atraktoréw iterowanych uktadéw funkcyjnych.

4. Gra w chaos na uslugach biologii

Za pomoca gry w chaos mozemy prosto generowaé fraktalne obrazy atraktorow
IFS, wykorzystujac przy tym niewiele pamieci komputera. Mechanizm ten

ma tez inne ciekawe zastosowania — uzywany jest do analizy dtugich ciagdw
symboli, np. sekwencji DNA. Metode analizy genomu za pomoca gry w chaos
nazwano: Chaos Game Reprezentation, w skrocie: CGR.

Nasz kod genetyczny zbudowany jest z zasad nukleotydowych oznaczonych
literami A, T, G oraz C. Kazdemu z tych symboli przyporzadkowujemy
odwzorowanie afiniczne przeksztalcajace kwadrat jednostkowy [0, 1] na
dwukrotnie mniejszy, umieszczony w jednym z jego rogéw (rys. 8). W ten sposéb
tworzymy iterowany system funkcyjny {fa, fr, fa, fc}. Nastepnie rozpoczynamy
czytanie sekwencji DNA, ktéra jest niejako ,jinstrukcja”’ do poprowadzenia gry
w chaos. Rozpoczynamy od punktu zy na $rodku kwadratu jednostkowego.

W kolejnych krokach zamiast losowaé przeksztalcenia, jak w oryginalnej grze

w chaos, wybieramy je zgodnie z zapisem nukleotydéw w badanym genomie.

W n-tym kroku rysujemy punkt z, = fs(z,—1), gdzie S jest n-tym symbolem

w analizowanej sekwencji DNA. W ten sposéb w kwadracie jednostkowym
pojawiaja sie punkty, ktére niosa ze sobag konkretng informacje o genomie,
bowiem liczba punktéw znajdujaca sie¢ w czesci przypisanej do danego symbolu,
Swiadczy o liczbie powtérzen tego symbolu w kodzie. Za kazdym razem, gdy
odezytamy w sekwencji DNA na przyktad symbol T, zastosujemy funkcje fr dla
wyliczenia nastepnego punktu gry w chaos. Punkt ten musi zatem wyladowaé

w kwadracie fr([0,1]?) przypisanym do symbolu T.
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Widaé, ze liczac punkty w kwadratach, otrzymujemy liczbe powtérzen

danych symboli. Mozna jednak badaé¢ w ten sposéb powtorzenia catych
sekwencji, ztozonych z kilku nukleotydow. Wystarczy dwukrotnie zagesci¢
podzial naszego kwadratu, aby badaé liczbe 2-nukleotydowych sekwencji

w genomie (rys. 10). Zageszczajac ponownie, otrzymamy podzial na kwadraty,
z ktorych kazdy odpowiada za wystepowanie tréjek nukleotydowych, itd.
Jezeli chcemy uzyskaé informacje o czestosci wystepowania k-elementowych
sekwencji w genomie, musimy podzieli¢ kwadrat jednostkowy na krate

o wymiarach 2¥ x 2%, Zliczajac punkty w kazdym matym kwadracie, otrzymamy
liczbe odpowiednich k-nukleotydowych ciagéw. W ten sposéb mozemy znalezé
najczesciej wystepujace sekwencje w genomie. Mozemy réwniez (za pomoca
odpowiedniej metryki) poréwnywaé otrzymane zestawy danych i w ten sposéb
ocenia¢ podobienstwo genetyczne organizméw.
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Rys. 9. Podziat CGR dla ciagdéw 2-elementowych

Metoda CGR jest znana i stosowana juz od ponad 20 lat. Jej zaleta jest
mozliwo$¢ przedstawienia, na niewielkim rysunku, bardzo dlugich ciagow
symboli. Dzigki temu juz na pierwszy rzut oka mozemy je poréwnywac oraz
znajdowaé w nich powtarzalne wzory.

Rys. 10. Reprezentacja CGR dla genoméw kolejno czlowieka, ptaka, ryby oraz grzyba, pszczoly

i muszki owocowej.
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Ostatnig rzeczag wymagajaca wyjasnienia jest powdd, dlaczego rysunki
powstajace za pomoca CGR w ogéle r6znig sie od siebie. Stosujemy przeciez
wciaz ten sam iterowany ukltad funkeyjny {fa, fr, fa, fc}, ktérego jedynym
atraktorem jest kwadrat jednostkowy. Czasem, przy badaniu bardzo diugich

i zréznicowanych ciaggéw symboli, otrzymamy wlasnie taki kwadrat zamiast
fraktalnego obrazka. Tak dzieje sie w klasycznej grze w chaos, gdzie rysowanie
kolejnych punktéw mozemy prowadzi¢ dowolnie dtugo, a losowanie zapewnia
nam pojawienie sie kazdej sekwencji symboli nieskoniczenie wiele razy. Zapis
genomu nie zawsze jest tak zréznicowany. Niektore dtuzsze sekwencje nie
pojawiaja sie wcale, natomiast inne powtarzaja sie wiele razy. Dlatego wtasnie
na rysunku CGR znajduja sie biate plamy, a w innych miejscach widzimy
zageszcezenie punktéw. To wlasnie te zageszczenia i wzory wskazujg nam na
powtarzajace sie sekwencje nukleotydéw, ktore sa dla biologéw bardzo wazne.
Czesto decyduja one o ekspresji gendéw, czyli o tym w jakim stopniu ujawni sie
w organizmie dana cecha genetyczna (np. choroba).

Tak oto matematyka — kréolowa nauk, znéw daje innym dziedzinom narzedzia
rozwoju oraz zachwyca pieknem geometrii fraktalnej, ktérej wytwory
z powodzeniem moga by¢ nazwane sztuka.
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