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rozwaiania geometryczne
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I. Troche historii zamiast wstepu.

Problemy snajdowania maksymalnych i minimalnych wielkoéci geometrycsnych
(ksstaltéw, pél figur) intrygowaly matematykéw od dawna. Pocsatkowo sagadnienia
te rozwiagywano doéwiadczalnie, ale wraz 3 roswojem geometrii roswiasania te
przybieraly charakter dowodu. W staroiytnej Grecji (i nie tylko tam) wiadomo

bylo na praykiad, e kolo ma najwieksze pole ze wasystkich figur o takim samym
obwodzie.

Pytania zwiazane z wyznaczaniem maksymalnych i minimalnych wielkoéci byly
wiedy dziedzina badafi. I tak na przykiad Zenodor (III i Il w.p.n.e.) sawart usyskane
wyniki w traktacie O figurach majgcych jednakowy obwéd. Zachowane fragmenty
d:iela, cytowane przez Pappusa i Teona 3 Aleksandrii (ok. III-IV w.n.e.) podaja
m.in. nastepujace stwierdzenia:

Tréskqt réwnoramienny ma pole wigksze, niz kazdy inny tréskat o tej samej podstawse
i réwnym obwodzie,

Wiéréd wielokgtéw o ustalonym obwodzie s o jednakowes liczbie bokdw wielokgt foremny
ma najwi¢ksze pole.

W éredniowieczu nie kontynuowano badat rospocsetych prsez Zenodora.

Dopiero wiek XVII, wraz z roswojem rachunku réiniczskowego, praynosi
zainteresowanie matematykéw problemami izoperymetrycsnymi. Roswiasania
Jacoba Bernoulliego, Leonharda Eulera i Josepha L. Lagrange’a doprowadsaja do
powstania w drugiej polowie XVIII wieku rachunku wariacyjnego. Efektywnoéé
nowej metody usunela w ciefi geometrycsne sposoby roswiasywania tych

sadafi. Jednak pojawiali sie geometrsy, ktérsy sadania isoperymetrycsne
roswiagywali na drodsze elementarnych rozwaiafi. Naleieli do nich m.in. Gabriel
Cramer (1704-1752), Simon Antoine Jean I'Huilier (1750-1840), Jacob Steiner
(1796-1863). Zawdsieczamy im wiele elethentarnych roswiasasd. Kilka s nich niiej

przypominamy.
II. Twierdzenie podstawowe. Metoda Steinera.

Od czaséw étaroiytnych wiadomo, e kolo jest figura o najwiekszym polu wéréd figur
plaskich o ustalonym obwodzie. Metoda Steinera przedstawia elementarne usasadnienie
tego faktu.

Rozpoczniemy od nastepujacej obserwacji: figura, ktéra prsy ustalonym obwodsie
ma najwigksze pole jest wypukla! (rys. 1). Zatem tylko takie figury bedsiemy
rozwazad.

Niech ¢ bedszie figura wypukla, ktéra pray ustalonym obwodsie ma najwieksse pole.

'////// B Lemat 2.1. Kaida cigciwa dzielaca na polowe obwéd figury ¢ polowi jej pole.
1
Dowéd. Zaiéimy, ie krzywa AN BM A jest brzegiem figury ¢ i cieciwa AB dsieli te
// krzywa na dwie czeéci o jednakowej dlugoéci (rys. 2). Jeieli pole ogranicsone krsywa,
N

AMBA jest wigksze od pola ograniczonego krsywa ABN A, to wéwcsas nowa krsywa
O AMBOA (ktérej luk AOB jest symetryczny do luku A MB wigledem cieciwy AB)
przy nie zmienionym obwodzie ogranicsa figure o wiekszym polu. Jest to sprseczne

Rys. 2
i z okrefleniem figury ¢.

Lemat 2.2. Ze wszystkich tréjkatéw o danych dwéch bokach najwiekssze pole ma ten,
w ktérym boki te sa prostopadie.

Dowéd. Wynika to ze znanego wzoru na pole tréjka,ta 2absin z, gdzie 0 < z < 7 jest
miara lukowa kata zawartego miedzy bokami a i b.
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Lemat 2.3. Kaida cieciwa polowiaca obwéd figury ¢ jest widsiana s kaidego punktu
na brzegu 8¢ (réinego od koficéw cieciwy) pod katem prostym.

Dowéd. Zaléimy, se AB jest cieciwa polowiaca obwéd figury ¢, ktéra widaé z punktu
C €3¢ (C# AiC # B) pod katem réinym od prostego (rys. 3). Zbudujmy taki
tréjkat prostokatny ‘A'B'C', se A'C' = AC, B'C' = BC i C' jest wierachotkiem kata
prostego (rys 4). Punkty A’ C'i B', C' laczymy odpowiednio lukami przystajacymi
do hukéw ACi BC. Na podstawie Lematu 2.2

|AA'B'C'| > |AABC], ,
wobec czego pole figury ograniczonej krzywa A'B'C’'A’ jest wickssze od pola figury
ograniczonej kraywa ABCA. Jeieli do figury A'B'C'A’ dodamy figure symetryczna
wigledem A'B’, to otraymamy figure A'C'B'D’'A’, ktéra przy nie smienionym
obwodzie ma pole wigksze od pola figury ¢. Sprzecznoid!

Twierdsenie 3.4. (Podstawowe twierdzenie izoperymetrycsne) Wéréd wesystkich
krsywych izoperymetrycsnych na plaszczyénie figure o najwigkszym polu ogranicsa
okrag.

Dowéd. Niech ¢ bedszie figura o najwiekszym polu wéréd figur izoperymetrycsnych.

Z lematu 2.3 wynika, 3e zbiér 3¢ jest miejscem geometrycznym punktéw, 3 ktérych

dany odcinek (cigciwe polowiaca obwdéd figury ¢) widaé pod katem prostym. Jest to
cecha charakterystyczna okregu! Zatem ¢ jest kolem.

Uwaga 3.5. Powyisze rozumowanie opiera si¢ na przyjetym milczace zalogeniu,

ze wéréd figur o ustalonym obwodzie istnieje figura o najwiekssym polu. Ani Zenodor,
ani jego nastepcy (a2 do Steinera wlacznie) nie watpili w izinienie takiej figury.
Uszupelnienie tej luki zawdzigczamy F. Edlerowi (Gétiingen Nachrichien, 1882,

str. 73-80).

Usasadnienie istnienia rozwiazania jest konieczne. Ilustruje to nastepujacy preykiad:

wéréd wszystkich figur wypuklych o obwodzie mniejszym od L > 0 nie istnieje figura
o najwiekszym polu. Niech € > 0 bedzie dowolnie mala liczba rzecsywista. Dla figury
wypuklej o obwodzie L, = L — € mozna znaleé figure podobna o ocbwodzie Lg =

L —¢/2 > L,, ktérej pole jest wieksze..

III. Dowéd Edlera.

Uzupelnienie dowodu Steinera o czeéé egzystencjalna moina przeprowadsi¢ niywajac
pewnych twierdzeri granicznych [2, 3]. Pomysl Edlera nie wymaga stosowania przejéé
granicznych! Jest on oparty na rozwazaniach geometrycznych, a poszczegblne etapy
same stanowia interesujace zadania izoperymetryczne.

Lemat 8.1. Ze wszystkich tréjkatéw o ustalonej podstawie i réwnych wysokodciach
(czyli réwnych polach) tréjkat réwnoramieny ma najmniejszy obwéd.

Dowéd. Patrz rysunek 5.

Lemat 8.2. Ze wszystkich trapezéw o réwnych podstawach i réwnych wysokodciach
trapez réwnoramienny ma najmniejszy obwéd.

Dowéd. Rozpatrzmy dwa trapezy - ABCD (réwnoramienny) i drugi trapes ABEF,
dla ktérych AB jest jedna wspélng podstawa i [CD| = |EF|. Rysujemy odcinki
CO||DB oraz EO|FB, ktére przecinaja podstawe AB w jednym punkcie O (rys. 6).
Wéwczas

|AC| + |DB| = |AC| +|CO]|, |AE| + |FB| = |AE| + |EO]|.
Tréjkaty ACO i AEO maja wspélne podstawy, réwne wysokoéci, wiec 2 Lematu 3.1
otrzymujemy teze.

Lemat 3.3. Ze wsaystkich tréjkatéw o réwych podstawach i réwnych katach
przeciwleglych podstawie najwigksze pole ma tréjkat réwnoramienny.

Dowéd. Patrz rysunek 7.

Twierdzenie 3.4. Dla kaidego nieforemnego wielokata wypuklego istnieje
izoperymetryczny z nim wielokat foremny o wigkszym polu.

Dowéd. Opiszemy teraz konstrukcje znana pod nazwa symetryszacji Steinera. Weimy
dowolny nieforemny wielokat wypukly ABCDE (rys. 8, fig. 1). Prsesz jego wierschokki
prowadzimy wzajemnie réwnolegle proste w kierunku réinym od wyznaczonych przez
boki wielokata. Proste te dziela wielokat na tréjkaty i trapesy, ktérych laczna liczba
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Rys. 9
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w n-kacie jest mniejsza lub réwna n—1. Punkt A prsenosimy wzdius prostej (1)

w dowolny punkt A,. Przez punkt A, prowadzimy prostopadla do wysnacsonych

juz réwnoleglych. Odcinki lezace wewnatrz wielokata EP, RB, DQ odkiadamy

na odpowiednich prostych réwnoleglych tak, by byly one symetrycsne wsgledem prostej
A,Cy, czyli mamy: EP = E,E}, RB = B,B}, DQ = D, D}. Kofice tych odcinkéw
w nowym poloseniu wyznaczaja wierzchotki nowego wielokata A, E} B;D{C1D,B:E,,
o co najwyiej 2(n—1) bokach (gdy mowa o n-kacie), z nastepujacymi whsno‘cmnu

1. pola obu wielokatéw s3 réwne!

2. prosta A;C) jest osia symetrii (rys. 8, fig. 2),

3. obwéd nowego wielokata jest mniejszy (!) od obwodu wielokata wyjéciowego, co
wynika z Lematéw 3.1, 3.2. )

Konstrukcje te powtarzamy w kierunku prostopadlym do wysnacsonego prses punkty
A,, C,. Otrzymujemy w ten sposéb nowy wielokat (rys. 8, fig. 3), ktéry sachowuje
wiasnoéci 1, 3, a przy tym ma dwie wzajemnie prostopadle osie symetrii i licsbe bokéw
mniejsza lub réwna 4(n — 2).

Zajmiemy sie teraz czwarta czeécia tak otrgymanego melokata Dsielimy ja na tréjkat
02A3B; i ,C1e8¢” A;B3D2E; (rys. 9, fig. 1). Nie smieniajac dlugoéci boku A3 B3
przeksztalcamy AO;A3B) na tréjkat prostokatny OsAsBs tak, by |AsBs| = |AaBj),
IOSA._'«)I = IOaBaI Z Lematu 3.3, |A03A333| 2 |A02AQB;I. ”C!#' AzB;DzEz
przeksztalcamy na figure podobna AsBsDsEs (rys. 9, fig. 2). Przes punkty

D3 i E3 prowadzimy teraz proste réwnolegle do A3 B; i opisanym jui sposobem
przeksztalcamy wielokat As BsDsEs na ,Czeéé® symetrycsna A«B(DE(D} wigledem
O«E(1A(By (rys. 9, fig. 3). Otrzymujemy w ten sposéb nowy fragment wielokata
O¢A4D"E‘D4B¢ o: .

1° polu nie mniejszym od wyjséciowego,

2° osi symetrii, ktéra dzieli kat A(O(Bq na polowy,

3° dlugoéci lamanych speliajacych warunek

|AuDY| + |D4E4| + |E«Dy| + |DuBq| < |A2E3| + |E2Da| + | D3Bj] .

Wykonujac analogiczne operacje w pozostalych trzech fragmentach wielokata
otrzymujemy nowy wielokat o liczbie bokéw mniejszej lub réwnej 8(n — 3) i 4 osiach
symetrii. Podobng operacje przeprowadzamy teras z % wielokata, czyli figura
OLE.D(By (rys. 9, fig. 3). W konsekwencji otrsymujemy nowy (piaty) wielokat

z 8 osiami symetrii. Kontynuujac to postepowanie otrzymujemy kolejne wielokaty,

ktérych liczba osi symetrii wynosi odpowiednio
0,1, 2,22% 2% 2‘:...,
a liczba bokéw nie przekracza liczb .
n, 2(n—1), 2*(n—-2), 2°(n—3), 2¢(n—4),...
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Rys. 10 '

Po skoficzonej liczbie krokéw (co najwyiej n — 1) otrsymujemy wielokat majacy 2* os'
symetrii, gdsie k < n — 2 i 2¥*! bokéw tak, ie mi¢dsy dwiema sasiednimi , pSlosiami”
symetrii bedsie jeden bok wielokata (rys. 10) Prsesuwamy teras boki wielokata tak,
aby katy miedzy kaidymi dwoma kolejnymi bokami byly réwne. Otrsymujemy w ten
sposéb wielokat foremny majacy co najwysej 2"~! bokéw, nie mniejsse pole i nie

. wiekszy obwéd od wielokata wyjéciowego.

Z twierdzenia tego wynika

Whniosek 3.5. (Zenodor) Ze wszystkich izoperymetrycsnych n-katéw (n>3)
najwieksse pole ma n-kat foremny.
(Inny dowéd tego faktu przedstawimy w czeéci VI.)

Twierdsenie 3.6. Dowolny wielokat foremny ma pole mniejsze nis isoperymetrycsne
z nim kolo.

Dowéd. Niech kolo K o promieniu r i wielokat foremny W maja ten sam obwéd p.
Osnacsamy przes r' promieri kola wpisanego w wielokat W. Na okregu dK opisujemy
wielokat W' podobny do wielokata W i oznaczamy jego obwéd przes p >p.
Prawdziwe 83 proporcje

" Z drugiej strony promienie okregéw wpisanych w wielokatach podobnych W i W' maja

taki sam stosunek jak ich obwody, czyli
(]
_—= = < 1,
r p
stad |W| < |K].
Twierdsenie 3.7. (Podstawowe twierdzenie isoperymetryczne) Wéréd wssystkich
figur isoperymetrycznych na plaszczyfnie najwigksse pole ma kolo.

Dowéd. Niech dane beda figury K i F (K - kolo, F — dowolna figura plaska réina od
kola K) o réwnych obwodach p. Tworzymy figure F' o obwodsie p (usywajac metod
opisanych wczeéniej) taka, ie
' |F'| = |F|=d>0.
W figure F' wpisujemy. wielokat W z tak dobranymi bokami, by
|F'| - |W| < d.

'Wystérczy w tym celu, aby wszystkie punkty brzegowe 8F"' byly oddalone od

najbhulego boku wielokata o mniej niz 5— (rys. 11). Obwéd wielokata W wynosi

p' < p. Na podstawie Twierdzenia 3.4 utmeje wielokat foremny W' o obwodsie p’ taki,
ie |W'| > |W|. Jeieli K’ jest kolem izoperymetrycznym z W', to wobec Twierdsenia
3.6 jest [W'| < |K'|. Poniewas p' < p, wiec |K'| < |K]| i ostatecsme

|F| < |W| < |W'| < |K'| < |K|.
Uwaga 3.8. Inne dowody (réwniei nie wymagajace stosowania przejéé granicsnych)
podali C. Carathéodory i E. Study [1,2]

IV. Problem odwrotny izoperymetrii
(problem izoareometryczny).

Zdecydujmy teras, ktéra ze wszystkich figur plaskich o danym polu ma najmniejssy
obwéd. '

Podstawowe twierdzenie izoperymetryczne (Tw. 2.4, Tw. 3.7) orseka, ie najwieksse
pole wéréd figur o obwodzie p ma kolo o promieniu r = 2. Niech F osnacsza pole
figury o obwodzie p. Wéwczas powyisze stwierdzenie moiemy wyrazié¢ za pomoca
nieréwnoéci:

F<1r(2p) =% p>—4xF >0,
g

przy czym znak réwnoéci ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy rogwasana figura jest
kolem. Stad otrzymujemy nieréwnoéé

p > 2VnF,

ktéra mozna odczytaé nastepujaco:

Twierdsenie 4.1. Wéréd wszystkich krzywych plaskich ograniczajacych figury
o danym polu najmniejszy obwéd ma okrag.
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Zalézmy, ie prawdziwe jest

Twierdsenie 4.2.- Wéréd wszystkich figur izoperymetrycsnych na plasscsyfnie
nalezacych do klasy S (np. tréjkatéw, csworokatéw, itp.) najwieksse pole ma figura ¢
o kaztalcie ¥.

Wéwczas ﬁrawd:iwe jest .

Twierdsenie 4.3. Ze wszystkich figur plaskich o ustalonym polu, naleiacych
do klasy S, najmniejssy obwéd ma figura o ksztalcie 7.

Dowéd. Niech ¢ bedzie figura z klasy S o ksztalcie ¥ i polu P, saé ¢ inng figura

" 3 klasy S o polu P. Tworzymy figure ¢' podobna do figury ¢ o obwodsie réwnym

obwodowi figury ¢. Z Twierdzenia 4.2 mamy |¢'| > |¢| = |¢|. Poniewas figury ¢’ i ¢
83 podobne, wiec obwéd figury ¢' jest nie mniejszy od obwodu figury ¢.

V. Problem przegubowego wielokata.

Wraz z wynalezieniem rachunku rézniczkowego i rospowssechnieniem badaf nad teoria
maksiméw i miniméw powstalo nastepujace zadanie: wéréd wssystkich wielokatéw,
jakie dadza sie utworzyé z danych odcinkéw wystepujacych w ustalonym porsadku,
znalef¢ ten, ktéry ma najwieksze pole.

Jego rozwiazanie zawdzieczamy Cramerowi.

Zaczniemy od nietrywialnej obserwacji: z odcinkéw-danych w ustalonym porsadku

o dlugoéciach a1, a@3,..., a, (jedli tylko |a;| < |a1| + ...+ |@i=1| + |@i41]| + ... + |Gn],
t=1, 2,..., n) moina utworzyé wielokaty o ogromnej licabie ksstaltéw, jednak tylko
w jednym przypadku taki wielokat mozna wpisaé w okrag |[1, 5]. '

Twierdsenie 5.1. (Cramer, 1752) Ze wezystkich wielokatéw slogonych s odcinkéw
nastepujacych w danym porzadku o dlugoéciach a,, as,...,a,, najwicksze pole ma
ten, na ktérym mozna opisaé okrag. - -

Dowéd. Oznaczmy przez W wielokat z danymi bokami a,, a3,..., 8, wpisany

w pewien okrag O, zaé przez W' dowolny inny wielokat o takich samych bokach

(rys. 12). Oznaczmy przez o; luki okregu O rozpiete na cieciwach a; (¢ = 1,2,3,...,n)
wielokata W'. Otrzymujemy w ten sposéb figure F, ktérej obwéd jest réwny
obwodowi okregu O. Na podstawie twierdzenia isoperymetrycsnego jest |O| > |F|.
Pomijajac pola ograniczone lukami o; rozpietymi na cieciwach a;, stwierdsamy, e

|W| > |w'|.

Podobne twierdzenie do powyiszego podal I’Huilier w 1782 r., brsmi ono nastepujaco:

Twierdsenie 5.3. Ze wszystkich n-katéw's danymi katami a1, az,..., an i danym
obwodzie najwigksze pole ma ten, ktéry moina opisaé na okregu.

Dowéd. Patrsz (3, 6], dla czworokatéw zaé [5).

VI. Twierdzenie Zenodora.
Rozpoczniemy od nastepujacego faktu:

Lemat 6.1. Jeieli dwa tréjkaty maja réwne podstawy i obwody, to wieksze pole ma
ten tréjkat, w ktérym réinica miar katéw prsy podstawie (lub, co na jedno-wychodsi -
réznica boké6w) jest mniejsza.

Dowéd. Niech AABC i AABC' spehiajg zaloienia lematu (rys. 13). Prsy
oznaczeniach takich jak na rysunku: a < v, 8 < §, a ponadto 7y — a < § — f. Niech
M oznacza punkt przecigcia prostych AC i BC'. Odkladamy na prostej M A odcinek
MN = MB i na prostej MC' odcinek MP = MC. Punkt N leiy miedsy punktami A
i M, zaé punkt P miedzy punktami C' i M (!). Poniewas tréjkaty BMC i NMP s
identyczne, wigc |AABC| < |AABC'|.

Whniosek 6.3. Ze wszystkich tréjkatéw o wspélnej podstawie i ustalonym obwodsie

najwigksze pole ma tréjkat réwnoramienny.

Twierdzenie 6.3. (Zenodor) Ze wszystkich izoperymetrycsnych n-katéw (n > 3)
najwigksze pole ma n-kat foremny.

Dowéd. Wystarczy wykazaé, ze dowolny n-kat z nieréwnymi bokami ma pole
mniejsze od izoperymetrycznego z nim n-kata o réwnych bokach. Wtedy ten
ostatni na podstawie Twierdzenia Cramera ma pole nie wigksze od pola n-kata
foremnego.
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Niech dany bedzie dowolny n-kat ABCD ... E o nieréwnych bokach dlugoéci ‘
a, b, ¢, d,..., e (rys. 14). Pokaiemy, ie ma on pole powierschni mniejsse niz n-kat
o bokach diugoici o = afbtetdt.te Dwa sasiednie boki n-kata moiemy ze soba
zamieniaé bez zmiany obwodu i pola powierzchni wielokata. Pozwala to sbudowaé
wielokat z bokami ulozonymi w zadanym porzadku. Jeieli nie wszystkie boki n-kata
maja diugoéé a, to nie istnieja boki a, b takie, de |a| > a i |b] < a. Niech a i b beda
bokami sasiednimi. Wtedy tréjkat AADE zastapimy tréjkatem AADE' o takim
samym obwodzie, dla ktérego |AE'| = a. Wéwczas
|AE'| + |E'D| = |AE| + |ED|,
|AE| > |AE'| > |ED|,
|E'D| > |ED|=|b|, |E'D|< |AE|=|a|,
czyli
|a| > |E'D| > [b],
Stad
| [IAE'| - |E'D|| < |a| - |8}

Na podstawie Lematu 6.1,

|AADE'| > |AADE|.
Opisana procedure powtarzamy do momentu, gdy wszystkie boki n-kata maja dlugosé

a. Ostatecznie otrzymujemy n-kat o réwnych bokach i wigksze] powierschni prsy nie
zmienionym obwodzie.

Uwaga 6.4. Jeszcze inny dowéd Twierdzenia Zenodora sawiera praca (1],
str. 308-391.

VII. Zakoniczenie

Analogiczne problemy moina rozwaiaé w euklidesowych prsestrseniach R" (n>2).
Ich rozwiazania podali: H. Schwarz w 1890 r. dla n = 3 1], L. Lusternik w 1935 r.
i E. Schmidt w 1939 r. dla wszystkich n > 2.
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