Czy szeregi rozbiezne moga mieé¢ skonczona sume?

O zwiazkach miedzy teoria sumowalnosci i teoria prawdopodobielistwa

Tadeusz GERSTENKORN, Lodz

Pierwsze rozwazania dotyczace ciagéw i szeregéw nieskoficzonych pojawily sie juz
w XVTII i XVIII w. Tacy matematycy jak Szwajcar Leonhard Euler (1707-1783),
Niemiec Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), Anglik Isaac Newton (1643-1727)
wielokrotnie uzywali w swoich pracach ciagéw i szeregéw nieskoficzonych.

Szeregi nieskoriczone byly dla nich wynikami pewnych rachunkéw, narsucaly sie
im niejako bezpoérednio przy niektérych dzialaniach. Tak np. szereg geometryczny
1+ z+ 2% +... rozpatrywano jako wynik nie koficzacego si¢ dzialania dsielenia 1
przez 1-z (1/(1-z)).

W owym czasie zagadnienia zbieznoéci, rozumiane wspéiczednie, byly tym
matematykom obce. Gdy tak popatrzymy na sprawe, to nie powinno nas dsiwié, ze
wybitny matematyk Euler obliczal sume szeregu geometrycznego

1+z+z°+23+...= 1

1—-z

réwniez dla z = —1 lub z = —2 i bez wahania pisat
1—1+1~...=%, 1-2+22-2°+...=_
oraz analogicznie ze wzoru
2
(L) =1+2z+32%+...
1—=2

wnioskowal, e

1

1-2+4+3—-4+4+...= 2
oraz podobnie w innych przypadkach.
Tymczasem dzisiaj kazdy uczef szkoly éredniej wie (a przynajmniej powinien wiedzie¢),
e szereg geometryczny jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy |z| < 1 i wéwczas jego
suma jest réwna 12—. Jedli z > 1, to szereg ten ma sume réwna +09, a jeéli z < —1, to
nie ma on sumy. W pierwszym zdaniu uzyliémy terminu ,szereg zbiezny”, a w drugim
oo

- n,8%ereg ma sume”, gdyz pamietamy, Ze szereg ¢, + 62 + a3 + ... = E Gn nazywa sig

n=1
zbieiny, jesli ma on sume bedaca liczba skoriczona, tzn. jesli ciag sum czesciowych
8n=a1+ar+...4+8,, n€N (N - sbiér licsb naturalnych)

tego szeregu ma granice skoriczona, tj. lim s, = s.

n—oo
Tak wiec Euler, inaczej niz to czynimy obecnie, dopuszczal moziliwoéé praypisywania
szeregowi sumy w kaidym przypadku, jeseli szereg byt rozwinigciem pewnego
wyrazenia algebraicznego, ktére przy danej wartoéci zmiennej mialo okreslona wartodé
liczbowa. Wartosé te uwazal w kazdym przypadku za sume szeregu.

Prosty przyklad wykazuje, ze takie podejécie jest niestuszne, gdyi nie precyzuje
dokladnie warunkéw konstruowania szeregu.

Zauwaimy, ze szereg: 1 — 1+ 1 —1+ ... powstaje z dzielenia 1 przez 1—z dla z = —1
i w oparciu o metode eulerowska powinen mie¢ sume¢ réwna 1/2. Nie widaé jednak
powodéw, dla ktérych ten sam szereg nie méglby byé otrzymany z zupeinie innego
wyrazenia i w zwiazku z tym nie méglby mieé calkiem innej sumy.
Istotnie, powyzszy szereg powstaje takze z dzielenia
1+z _ 1-322

1+z+22 1-33
Na podstawie tego sposobu powstawania szeregu nalezaloby zatem przyjaé, e
1—1+l—-l+...=2/3.

=1-2z+42z>—... dla z=1.

Zasada, ktéra kierowal sie Euler, jako niejednoznaczna w wynikach, nie moze by¢
uznana za pewna. Jest ciekawe, ze niezwykle, instynktowne wyczucie matematycznej
prawdy ustrzeglo tego wielkiego matematyka od dochodzenia do falszywych wynikéw
przy formulowaniu ogélnych twierdzers.

Dopiero w latach dwudziestych XIX w. matematyk francuski Augustin Louis Cauchy
(1789-1857) i matematyk norweski Niels Henrik Abel (1802-1829) sprecyzowali pojecie
zbieinodci, a zarazem odrzucili wszystkie szeregi rozbieine (nie zbieine).
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Przyjeta zostala zatem umowa, polegajaca na ograniczeniu rozwaszafi tylko do ciagébw
zbieinych, tj. takich, ktérych wyrazy zbliZaja sie, w sensie precyzyjnie ujety-m‘ do
pewnej okreflonej liczby. Liczbe te przyporzadkowano ciagowi jako jego granice.

Przyjeta przez matematykéw poczatku wieku XIX umowa wydaje si¢ prosta, choé
nasuwa watpliwodci, czy jest korzystna.

Powstaje bowiem pytanie, czy daloby sig okresli¢ metode, ktéra w pewien ,racjonalny
8poséb” kazdemu ciagowi przyporzadkowalaby pewna wartoéé s.

W ,racjonalny sposéb” mogloby, na praykiad oznaczal, ze metoda, ktéra ma daé

8, bedzie pozostawal w bliskim zwiazku z dotychczasowym pojeciem zbieinoéci
(tzn. z granica lim s, = 8), pojeciem na tyle wyprébowanym, e nie chcielibyémy sie
od niego oddalaé bez powainych powodéw.

Objaénijmy te ogélne wskazéwki na przykladzie.

Szereg

D) =1-141-1+...,

n=1

[ead

a wigc szereg geometryczny Y. z" dla z = —1, czyli ciag (8n)=1,0,1, ...,

n=1
byt dotychczas odrzucany, jako rozbieiny. Wyrazy tego ciagu nie zblizaja sie do zadnej
okreélonej granicy, lecz przyjmuja na przemian wartoéci 0 i 1. Ale wiasnie ten przykiad
nasuwa mysl o utworzeniu ciagu (s;,) érednich arytmetycznych:

8o +81+...+s8

sh=2=2 ;+1 %, (n=0,1,2,...).

Zauwaimy, e podany wyiej ciag (sn) daje sie¢ zapisaé nastepujaco:

sn = %(1 +(-1)7).

Zatem
g o 30D+ D) 4oty
" n+1
1 ()14 (D) L (1) _
2(n+1)
_nt+l1+3(1+(-1)") 1 14(-1)"
- 2(n+1) T2 4(n+1)
Widoczne jest, ze ciag s/, jest zbieiny (w dotychczasowym znaczeniu) do liczby 1/2:

o, 1
hms,,—z.

Udalo sie nam przeto, tworzac érednie arytmetyczne, nadaé sens paradoksalnemu

wzorowi Eulera

1
1-141-1+...= 2,

tzn. przyporzadkowad szeregowi E (=1)" wartosé 1/2, wydobywajac niejako te
=1
wartoé¢ z szeregu. "

(o
Metoda érednich arytmetycznych, ktéra okazala si¢ celowa dla szeregu E (-1)",
n=1
'gdyz przeksztalcila go w szereg zbiezny w nowym znaczeniu, o sumie 1/2, jest takie
pozyteczna dla innych szeregéw.

‘Wiadomo, na prayklad, ie szereg Fouriera funkcji ciaglej moze okazad sie rozbieiny.
W poczatku XX w. wegierski matematyk Leopold Fejér (1880-1959) udowodnit
twierdzenie:

Twierdzenie. Jezeli f(z) jest dowolna funkcja ciagla dla 0 < z < 27, majaca okres 2,
a 8,(z) jest suma czesciowa jej szeregu Fouriera

sn(z) = ao + Z(ak cos kz + by sinkz),
k=1
to ciag érednich arytmetycznych
e so(z) + s1(z) —: .+ 8n-1(2)
jednostajnie daiy do f(z) dla wszystkich z (tzn. sup [oa(z) — f(z)| — 0).
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Oprécz wymienionej tutaj metody érednich arytmetycznych powstalo wiele innych
metod, ktére z dobrym wynikiem ciagowi (sn) przyporzadkowuja wartoéé s i moga
zastapi¢ dotychczasowe pojecie zbieinoéci. Przedstawimy ogélny ich sarys.

Niech bedzie dany szereg liczbowy
u1+ug+ua+...=zu,..
n=1

Oznaczmy przez si jego k-ta sume czedciowa
Sk=u;+uzt+uz+...+u.
Wtedy s = klim sk, jezeli istnieje, jest suma danego szeregu w zwyklym rozumieniu.
—~+co

Okreslenie kaidej uogélnionej metody sumowania szeregu polega na wskasaniu reguly,
zgodnie z ktéra klim s zastepujemy wyrazeniem, mogacym mieé sens réwniei wtedy,
e :

gdy klim sk nie istnieje, a ktére nazwiemy uogélniona suma tego szeregu.
—co

Zdefiniujemy obecnie bardzo szeroka klase uogélnionych metod sumowania. W tym
celu wefmy nieskorficzona macierz A = (ant) (k,n =1,2,...) i poléimy
(*) tu=zank8k, (n=1,2,...).
k=1
Jeieli powyiszy szereg jest zbieziny w zwyklym sensie dla kaidego n i jeieli istnieje
skoficzona granica lim ¢, =t, to liczbe ¢ nazwiemy nogélnions suma sseregu E Un,
o0

szereg ten nazwiemy sumowalnym metoda A, a ciag (s») limesowalnym metoda A.

Do tak okreélonej klasy metod sumowalnoéci naleiy takie swyczajny sposéb sumowania
szeregébw. Otrzymujemy go kiadac w macierzy A:6nn =1iaax =0dlan# k
(n,k=1,2,...). W tym przypadku szereg przybiera postaé
tn = Zankak =8, (n= 1,2,...).
k=1

o0
W tym przypadku skoriczona granica lim ¢, istnieje tylko wtedy, gdy ssereg E Up

n—oco n

=1
jest zbiezny w zwyklym sensie i przy tym jego uogélniona suma pokrywa sie ze swykla.

Takie prazytoczona wyizej metode érednich arytmetycznych mozemy otrzymaé
wykorzystujac podany schemat; wystarczy, aby macierz A byla nastepujacej postaci

i, o, o0, O, O,
%: %) 0: 0: 0)
$ 3 o» 00
i 1 1 1
4 ) ) g ’

w ktérej anx = L dla k < n oraz g, =0 dla k > n. Wtedy

n
1
ta= 2 ok,
k=1

to znacgy i, jest érednia arytmetyczna n pierwszych sum czeéciowych si.

Najwigksze znaczenie praktyczne maja, oczywiscie, te metody, ktére ciagom zbieznym
w dotychczasowym znaczeniu przypisuja taka sama granice, a szeregom zbieinym

- taka sama sume. Takie metody nazywamy regularnymi lub permanentnymi.
Poszukiwanie warunkéw dla regularnoéci metody jest wainym zadaniem teorii
sumowalnodci.

Bardzo waine i szeroko znane jest twierdzenie Toeplitza (Otto Toepliﬁ 1881-1940).

Niech A = (anx) bedzie taka macierza, Ze

oo
supZ[ank-I =M< oo dlan=0,1,...
" k=0

lim ape =0 dla k=0,1,...

n—oo

(<]
lim E Gnk =1.
n—oo

k=0
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Wtedy dla dowolnego ciagu (sk)e>0 (ogélnie biorac o elementach 3 tsw. przestrseni

heacd
. s.80% & is . " se o e
unormowanej E), jezeli istnieje lim s = 8, to istnieje lim E Gnk 8k = 8.
k—oco n—oo
. k=0

Zna.czenie_zaloiexi jest ewidentne z zapisu, ale mozna je w stowach ujaé tak:

1) jesli wyrazy macierzy sumujemy w poszczegélnych wierszsach, biorac ich bezwsgledne
wartoéci, to kres gérny tych sum ma by¢ skoficzony;

2) ciagi wyrazéw macierzy, tworzace kolumny, maja zmierzaé do zera;

3) suma wyrazéw w wierszu ma granicg 1, gdy numer wiersza wzrasta
do nieskoriczonoéci.

Zaproponujemy teraz pewna metode sumowalnoéci, ktéra mozna zinterpretowac na
gruncie bardzo nowocszesnej teorii matematycznej, znajdujacej régnorodne sastosowania
praktyczne, tj. na gruncie teorii prawdopodobieristwa. Mianowicie:

Niech A = (ani) bedzie pewna macierza nieskoriczona o elementach nieujemnych,
wierszach sumujacych sie do 1 i taka, ze elementy wezystkich kolumn sbiegaja do sera,
tzn.

(1) ank>0, (n,k=0,1,2,...),
(2) D=1, (n=0,1,2,..),
k=1
(3) im ane =0, (k=0,1,2,...).

Moina latwo wykazaé (Czytelnik wykona to bez trudu opierajac si¢ na twierdseniu
Toeplitza), ze metoda limesowalnoéci odpowiadajaca podanej maciersy A jest
regularna.
Powyisza metode moina w nastepujacy sposéb interpretowaé probabilistycznie.
Niech (X,) bedzie ciagiem zmiennych losowych przyjmujacych tylko wartoéci naturalne
lub zero z odpowiadajacymi prawdopodobieflstwmi

P(Xn=k)=an, (n,k=0,1,2,...).
Warunki (1) i (2) wyrazaja to, ze ciagi (ant), dla kaidego ustalonego n, s3 rozkladami
prawdopodobiefistwa. Wiadomo bowiem (méwi sie o tym w szkole éredniej), ie
rozklad prawdopodobieristwa zmiennej losowej (scharakteryzowanej jak wyiej) jest
to taki ciag nieujemnych wartosci liczbowych przypisanych poszczegdlnym wartodciom
tej zmiennej losowej, e suma wszystkich wartodci zwanych prawdopodobiefistwami jest
réwna. 1.

Jest bezposrednio widoczne, ze ograniczamy si¢ w tych rozwazaniach tylko do
zmiennych przyjmujacych co najwyzej przeliczalna liczbe wartodci.

Warunek (3) méwi nam, ie ciag zmiennych losowych (Xn) zbiega stochastycsnie
(tzn. wedlug prawdopodobiefistwa) do +o0o.

Co to znaczy?

Ujmujac rzecz dokladnie nalezaloby napisaé, ie 2adamy, by
lim P(X, >N)=1,
n—oo

gdzie N jest dowolnie duza liczba naturalna. Zwiazek ten rozumiemy nastepujaco:
Utwérzmy ciag wyrazeh

P(XIZN)=f:P(X1=k)=f:au,

k>N k>N
P(X22N)=) P(Xa=k)= Y aun,
k>N k>N
PXa2N)=Y P(Xa=k)=  an,
k>N k>N

Naszym wymaganiem jest, by powyisze sumy prawdopodobiefistw zblizaly sie¢ wras ze
wzrostem numeru (indeksu) zmiennej losowej do 1. Kiedy to jest mozliwe?

41



o0
Zauwazimy, ze szereg Z anx mMozna zapisaé w postaci réinicy

k>N
oo N-1
§ Gnk — E Gnk -

k=0 k=0
Wtedy, pamietajac o wymienionej wlasnoéci rozkladu sumowania si¢ do 1 oras
wiasnoéci granicy (granica sumy réwna sie sumie granic), otrzymamy:

oo N-1 I N-1
I PO 2 )= i (3 e = 3 am) = i (1= 2 om) =
_1",,1me2“""—1_2,,152°“"‘

k=0

Granica ta bedzie réwna 1 tylko wtedy, gdy

lim @nx =0,

n—oo
tzn. gdy ze warostem n maleje do zera prawdopodobiefistwo przyjecia prsez smienna
X, wartodci k, gdzie k =0,1,..., N—1. Ujmujac rzecz mniej precysyjnie, ale moie
bardziej intuicyjnie, powiemy, ze spodziewamy sie, iz ze wirostem indeksu zmiennej
bedzie ona przyjmowala wigksze wartosci.

Jak juz méwili§my, metody sumowalnodci polegaja na wskasaniu reguly, sgodnie

3 ktéra mozemy przeksztalcié ciag (si) na ciag (tn) = A(8n), gdzie transformacja
dana jest wzorem (+) i rozwazamy granice ciagu (t»). Jak interpretowal ten swiasek
probabilistycznie?

Powszechnie wiadomo (z dodwiadczenia zyciowego i nauczania szkolnego), ze dla
scharakteryzowania wielu proceséw istotne jest podanie tzw. éredniej wartodci
badanej cechy. W rachunku prawdopodobiefistwa wartoéé érednia, nasywana
wartodcia oczekiwang i oznaczana przez E(X), jest okreélana jako suma iloczynéw
wartoéci zmiennej losowej X przez odpowiadajace jej prawdopodobiefistwo, tzn.

E(X)=) mP(X=z).
k
Zauwaimy, 7e taka sama jest budowa wzoru (). Przedstawmy sobie bowiem sytuacje,
w ktérej wyrazy ciagu (sk) wybieramy losowo, tzn. weskanik (indeks) wyrazéw tego
ciagu jest zmienna X, o rozkladzie prawdopodobiefistwa anr. Wzér (*) prsedstawia
wéwczas wartoéé oczekiwang zmiennej 8x,, czyli
tn = E(8x,‘) .
Nastepnym etapem rozwazafi jest badanie granicy t,, czyli granicy wartoéci
oczekiwanej przy n dazacym do nieskoniczonoéci i wyznaczenie jej wartoéci, jeéli ona
istnieje. ' '
Przedstawione tutaj idee wlaczenia probleméw teorii sumowalnoéci do rozwasan
stochastycznych (jeszcze inny termin okredlajacy teorig prawdopodobxeﬁstwax
nauki pokrewne) pochodza od slynnego matematyka wegierskiego Alfréda Rényiego
(1921-1970). On tei podal przyklady ciekawych powiasan niektérych wainych
metod sumowalnodci z podstawowymi rozkladami prawdopodobiefistwa np. metody
Hausdorffa z rozkladem dwumianowym (Bernoulliego). Widzimy wiec, ie obserwowany
ostatnio ogélny trend przenikania si¢ yéinych dziedzin nauki nie omija réwnies réinych
galezi matematyki.
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