Graf stochastyczny jako srodek matematyzacji

1 rozumowania

Adam PLOCKI, Krakéw

1. Wprowadzenie.

Szkolny rachunek prawdopodobiefistwa zostal zawezony
do skoficzonych modeli probabilistycznych m.in. z powodu
braku w matematyce elementarnej wiladciwych narzedsi
konstrukcji i badafi modeli nieskoficzonych.

Modelem probabilistycsnym doé§wiadczenia losowego

o przeliczalnym (tj. réwnolicznym ze zbiorem liczb naturalnych)
tbiorze 0 moiliwych wynikéw (zwanym przestrzenia zdarzen
elementarnych) jest w istocie para (Q, p), gdzie p jest funkcja
ze sbioru 0 w zbidr liczb rzeczywistych spelniajaca uklad
warunkéw

(1) p(w) > 0 dla kaidego w € 01 ,
@ Y opw) =1,
wED

Funycje p nazywamy roskladem prawdopodobiefistwa

na sbiorse (). Pare (Q,p) nazywamy dyskretnym albo
siarnistym modelem probabilistycsnym nieskoricsonym.
Rodzina S wssystkich podzbioréw sbioru O jest o-cialem,

a funkcja P okreflona na S wzorem

o, gdy A =9,
P(A) = p(w), gdy A = {w},
E p(w), gdy A jest co najmniej
wEA dwuelementowym podzbiorem Q,

- jest prawdopodobieristwem na S.
Aby okrefli¢ tréjke (1, S, P) w przypadku zbioru 0 co najwyiej
preeliczalnego potrzeba i wystarcza okredli¢ pare (11, p).

Przebieg wieloetapowych doéwiadczeri losowych daje sie
symulowa¢ biadzeniem losowym po grafie stochastycznym.
Wprowadzenie grafu stochastycznego do matematycznej
obrébki wielu schematéw losowych (tj. doswiadczes
losowych wieloetapowych) wnosi - jak wykaiemy -
specyficzne formy aktywnodci matematycznej do nauczania
oraz pozwala budowac i badaé nieskoficzone modele
probabilistyczne dyskretne érodkami dostepnymi dla
ucznia. Konstrukcja grafu, réine formy jego upraszczania
oparte na analogiach i symetriach, odkrywanie izoformizmu
dwéch wizualnie réinych graféw stochastycznych,
wyRorzystywanie tych izomorfizméw we wnioskowaniach
probabilistycznych (i matematycznych w ogélnodci) sa
specyficznymi formami matematycznej aktywnodci. Sama
konstrukcja grafu jest pewna forma matematyzacji sytuacji
i towarzyszacych jej stosunkéw jakodciowych i ilodciowych.

Graf stochastyczny jest para, (W, Q), gdzie W jest
skoficzonym zbiorem, ktérego elementy hazywamy wezlami
albo wierzcholkami grafu i przedstawiamy jako punkty
plaszczyzny, a Q - taka funkcja ze zbioru W x W w zbiér
liczb rzeczywistych, ze

(e1) Q(s,k) >0 dla kaidego j,k €W,
(82) D QUK =1 dlakaidego jeW.
kEW

Liczbe Q(5, k) oznaczamy przez Pik i nazywamy
prawdopodobieristwem przejécia w Jjednym kroku

s wesla j do wesla k. Jedna z form prezentacji

funkcji Q jest macierz [p,x]. Jest to macierz o wyrazach
nieujemnych. Suma wyrazéw kaidego jej wiersza wynosi 1.
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Macierz Q = [p;i] jest wiec maciersa stochastyczna,.

Przez krawedf grafu rosumiemy kaida uporsadkowana
pare j — k, dla ktérej p;jx > 0. Krawed$ 5 — k
przedstawiamy jako zorientowany odcinek (prostej lub
krzywej) o poczatku w punkcie 5 oras koficu w punkcié k.
Krawed j — j nazywamy petla.

Jezeli pj; = 1, to wesel 5 nasywamy mets albo weslem
brsegowym. Zbiér wssystkich westéw brsegowych
nazywamy brsegiem grafu i osnacsamy prses B.

Niektére kolumny maciersy Q moga by¢ zserowe. Dalsze
rozwasania ogranicsymy do prsypadkéw, gdy w maciersy
Q istnieje co najwyiej jedna kolumna sloiona z samych
zer. Gdy p;x = 0 dla kaidego § € W, to wesel k naswiemy
startowym. Graf stochastycsny (W, Q) moina wéwcsas
traktowac jako tréjke (wo, W, Q°), gdsie o jest wektorem
powstalym z k-tego wiersza maciersy Q przes usuniecie
WYyrazu pie, maciers Q° jest maciersa powstala s Q praes
usunigcie k-tego wiersza i k-tej kolumny, saé W° = W \ {k}.
Wspéirzedna j-ta wektora wo jest prawdopodobiefistwem
wyjécia z wesla startowego k do wesla j (5 € W°). Wektor
wo jest wektorem stochastycsnym (wspéirsedne nieujemne,
a ich suma réwna 1) i prsedstawia model probabilistycsny
tzw. etapu wstepnego.

Méwimy, ie dwa grafy stochastyczne (W1,Q1) i (W3,Q3)
83 isomorficsne albo stochastycsnie réwnowaine,
jedli istnieje taka bijekcja A ze zbioru W; na sbiér W3, ie
dla kazdych J'z, ks € W,z tego, ie j3 =h(]1) ik = h(kl)
wynika, ie Qa(j2,k32) = Q1(s1, k1). Isomorfism graféw
jest - jak wykaiemy — wygodnym érodkiem uzasadnienia
pewnych analogii.

Maciersa przejéé grafu stochastycsnego (W, Q)
nazywamy maciers R = [r;i], gdsie
o= {1, gdy px > 0,
0, gdy pjx=0.

2. Graf stochastyczny jako s§rodek
matematyzacji. Graf jako plansza do gry
losowej.

W grze uczestnicay dwéch graczy: Go i G1. Kaidy
startuje z pewna liczba zlotéwek jako kapitalem wstepnym.
Zaléimy, ze G1 ma na poczatku k slotéwek, a Go ma ich
m —k (0 < k < m). W kolejnych jednostkach czasu (choé
to jedynie umowa) przeprowadzana jest ta sama préba
Bernoulliego o prawdopodobiefistwie sukcesu réwnym

¢ (0 < u < 1). Ilekroé préba zakoficzy sie sukcesem,
gracz Go przekasuje zlotéwke graczowi G, gdy zakoficsy
si¢ poraika — gracz Go dostaje zlotéwke od gracza G,.
Préba powtarzana jest tak diugo, ai jeden z graczy straci
wszystkie zlotéwki (méwimy wtedy o ruinie tego gracza).

Préba Bernoulliego nazrywamy dofwiadczenie losowe o modelu
probabilistycznym (0, p), gdzie O = {0,1}, p(1) =u >0

ip(0) =1~ u>0. Wynik (zdarzenie elementarne) 1 nasywamy
sukcesem, wynik (zdarzenie elemcntame) 0 nazywamy
poraika. Préba Bernoulliego jest wiec rzut moneta, a takse
losowanie kuli z urny o dwéch kolorach kul.



Stan gry po kolejnej prébie jednoznacznie opisuje liczba
zlotéwek posiadanych przez gracza G, (jako stan jego
kapitali). Postawmy na poczatku pionek w punkcie k

na osi liczbowej. Jezeli préba zakorficzy sie sukcesem,
pionek 6w przesuwajmy o jednostke w prawo, gdy

poraika - o jednostke w lewo. Prébe i przesuwanie pionka
powtarzajmy tak dlugo, ai pionek trafi do punktu m
(ruina gracza Go) albo do punktu 0 (ruina gracza G).
Punkty O i m na osi s3 jakby metami. Eatwo zaakceptowacd
umowe, e ilekro¢ pionek trafi do ktérej$ z tych met,

to z prawdopodobiefistwem 1 juz w niej pozostaje

w kaidej nastepnej jednostce czasu. W przypadku k =3

i m = 5 odpowiedni graf, jako plansze do owej gry,
przedstawia rysunek 1. Wzdluz kaidej krawedzi (jako
mozliwego przejécia w jednym kroku) wpisano odpowiednie
prawdopodobieristwo.
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Rys. 1

Rysunek 1 przedstawia graf stochastyczny (W,Q), gdzie
w ={0,1,2,3,4,5} oraz

1 0 0 0 0 0

1-u 0 u 0 0O o0

Q= 0 1-u 0 u 0 O
- 0 0 1-u 0 u O
0 0 0 l—-u 0 u

0 0 0 0 0 1

Zaléimy, ze wladciwa gra jest poprzedzana jakby etapem
wstepnym, na ktérym rozstrzyga sie, ile sposréd m monet
bedzie miat na poczatku kaidy z graczy. Wszystkie monety
zostaja rzucone. Te, ktére upadly do géry reszka, stanowia
wstepny kapital gracza G,, pozostale — wstepny kapital
gracza Go. Wstepny kapital gracza G, (przed rzutem
monetami) jest zmienna losowa X : b(m, 1/2).

Zapis X : b(m, u) oznacza, ie zmienna losowa X ma rozklad
dwumianowy (zwany takze rozkladem Bernoulliego albo

binomialnym) o parametrach m i u, tzn. rozklad okreélony
wzorem

m -
px(k) = (k)u"(x —u)™ % dlak=0123,...,m,
gdzie m jest ustalonga liczba naturalna wieksza od 1, u zag

ustalona liczba rzeczywista z przedzialu (0,1).

Plansza do tej nowej gry jest w przypadku m = 5 graf
z rysunku 2.

@/ »/ 40;//\;\'/\\&4

Rys. 2

Jest to graf stochastyczny (W1, Q,), gdzie
w.={0,1,2,3,4,5, 8}, a Q) jest macierza powstala

z maciersy Q (o ktérej byla mowa uprzednio) przez
dolaczenie siddmej kolumny zerowej i sibdmego wiersza
postaci: [u®,5u®,10u®, 10u®,5u®, u°,0], gdzie u = 1/2.

Graf stochastyczny (Wi, Q:) mozna uznaé za tréjke (wo, W, Q),
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gdzie: wo = [u5,5u5, 10u®, 10u5,5u5,u5] iu=1/2, zaé
(W, Q) jest grafem stochastycznym odppwiadajacym
poprzedniej wersji gry.

3. Graf stochastyczny rozwiniety w czasie.
Dwuwymiarowy graf stochastyczny.

Powréémy do poprzedniej wersji gry. Oznaczmy przes
X, stan kapitalu (tj. liczbe posiadanych zlotéwek)
na koficu n-tej jednostki czasu. Nazywajmy koniec n-tej
jednostki czasu chwila n. Graf z rysunku 1 nie pozwala
rozstrzygaé, jakie wartoéci przyjmuje zmienna losowa
X, dla n > 2 iz jakim prawdopodobiefistwem. Jest
tak dlatego, ie uwzgledniamy jedynie zmiany stanu
kapitalu, a nie bierzemy pod uwage czasu, W ktérym te
zmiany nastepuja. Problem rozkiadu zmiennej losowej
X, inspiruje potrzebe wprowadzenia do analizy gry czasu
jako istotnego parametru. Obok osi, na ktérej zaznaczane
byly stany, rozwaimy prostopadla do niej oé, na ktérej
odmierzajmy czas. O$ rzednych, jako of czasu, skierujmy
w dét. Tlekroé préba zakoficzy sie sukcesem, pionek
przesuwajmy o wektor @ = [1,1], gdy préba zakoficzy sie
poraika, pionek przesuwajmy o wektor b= [-1,1]. Kaidy
wezel grafu jest teraz punktem w ukladzie wspdlrzednych.
Odcieta oznacza liczbe monet (stan kapitalu) gracza G,
rzedna za$ — czas (numer préby), po ktérym ten stan
zostal osiagniety. Graf, o ktérym teraz mowa, nazywamy
dwuwymiarowym grafem stochastycsnym. Dla k=3
i m = 5 taki graf przedstawiono na rysunku 3.
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Rys. 3

Pionek bladzi tak dhugo, az dotrze do prostej z =m
(swycieia gracz G1), albo do prostej z =0 (gracz Gy
zostaje zrujnowany). Odpowiednikiem petli w weile

m = 5 na grafie z rysunku 1 jest teraz pionowa krawedZ
laczaca wezet (n — 1, m) z wezlem (n, m) z przypisanym
jej prawdopodobiefistwem 1. Odpowiada to zalozeniu, e
ilekro¢ gracz G, posiadl w danej chwili wszystkie zlotéwki,
to posiada je takie w kaidej chwili nastepnej. Podobnie
jest w praypadku wezléw-met leiacych na prostej z = 0.



Taki uzupelniony graf przedstawia rysunek 4.
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Rys. 4

Istotna cecha wyrdiniajacy dwuwymiarowy graf
stochastyczny spoéréd innych graféw stochastycznych -
czasem takie rozwazanych w ukladzie wspélrzednych —
jest sens obu wspéirzednych kazdego wezla (odcieta jest
pewnym stanem, rzedna — czasem, w ktérym ten stan
osiagnieto).

Zmiefimy regulamin omawianej gry losowej. Zamiast
przekazywad przegrana, zlotéwke przeciwnikowi gracz
kladzie ja do puli. Préba powtarzana jest dopébty, dopéki
jeden z gracazy nie straci wszystkich zlotowek. Stan gry po
kolejnej prébie okresla para (z, y), gdzie z jest kapitatem
gracza Go, zad y kapitalem gracza G,. Plansza do takiej
gry (przy k=3im = 5) jest graf z rysunku 5, ktéry nie
jest dwuwymiarowym grafem stochastycznym.
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Rejestrujemy przebieg gry para (z,t), gdsie z jest stanem
kapitalu gracza G, a £ — czasem, po ktérym gracs
G osiagnal ten stan. W tej interpretacji przebiegu
gry plansza jest dwuwymiarowy graf stochastyczny

z rysunku 6.
ston haptaly.
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4. Konstrukcja grafu stochastycznego jako
specyficzna dzialalno§é matematyczna.

Konstrukcja grafu stochastycanego jako matematycznego
schematu danej sytuacji i towarzyszacych jej stosunkéw
jakodciowych i iloéciowych moze inicjowaé rozmaite formy
matematycznej aktywnoséci (zob. [4]). Te role grafu
stochastycznego w matematycznej aktywizacji ucznia
zilustrujemy na praykladach kilku gier losowych.

1° Plansza do gry jest plaski obraz szeécianu (zob. rys. 7).

N

Rys. 7

Gracz, oplaciwszy wstep m zlotych losuje dla swego
pionka (startujacego z wierzchotka 8) trase bladsenia.
Kazide wyiscie jest jednakowo prawdopodobre. Btadzenie
trwa az do momentu, gdy pionek trafi do przeciwleglego
wierzcholka k, a gracz zdobywa tyle zlotéwek, ile krokéw
wykonal pionek. Wygrana gracza jest czasem biadzenia,
a wiec zmienna losowa T'. Pytanie, przy jakim m gra jest
sprawiedliwa, dotyczy wyznaczenia E(T).



W istocie chodzi tu o bladzenie losowe po grafie
stochastycznym z rysunku 8 (kaidej krawedzi odpowiada
prawdopodobiefistwo 1/3).

Rys. 8

7 uwagi na analogiczna role wezléw oznaczonych litera o
(takie weztéw oznaczonych litera b) na drodze miedzy
startem ¢ a meta k kaidy z nich reprezentuje ten sam stan.
Graf stochastyczny uwsgledniajacy te analogie przedstawia
rysunek 9.
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Rys. 9

2% ,,Creps” to popularna w Ameryce gra, w ki:érej gracz
rzuca dwiema kostkami i obserwuje sura¢ z wyrzucoaych
lacznie oczek. Gdy z = 7 lub 2 = 11, gracz od razu
wygrywa. Gdy z =2 lub 2 = 3 Int z = 12 — wtedy

od razu- przegrywa. Kaida inna sumz daje mu prawo

do powtarzania rzutu dwiema koetkami tak dhigo, az
wypadnie ponownije ta sama enma - i whedy wygrywa

- albo a3 wypadnie suma 7 i wt2dy przegrywa. Mcina
pytas o sprawiedliwodé tej gry, a vakze o érednis, liczbe
rsutéw wykcnanych w grze (Sredni csas trwania gry). Jak
wykajemy, wygodnym narzedziemn rozwiazywania obu tych
protleméw 1noze byc graf stochastyczay.

Latwo wykazad, ze

P(gracz wygrywa po i raucte) = p,u = 8/36,

P(gracz przedgrywa pe [ rzucte) = pox = 1/26,

gdzie litera ¢ oznaczono start (wezel startowy), iitera w
swyciestwo, zad iitera k poraike, jako pewne stany tej gry.
Jefli po I rzucie gra sig nie kofczy, to z pewnych symetrii
wynika, ze sytuacja gracaa przy z = 4 jest analogicina
jak przy z = 10. Obie sumy z =4 i 2 = 10 reprezeniuja
ten sam stan gry. Oznaczmy gc litera a. Analogicznie
sumy z = 5 i 2 == O reprezentuja teu sam stan b, a sumy
2=61iz =8 tea sam stan c. Konstrukcja grafu obejmuje
.wysnaczanie liczb pjx dia 7,k = {s,a,b,¢, w}.
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Obliczanie prawdopodébiefmtw pewny<h sdarsefl ma tu
wiec pewne motywacje. Ostatecsny graf stochastycsny -
jakc plansze do gry ,creps® — praedstawia rysunek 10.
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Rys. 10

3° Rezwaimy réwnozzeene biadszenie dwéch pionkéw
po figurze z rysurku ila.

a) "D—O b)'—B:r.

Rys. il

Kasde wyiécie z danego wierscholka jast jednakowo
prawdopedobne. Biadzenie trwa vak dlugc, as pioaki
spotkaja si¢ w tym samym wicrzciolka. Mcsliwe atany
przedstawia rysunek i%, vstateczna zad voetat grefv
stochastycznago — rysunek 13.

Mupliiu gl sy
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Rys. 12

Rys. 15



Wyréinianie moiliwych stanéw wraz z redukcja ich
ilodci do minimum (przez wykorzystanie pewnych
analogii), rachowanie prawdopodobiefistw przejéé — to
specyficzne dla tej problematyki formy matematycsznej
aktywnoéci (por. bladzenie po figurze z rysunku 11b).

4° Konstrukeja grafu o minimalnej iloéci wesléw, jako
pewien proces matematyzacji, moie rozpoczynaé sie

od grafu rozwinigtego w czasie. Ilustruje to praykiad
gry ybiale lub czarne”. Kaidy z dwéch graczy Gy

i G. ma monete i pewna liczsbe zetonéw. G ma biale
ietony, G. - czarne. Plansza sklada si¢ 2 dwéch pél.
Kaide odpowiada innemu wynikowi rzutu moneta.
Gracse rzucaja na przemian moneta i klada swéj

ieton (jeden na drugim) na polu odpowiadajacym
wynikowi rzutu. Jesli oba powstale stosy zetonéw maja
na gérse ietony tego samego koloru, gra sie¢ koticzy.
Jedli na gérze w obu stosach sg ietony biale, swycieia
gracz Gs, jedli czarne - zwycieia gracz G.. Ktérys

I graczy ma prawo pierwszeiistwa. Pytanie, czy jest
ono dlafi przywilejem (czy gra jest sprawiedliwa?) moie
inspirowaé konstrukcje grafu. Wydaje sie, e mozliwe
Stany to '

1(cc) — dwa stosy setonéw, oba czarne na gérze (koniec
gry, swycieza gracz G.),

2(c) - jeden stoe-; czarnym setonem na gérze,
3(b) - jeden stos 3 bialym setonem na gérze,
4(bc) - dwa stosy 3 setonami réinych koloréw na gérse,

5(bd) — dwa stosy, oba ietony na gérse biale (koniec
gry, swycieia gracs Gs).

Rysunek 14 opisuje, jak moze toczy¢ si¢ gra, gdy
rozpocsyna j gracz G..
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Ten-dwuwymiarowy graf stochastycsny ukasuje potrsebe
wyréinienia nowych stanéw. W prsypadku wyiej
wyréinionego stanu — 4 - istotne jest, ktéry s gracsy

do tego stanu gre doprowadsil. Graf stochastycsny
uwzgledniajacy te nowe stany prsedstawia rysunek 15.
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Rys. 16

quly' prezentuja nastepujace s‘tany:

a - jeden stos, czarny u géry,

b — dwa stosy, oba biale u géry,

¢ - dwa stosy, oba czarne u géfy,

d - jeden stos, bialy u géry,

e — dwa stosy, bialy i czarny, po rzucie gracsa G,
f — dwa stosy, bialy i czarny, po rzucie gracsa G..

-Mozna wykazaé (rodki argumentacji saproponujemy

dalej), ze gra nie jest sprawiedliwa, ie prawo pierwssefistwa

" jest w tej grze przywilejem (gracs, ktéry rospocsyna,

zwycieia 3 prawdopodobiefistwem 5/9, a wiec szanse
graczy nie sa réwne). Nasuwa si¢ pytanie, jak smienié
regulamin gry, aby niesaleinie od tego, kto pierwssy

rzuca moneta i stawia seton, gra byla sprawiedliwa. Graf
stochastyczny moze by¢ érodkiem argumentacji, e gra jest

' sprawiedliwa, gdy rozpocsyna sie ona od etapu wstepnego,

na ktérym w drodsze sprawiedliwego losowania (losowania
dajacego kaidemu réwne ssanse) rostrsygal sie bedsie, kto
pierwszy rzuca moneta i stawia zeton.

5. Grafy stdcl}i/{istyczne niektérych
schematéw logowych.:

Naturalnym modelem bladzenia losowego po grafie
stochastycznym jest spadanie kulki po desce Galtona

o m poziomach (zob. [7]). Grafem jest w tym przypadka
schemat kanalikowego labiryntu na desce. Kaidej

z dwu krawedzi o wap6lnym poczatku odpowiada
prawdopodobiefistwo 1/2.



Rysunek 16 przedstawia graf stochastyczny do
symulowania prsebiegu schematu Bernoulliego o m = 5
prébach i o prawdopodobiefistwie sukcesu w jednej prébie
réwnym u (0 < u < 1).
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Rys. 16

Powtarsanie tej samej préby Bernoulliego tak diugo,

ag zakoficzy sie sukcesem, nazywamy oczekiwaniem

na plerwssy sukces. Graf stochastyczny tego schematu
losowego (tsn. graf shuiacy do symulowania jego
praebiegu bladzeniem losowym po grafie) przedstawia
rysunek 17a.

1-u

S u_41 a ug/ .cvu, b
Tw 1-uw

Rys. 17

Rozwaimy gre z udzialem dwéch gracay Ga i Gs. Gracze
na przemian powtarzaja t¢ sama prébe Bernoulliego

(o prawdopodobiefistwie sukcesu réwnym u), a swycieia
ten, kto pierwszy uszyskal sukces. W grze przeprowadzane
jest wiec oczekiwanie na pierwszy sukces. Zalézmy,

e rospoczyna graczs Ga4. W tym kontekécie. wygodniejszy
w ugyciu jest graf stochastyczny (dla oczekiwania

na pierwszy sukces) z rysunku 17b.

Powtarzanie tej samej préby ‘Bernoulliego az do k-krotnego
usyskania sukcesu nazywamy schematem Pascala.

Dla k = 4 graf stochastyczny tego schematu losowego
praedstawia rysunek 18. ‘

0.0.0.0.
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b

V
°

Rys. 18

Rysunek 19 przedstawia graf stochastyczny schematu
losowego polegajacego na powtarzaniu préby Bernoulliego
tak dlugo, az sukces pojawi sie dokladnie k = 3 razy- pod
rzad.
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Zaléimy, ze model probabilistycsny doéwiadcsenia losowego
jest skoriczony. Powtarzanie tego dodwiadczenia tak dlugo,
az uzyskamy kaidy 3 moiliwych wynikéw co najmniej

raz, nazywamy schematem kolekcjonera. Prsykiadem
takiego schematu losowego jest powtarsanie rsutu kostka
tak dlugo, ai kaida z liczb ocsek wypadnie co najmniej ras.
Graf stochastyczny tego schematu losowego przedstawia
rysunek 20.

Rys. 20

Z wyjatkiem schematu Bernoulliego wssystkie wyiej
opisane schematy losowe 83 doéwiadcseniami o losowej
liczbie etapéw. Cszas ich trwania (wymiersany licsbg
etapéw) jest zmienng losows. Jak wykaiemy dalej graf
stochastyczny pozwala znajdowal jej wartodé ocsekiwang
bez znajomoéci rozkladu tego csasu (a wiec s pominieciem
definicji wartoéci oczekiwanej).

6. Graf stochastyczny jako §rodek

wykrywania analogii.

.Dane 83 dwa pudelka U i V. W pudetku V sy trsy

ponumerowane kule, drugie z pudelek jest puste. Dana
jest takie urna z trzema ponumerowanymi kulami.

W kolejnych jednostkach czasu (co jest jedynie umowa)
losowana jest ze zwracaniem kula z urny, a nastepnie
przekladana z pudeika do pudeika kula o tym numerse,
jaki ma wylosowana kula 3 urny. Losowanie kuli s urny
i przekladanie kuli z pudelka do pudeika powtarsane jest
tak dlugo, az pudetko V bedszie puste.

Liczbe kul w pudelku V po kolejnym losowaniu kuli

z urny mozemy traktowaé jako stan tego pudetka

w kolejnej chwili. Przebieg tego schematu losowego daje
si¢ symulowal bladzeniem po grafie stochastycznym

z rysunku 21.
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Zauwazmy, e ten graf i graf z rysunku 9 sa izomorficzne.
Gdyby rozwaiyé czas biadzenia po szescianie (trwajacego
ai do momentu osiagniecia przeciwleglego wierzcholka)

i czas trwania wyiej opisanego schematu losowego,

to oba czasy s3 zmiennymi losowymi o identycznych
rozkladach. Srodkiem uzasadniania tego faktu stal sie graf
stochastyczny.

7. Graf stochastyczny jako forma opisu
i badania jednorodnych laricuchéw
Markowa.

Rozwaimy wieloetapowe doswiadczenie losowe,

ktérego kaidy etap jest doswiadczeniem o tym samym
m-elementowym zbiorze wynikéw. Numerujac te wyniki
za przestrzen wynikéw (przestrzefi zdarzen elementarnych)
kazdego etapu mozemy uwasaé zbidr W = {1,2,3,...,m}.
Zaléimy, ze kolejne etapy przeprowadzane sa w kolejnych

jednostkach czasu. Koniec n-tej jednostki czasy nazywajmy .

chwilg n.

Najpierw, w zerowej jednostce czasu, przeprowadzane

jest doéwiadczenie o modelu probabilistycznym (W, p°).

Niech p°(5) = p? dla 5 € W. Jest wiec p? > 0 dla kaidego
m

JEW E p;’ = 1. Model probabilistyczny tego etapu

=1
wstepnego jest okreélony przez wektor stochastyczny
wo = |p?, 3, oo ,p?n]. Kolejne etapy przeprowadzane 83

wedlug nastepujacej zasady: jesli etap (n—1)-szy zakoriczy
si¢ wynikiem j, to etapem n-tym jest doswiadczenie

o modelu probabilistycznym (W,p’). Niech P’ (k) = pji
dla 5,k € W. Liczba pj; jest wiec prawdopodobiefistwem,
z jakim dany etap zakoriczy sie wynikiem k, skoro etap
poprzedni zakoriczyt sie wynikiem 5 (7, k € W). Opisany
w ten 8poséb schemat losowy nazywamy jednorodnym
laficuchem Markowa o m stanach. Istota tego
schematu losowego jest to, ze model probabilistyczny .
kaidego etapu (z wyjatkiem etapu wstepnego) zaleiy
tylko od wyniku etapu poprzedniego. Jedli etap n-ty
zakoriczyt si¢ wynikiem k, to méwimy, ze w chwili n pewien
uklad o znalast sie w stanie k (wyniki kazdego etapu
interpretowane sa jako pewne stany).

Niech [pjk] = Q. Jest to macierz stochastyczna. Nazywamy
ja macierza prawdopodobieristw przejsé. Model
probabilistyczny jednorodnego laicucha Markowa jest
okreslony tréjka (wo, W,Q). Ta tréjka okresla graf
stochastyczny. Ow graf mozemy zatem uwazaé za forme
(ikoniczna) prezentacji jednorodnego laicucha Markowa.
Wspomniany graf moze stuzy¢ do symulacji przebiegu
laficucha Markowa bladzeniem losowym po grafie. W tej
interpretacji przebiegu laficucha Markowa moina latwo
wyrazaé rozmaite tresci probabilistyczne zwiazane z tym
procesem stochastycznym.

W [6] opisano konstrukcje modelu probabilistycznego

dla jednorodnego laricucha Markowa o ograniczonym
czasie jego trwania oparta na powyiszej formie symulacji.
Mowa tam o bladzeniu po grafie stochastycznym
dwuwymiarowym, powstalym Przez rozwiniecie w czasie
grafu (wo, W, Q).

Niech X, bedzie wynikiem n-tego etapu (a wiec stanem,
w jakim znajdsie sie ukled o w chwili n). X, jest
zmiennga losowa, ktérej rozkiad okreslony jest wektorem
Un = [p1,0%,...,p0], gdzie p;=P(Xp=j)dlajeWw
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in=0,1,2,... W [6] pokazano, jak za pomoca,
dwuwymiarowego grafu stochastycznego dowodzi¢, je
n=1,23,...
Dwuwymiarowy graf stochastyczny zostat tam ukazany
jako pewne narzedzie dedukcii. Pokazano tam takze, jak

opierajac si¢ na grafie stochastyczanym latwo uzasadniaé, s«
pewien schemat losowy nie jest laficuchem Markowa.

wn = w,._lQ dla

Kazidy wezet grafu (wo, W, Q) reprezentuje inny stan.
Stan reprezentowany przez wezet brzegowy j (tj. wezel,
dla ktérego p,; = 1) nazywa sie w teorii proceséw
stochastycznych stanem pochtaniajacym.

Rozwaimy laficuch Markowa o co najmniej jednym stanie
pochlaniajacym. Przestrzenia wynikéw (przestrzenia
zdarzen elementarnych) tego schematu losowego jest zbiér
{1 tras na wspomnianym wyiej grafie stochastycznym.
Trasa jest kaidy taki ciag krawedzi, ze poczatkiem
krawedzi pierwszej jest wezel startowy s, kotficem ostatniej
wezel brzegowy, przy czym koniec krawedzi poprzedniej
jest zarazem poczatkiem krawedzi nastepne;j.

Dalej bedziemy takze rozwasaé na grafie trasy prowadzace

z wezla 5 (niekoniecznie startowego) do wezla k (niekoniecznie
brzegowego) jako ciagi krawedzi o tej wlasnodci, te koniec kaidej
krawedzi poprzedniej w tym ciagu jest zarazem poczatkiem
krawedzi nastepnej, przy czym poczatkiem pierwszej krawedzi
jest wezel 5, koficem zaf ostatniej wezel k.

Okreélmy na zbiorze tras funkcje p, ktéra kaidej trasie
przypisuje iloczyn prawdopodobiefistw odpowiadajacych
kolejnym krawedziom tej trasy. Nietrudno wykazaé, ze
funkcja p jest rozkladem prawdopodobiefistwa na zbiorze
(1, a zatem para {0, p) jest modelem probabilistycznym
tego laficucha Markowa. Graf stochastyczny stal sie w tym
przypadku wygodnym narzedziem okreélania modelu
probabilistycznego dla jednorodnego laicucha Markowa

o niepustym zbiorze stanéw pochlania_jacych.

Powréémy do dowolnego laficucha Markowa

okreslonego tréjka (wo, W, Q). Przez pji(n) oznaczmy
prawdopodobiefistwo przejscia ukladu o ze stanu 7

w danej chwili ¢ do stanu k w chwili £ + n. W kontekécie
grafu stochastycznego p;k(n) jest prawdopodobiefistwein
przejécia (bladzacej po grafie czastki) z wezla 5 do wesla k
w dokladnie n krokach.

Dla n =1 jest px(1) = pj, a wiec [p,x(1)] = Q*.

Weimy n = 2. Dla wezha 7 i wezla k rozwaimy zbiér
W;k(2) tych wezléw grafu, do ktérych moina przejsé

w jednym kroku z wezla j i z ktérych w jednym kroku
mozna przejé¢ do wezla k. Wezel [ nalezy do W;e(2)
wtedy i tylko wtedy, gdy pj1 > 01 pix > 0. Jesli

I € W;i(2), to przejéciu 2 5§ do k przez weszet | odpowiada
prawdopodobiefistwo réwne p;ipix. Prawdopodobiesistwo
przejécia z j do k w dokladnie dwu krokach, a wigc p;(2)

jest suma
> pipn.
lEW ;i (2)

Jesli ktérykolwiek z wezléw I nalezacych do W nie nalezy
do W,k(2), to jest dlaft pjipi = 0. Ostatnia sume moina
zatem rozciagnaé (rozszerzyé) na wszystkie wezly ze zbioru
W, a zatem

p"k(2) = ijlplk dla J,kEW.
=1

Co oznacza, ze

[pix(2)] = Q7.



Te odkrycia sugeruja, ze dla kaidego naturalnego n jest
[pir(n)] = Q™.

Udowodnimy to korzystajac z zasady indukcji
matematycznej.

Zal6imy, ze [p;x(n)] = Q".

Wykaiemy, ze [pjx(n +1)] = Q"L

Rozwaimy wszystkie trasy o dlugoéci n + 1 prowadzace

‘3 wezla j do wezla k (méwiac tu i dalej o trasie
prowadzacej z wezla j mamy na uwadze ciag krawedzi

" rozpoczynajacy sie w weile 5). ,Waga” (masa) trasy

nazywamy przypisany jej iloczyn prawdopodobiefistw

(odpowiadajacych kolejnym krawedziom tej trasy). Liczba

pjk(n + 1) jest suma ,wag” wspomnianych tras.

Niech Wji(n + 1) bedzie zbiorem tych wezléw, do ktérych
z wezla j moina przejé¢ w dokladnie n krokach i z ktérych
istnieje przejécie (krawedZ) do wezla k. Uwszgledniajac
zalozenie (indukcyjne) mamy

pik(n+1)= > . pa(n)pwe.

IEW i (n+1)

Jedli wezet I nie nalezy do Wjk(n + 1), to pji(n) = 0 lub
pix =0, a wiec sume po prawej stronie powyzszej réwnosci
mozna rozciagnaé na wszystkie wezly zbioru W. Jest
zatem

pik(n+1)= l_f:lpf'("ép“‘ .

‘Liczba pjx(n + 1) jest wiec iloczynem skalarnym j-tego
wiersza macierzy Q" i k-tej kolumny macierzy @, co
oznacza, ie: :
[pie(n+1)] = Q" c.n.u.
Graf stochastyczny byt tu drodkiem odkrywania pewnej
wlasnodci jednorodnego laficucha Markowa, a zarazem
narzedziem organizacji rozumowania (dowodu tej
wlasnoéci). W tym sensie graf stochastyczny jest pewnym
érodkiem dydaktycznym. '

W badaniach nad lancuchami Markowa pewnga, role
odgrywa problem liczby mozliwych przejéé ze stanu j
do stanu k w dokladnie n krokach. W kontekscie grafu
stochastycznego jest to problem liczby tras o dlugodci n
prowadzacych z wezla 7 do wezla k.

Rozwaimy macierz R okreélona na wstepie, a zwana
macierza przejsé. Oznaczmy przez ljx(n) liczbe tras
o dlugoédci n prowadzacych z wezla 5 do wezla k.

Dla n = 1 jest I;x(1) = rj, a wiec [l;x(1)] = R = R'.
Nietrudno sprawdzié¢ — odnoszac rozumowanie do grafu —
ie [I;x(2)] = R?. Te dwa szczegélne przypadki sugeruja
zatem twierdzenie, ze dla kazdego naturalnego n jest
[ljx(n)] = R, ktére latwo udowodni¢ metoda indukcji.

8. Graf stochastyczny jako srodek
racjonalizacji rachunkéw — redukcje grafu
stochastycznego. '

Wyjdimy od gry losowej, dla ktérej plansza jest graf
stochastyczny z rysunku 18. Problem prawdopodobienstwa
zwyciestwa kazdego z graczy w tradycyjnym ujeciu
rachunku prawdopodobiefistwa rozwiazuje sie

w geometrycznym modelu probabilistycznym (Q, p), gdzie

Q= {w1,ws,ws,...} i plwe)=(1-u)"u
dlak=1,2,3,...
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Funkcja p jest ciagiem geometrycznym, stad jej nazwa
geometrycsny rosklad prawdopodobiefistwa, albo krétko:
roskiad geometrycsny. Pare (03, p), w ktérej Q jest sbiorem
wszystkich liczb naturalnych, a p geometrycznym roskiadem
prawdopodobieristwa na (], nazywamy geometrycsnym

modelem probabilistycsnym.

W tym modelu rozpatruje si¢ sdarsenia:

A: zwyciesy gracz Ga (sukcesem zakodiczy si¢ po raz
pierwszy préba nieparzysta),

B: zwyciezy gracz Gp (sukcesem zakoriczy si¢ po raz
pierwszy préba parzysta).

W modelu probabilistycznym (€, p) jest

A={wax-1:k= 1,2,3,...}, B= {war : k= 1,2,3,...},
a wiec

P(A) = i (1 —u)?* %y,

k=1
P(B) = 3 (1 —w*'u=1- P(4).

Problem prawdopodobiefistwa sadarzefi A i B odnieémy *
do grafu stochastycznego 3 rysunku 18. Wynikowi wx
oczekiwania na pierwssy sukces (wspomniana para (Q,p)
jest modelem probabilistycznym tego wilaénie schematu
losowego) odpowiada na grafie trasa o dlugoéci k.

. W kontekécie grafu stochastycznego zdarsenie A jest

zbiorem wszystkich tras prowadzacych 3 wesia startowego
do mety a (w trakcie symulacji gry bladseniem po grafie
zdarzenie A zajdszie wtedy i tylko wtedy, gdy bladsacy
pionek dotrze do mety a). Zdarzenie B jest w tym ujeciu
modelu zbiorem tras prowadzacych do mety b.

Najkrétsze trasy do kaidej 3 met przedstawia rysunek 22.

1-uw
a u S s N b
O(————. ® oc———bo
Rys. 22

Kaida z pozostalych tras zawiera wielokrotnoéé cyklu
z rysunku 23. Ten cykl moina zastapi¢ petla (zob. rys. 24).
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Rysunek 25 jest protokolem tej »przerébki” grafu..
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Rozwaimy fragment grafu obejmujacy wszystkie trasy
prowadzace do mety a (zob. rys. 26).

Rys. 25
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Wagi kolejnych (gdy chodzi o diugoéé) tras tworza ciag:

4, (1—u)’y, (1-u)y,..., 2 wiec waga zbioru tych tras
prowadzacych do mety a jest suma szeregu geometrycznego
i wynosi T.—-)T Odcinek grafu z rysunku 26 moina
wiec zastapi¢ krawedzia 2 waga, -1-_—(3'—‘_—.-5-,- Analogicznie
postepujac ze zbiorem tras prowadzacych do mety b
dostajemy prosty graf z rysunku 27, z ktérego wynika, ie

P(A) = ﬁ oraz P(B)= %

Ostatnie rozwagania pozwolily wyréini¢ dwa réine typy
redukcji grafu stochastycznego. Te i kilka innych typéw
zebrano w poniiszej tabeli.

Lk fragment grofu: | mowma 1yl tokim :
X
) a—-*?—’-* a——'z—ﬁ—;*z D
9y x+y=4
X
3! Q./-\.C .:’_yl',.c
‘I\».A @
b
X X _
4 °—’JQ‘F" ==ap——k—
@
3 i x
5 OQ—L.C?_X’% a&. 1-2 .C

Wyznaczanie pewnych prawdopodobiefistw

w nieskoficzonym (ale przeliczalnym) modelu
probabilistycznym poprzez etapowa redukcje grafu
zilustrujemy na praykladsie kolejnej gry losowe;j.

Dwéch uczestniczacych w niej graczy oznaczmy przesz
GaiGpg. Préba Bernoulliego o prawdopodobiefistwie
sukcesu réwnym u (0<u< 1) powtarzana jest tak dhugo,
ai po sukcesie dwa razy pod rzad pojawi sie porazka
(...100) i wtedy zwycieia gracz G, albo po dwu pod rzad
porazkach wystapi sukces (...001) i wtedy zwycieza gracz
Gp. Nazywajmy ja gra n8ukces, dwie porazki - dwie porazks,
sukces”,

Graf stochastyczny do symulowania przebiegu tej gry
biadzeniem losowym przedstawiono na rysunku 28.

Eys. 28

35

Na pytanie, przy jakim u ta gra jest sprawiedliwa, kaidy
bez wahania odpowiada, e dla u = 1/2. Ten prsypadek
kojarzymy 2 rzutem moneta. Wyrsucenie resski traktujemy
jako sukces. R6wnoé¢ szans w tej grse (nasywajmy

ja w tym przypadku gra ,reszka § dwa orly - dwa orly

i reszka®) zdaje sie wynikaé z réwnoéci pragdopodobiefistw
wynikéw: ,reszka, orzel, orzet® i , orzel, orzel, reszka®.

Jak pokaiemy ta intuicyjna (wssak podana bes glebssego

~ zastanowienja) odpowied jest bledna. Intaicja podsuwa

nam niewlasciwe skojarsenie pewnych symetrii (v = 1 - u)
z réwnodcia prawdopodobiefistwa. -

Rysunek 29 jest protokolem etapowej redukcji grafu
stochastycznego.
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Zwyciestwo gracza G4 jest réwnoznaczne g dotarciem
biadsacej po grafie czastki (pionka) do mety ga,
swyciestwo jego przeciwnika — z dotarciem do mety gs.

Mamy wiec ~ co wynika z ostatniego grafu z rysunku 29 -
P(A) = P(swyciesy gracz Ga) = u + u(1 — u),
P(B) = P(swyciesy gracz Gg) = (1 — u)?.

Dia w=1—u=1/2 jest wiec: P(A) =3/4i P(B)=1/4.

Ale odnoesac problem sprawiedliwodci gry (jako problem
dotycsacy prawdopodobiefistwa sdarzeft A i B) do grafu
stochastycsnego s rysunku 28 moina powyisze rozwiasanie
otrsymaé natychmiast. Zauwaimy, se dotarcie do wesla b
na tym grafie jest réwnoznacsne ze zwyciestwem gracza
Ga, gdy# 3 wesha b moina jedynie dotrseé do mety ga,

w iaden sposéb zaé nie mozna dotrzeé do mety gb.
Analogicsnie dotarcie do wezla ¢ jest réwnoznacane ze-
swyciestwem gracza Gs. Prawdopodobiefistwo dotarcia
do wesla ¢ jest réwne (1 — u)(1 — u), zaé do wezla b jest
ono suma: u + u(1 — u). Graf stochastyczny stal si¢ wiec
grodkiem racjcnalizacji rachunkéw.

9. Algorytm pochlaniania dla grafu
stochastycznego o niepustym brzegu.

Roswaimy graf stochastyczny o brzegu B. Niech C.
bedsie podsbiorem (w szczegélnoéci jednoelementowym)
sbioru B. Przez p,i oznaczamy prawdopodobiefistwo
praypisane krawedzi j — k. Przes pjc oznaczajmy
prawdopodobieristwo dotarcia z wesla 4 do zbioru C. Jest
ocsywiste, ie

a) pic =1dla j € C oraz

b) pjc=04dlajeB\C.

Niech 5 & B. Przez Ajc oznaczmy zdarzenie: bigdzgea
czqstka z weza § dotrze do ktérejs z met zbioru C (dotrze
do sbioru C). P(Ajc) = pjc.

Niech K; bedzie zbiorem weziéw, ktore 83 koficami
krawedsi o pocsatku w wetle 5. K. jest zbiorem wezléw
bespofrednio (tsn. w jednym kroku) osiagalnych z-westa j.
Praes Djic oznacsamy zdatzenie: blqdzqcy pionek z weza j
dotrze do zbioru C przez wezel k (k € K;). '

Roswaimy lokalny model probabilistyczny odpowiadajacy
_bladseniu rospocsynajacemu si¢ wele j. W tym modelu
sdarsenie Djic jest sbiorem tras, kiére z wesla j
przes wesel k prowadza do met zbioru C. Przypisane
tym trasom prawdopodobiefistwa 83 iloczynami
o wspélnym czynniku pjx. Suma tych iloczynéw
jest P(Djic). Wylaczajac przed nawias 6w wspdlny
czynnik p;; dostajemy w nawiasie sume, ktéra jest
prawdopodobieristwem dotarcia z wezta k do gbioru C,
a wiec pec. Mamy wiec: P(Djrc) = pjrprc dla k € K;.
Zdarsenia ze sbioru {Djic : k € K;} 8a parami rozlaczne
iAjc= |J Dijic, a zatem

kEK

pic = P(Ajc)= D P(Djic)= ) piepec.
kEK; kEK;
. Wykazaliémy wiec, e jeéli j nie jest wezlem brzegowym
(meta), to :
c) pic = Ep,-gpkc, gdzie k przebiega wszystkie wesly
k bezposrednio osiagalne z wezla j.

. Warunek c) wraz z warunkami brzegowymi a) i b)
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stanowi kolejne narzedzie obliczania prawdopodobiefistw
zdarzefi w przeliczalnych (réwnolicanych se sbiorem Yicsb
’naturalnych) przestrseniach wynikéw bes odwolywania
sie do szeregéw. Uklad warunkéw a), b) i c) nasywajmy
algorytmem pochlaniania.

Zastosowanie algorytmu pochlaniania silustrujemy

na praykladsie problemu sprawiedliwoéci gry, w-ktérej
dwaj gracse G4 i Gp powtarsaja na prsemian te sama
prébe Bernoulliego tak dlugo, ai sakoficsy sie ona
sukcesem. Zwycigia ten, kto pierwssy 6w sukces usyskal,
a rozpoczyna gracs Ga..

Problem prawdopodobiefistwa swycigstwa kaidego

z graczy odniefmy do grafu stochastycsnego. Chodsi

o graf z rysunku 18. Mamy tu: B = {a,b}. Niech C = {}.
Zapytajmy o p.c, jako o prawdopodobiefistwo tego,

e zwyciezca sostanie gracs Gp.

Mamy tu
pic=1 1 pac=0.

Z c) -wynika, ze

pec = (1 — w)pec +¥pac, Pec = (1 - ¥)pec + upsc,
a wiec ) -
_u(l-v)
1-(1-9)3’
Wprowadzony wyiej algorytm pochlaniania poswala
zastepowaé w rachunkach ageregi licsbowe unkiadami
prostych réwnafi liniowych. Nasuwa si¢ tu problem
niezawodnodci tego algorytmu. Chodsi o rozstrzygniecie,
czy zawsze wspomniany uklad réwnafi (uklad tylu réwnad,
ile wezléw ma graf stochastyczny) ma roswiasanie
moiliwe do przyjecia z uwagi na probabilistycsny sens
niewiadomych. Ten problem pcgostawiamy otwarty.

poc =(1— u)((l —'u)p.c -+ u) , csyli pec=

10. Algorytm sredniego czasu bladzenia
po grafie stochastycznym z niepustym
brzegiem.

Niech T bedzie czasem bladzenia po grafie 3 co najmniej
jednym westem brzegowym. W odpowiednim modelu T,
jest smienna losowa (funkcja), ktéra kaidej trasie bladzenip.
przypisuje jej- dlugoéé. Zaléimy, ie istnieje E(T). Niech

T; bedsie czasem biadzenia rozpocsynajacego si¢ w wefle j
tegoi grafu. Oznaczmy E(T;) przez e;.

Jest oczywiste, ie dla j € B jest T; = 0, a wiec

a) e;=04dla j €B. _

Gdy wezystkie krawedzie z wesla 5 prowadsa na brseg, to
T; =1, a zatem :

b) e; = 1 dla powyisgych j. -

Rozwaimy pozostale wezly grafu. Wesystkie trasy
prowadsace z wezla j na brseg sklasyfikujmy pod katem
tego, do ktérego z wesléw sbioru K; prowadsi ich
pierwsza krawedf. Klasyfikacja ta prowadsi do ukiadu
supelnego zdarzefi {Djis : k € K}, o ktérym byl mowa
w poprzednim ustepie. Wefmy pod uwage te klasyfikacje

_przy analizowaniu sumy

E(T;) = ) _(dlugosé trasy)x
x (prawdopodobieristwo blgdzensa tq trasq),

rdzie sumowanie rozciaga sie na wssystkie trasy
prowadzace z wezla § na brzeg grafu.



Wezimy skiladniki powyiszej sumy odpowiadajace

trasom tworzacym klase Djis. Przypisane tym trasom
prawdopodobienistwa 83 iloczynami o wspélnym czynniku
pjk. Sume tych skladnikéw mozina przedstawié w postaci

Z(l + dlugosé trasy z wezda k)x

(pjk X prawdopodobieristwo przypisane tej trasie z wezta k),
gdzie sumowanie rozciaga si¢ na wszystkie trasy
rozpoczynajace si¢ w weile k zbioru K;. Ostatnia suma
jest rowna

Pik + Pik Z(dlu‘go.s’c’ trasy z wezla k) x

(prawdopodobieristwo przypisane tej trasie z wezla k),

a suma rozciaga sie na wszystkie trasy wychodzace z wezla
k. Ale

Z(dlugoéc' trasy z weza k)X

(prawdopodobieristwo przypisane tej trasie z wezta k) = E(T:).
Mamy wiec zwiazek

ET;) = Y (pir + pitE(T)) =

kEK;

=1+ Z p,'kE(Tk), bo Z pik=1.

kEK; kEK;
Wykazali§my tym samym, ze gdy j nie jest meta i 7 nie
jest wezlem, z ktérego wszystkie krawedzie prowadza
na brzeg, to
c) e =1+ pjkex,

k

gdzie k przebiega wszystkie wezly, do ktérych prowadzi
krawedz z wezla j. Wzér b) mozna uznaé za szczegélny
przypadek wzoru c). Tak wigc w istocie uklad warunkéw
a) i c) okreéla pewien algorytm wyznaczania éredniego
czasu bladzenia po grafie stochastycznym o niepustym
brzegu. Nazywamy go algorytmem sredniego czasu
bladzenia.

Niech T bedzie czasem trwania schematu losowego zwanego
oczekiwaniem na pierwszy sukces. Nietrudno stwierdzié,

ze czasem oczekiwania na pierwszy sukces jest czas

trwania gry losowej, ktérej odpowiada graf stochastyczny

z rysunku 18, czyli czas bladzenia po tym grafie.

Korzystajac z definicji wartodci oczekiwanej dowodzi

si¢ (m.in. korzystajac z twierdzenia o rézniczkowaniu
szeregéw funkcyjnych, por. 5] s. 151), ze E(T) = 1/u,
gdzie u jest prawdopodobieistwem sukcesu w pojedynczej
prébie (0 < u < 1). Wzér na wartcéé oczekiwang czasu
oczekiwania na pierwszy sukces wyprowadzimy proéciej
korzystajac z algorytmu dredniego czasu bladzenia po
grafie stochastycznym. Powréémy zatem do rysunku 18.
Mamy

E(T) =e, oraz e, =0 i e, =0, a ponadto
eo=1+ues+ (1 —u)ec, ec=1+uep+(1—u)e,,
skad wynika, e
ee=1+(1-u)(1+(1-u)e),
a wiec e, = 1/u.
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Celem niniejszych rozwasaii byla préba prezentacji
grafu stochastycznego jako wygodnego w nauczaniu
(i ogblnie w przekazywaniu wiedsy probabilistycznej
na kaidym etapie nauki) érodka dydaktycznego

‘umosliwiajacego adaptacje treéci zaawansowanego

rachunku prawdopodobiefistwa na grunt matematyki ,dla
wszystkich” (a wiec takie matematyki szkolnej).

Graf stochastyczny ukazano jako:
a) narzedzie opisu i rosumowania,

b) jako érodek organizacji i wspierania matematycznego
mysélenia zainicjowanego procesami matematyzacji
i dedukcji,

c) jako érodek racjonalizacji post¢powania, w tym

érodek upraszczajacy rachunki, ale takie konkretne
eksperymentowanie (bladzenie losowe po grafie jako
specyficzna forma symulacji przebiegu schematu losowego,
graf jako plansza do gry zastepujaca inne rekwizyty itd.),

d) jako narzedzie wykrywania i uzasadniania analogii, a
takze wykorzystywania tych analogii we wnioskowaniach,

e) jako érodek wykrywania symetrii istotnie
upraszczajacych wnioskowania,

f) jako érodek inicjujacy i wspomagajacy matematyczne
odkrycie (por. odkrywanie na drodze indukcyjnej pewnych
wlasnoéci taficuchéw Markowa),

g) jako wygodny érodek argumentacji.

Literatura

[1] N. Deo, Teoria graféw s jej zastosowania w technsce
{ informatyce, PWN, Warszawa 1980.

[2] A. Engel, The Probabilistic Abacus, Educational
Studies in Mathematics, vol. 6 nr 1(1975), s. 1-22.

[3]  A. Engel, Wahrscheinlichkestsrechnung und Statistik,
Band 1,2, Ernst Klett Verlag, Stuttgart 1973.

[4] Z. Krygowska, Elementy aktywnoéci matematyczne,
ktére powinny odgrywaé mmaczqcqg role w matematyce
dla wszystkich, Dydaktyka Matematyki nr 6(1986),
s. 25-41,

[5] L.T. Kubik, Rachunek prawdopodobieristwa, PWN,
Warszawa 1986.

[6] A. Plocki, £aricuchy Markowa w aspekcse
dwuwymiarowego grafu stochastycznego
i stochastycznego grafu przeplywu, Rocznik
Naukowo-Dydaktyczny, Prace 2 Rachunku
Prawdopodobienistwa i jego Dydaktyki I, zeszyt 114,
Wydawnictwo Naukowe WSP, Krakéw 1987, 8. 7-45.

[7]  A. Plocki, Rachunek prawdopodobieristwa dia
szkoly sredniej, wyd. V, Wydawnictwa Szkolne
i Pedagogiczne, Warszawa 1988.



