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Uklady dynamiczne to (p6l)grupy przeksztalcen na przestrzeni (topologicznej,
metrycznej, mierzalnej. .. ) X. W naszym przypadku bedzie to pélgrupa
generowana przez jedno przeksztalcenie T : X — X (czyli izomorficzna z N).
Zadaniem teorii ukladéw dynamicznych jest opis trajektorii (inna nazwa: orbit)
punktéw z € X, to znaczy ciagéw (z, T(z), T*(z), ...), gdzie T* oznacza
i-krotne ztozenie przeksztalcenia T

Okazuje sie (teoria chaosu), ze opisanie kazdej trajektorii moze by¢é praktycznie
niemozliwe, ale teoria ergodyczna daje mozliwos¢ powiedzenia czego$ o prawie
kazdej trajektorii wzgledem pewnej miary (probabilistycznej).

Inna motywacja do zajmowania sie teorig ergodyczng ma zwiazek z rachunkiem
prawdopodobiefistwa (i na nim sie skupimy). Przypomnijmy, ze metoda

Monte Carlo méwi, ze jesli wylosujemy ciag punktéw xg, 1, ... ze zbioru X
niezaleznie, z pewnym rozkladem pu, zas ¢ : X — R jest funkcja catkowalna,

to ciag %Z?:_Ol ¢(x;) zbiega prawie na pewno do [ ¢ du. Wynika to po prostu

z MPWL (Mocnego Prawa Wielkich Liczb) Kolmogorowa. Mozemy te zbieznosé
interpretowac tak, ze ciag x; ,réwnomiernie” wypelnia przestrzen X. Bedziemy
chcieli pozbyé si¢ losowosci i jako ciag z; wybraé trajektorie T¢(x) dla pewnych
TizelX.

Rozpatrzmy na poczatek dwa przyktady.

Wezmy X = S okrag jednostkowy i przez R, : S' — S' oznaczmy obrét okregu
o kat 27« dla « € [0, 1]. Powszechnie wiadomo, ze jesli « jest niewymierna,

to trajektoria dowolnego punktu na okregu jest gesta. Mozna ponadto

pokazaé (autorowi nie jest znany dow6d elementarny), ze ta trajektoria jest
y,coOwnomiernie roztozona” w nastepujacym sensie:

n—1
A, % > O(Ry () = / ¢dLeb  (¥)
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gdzie Leb to (unormowana) miara Lebesgue’a, za$ ¢ jest (prawie) dowolna
funkcja catkowalng. Zwiazek z Monte Carlo jest ewidentny.

Nalezy podkresli¢, ze nie jest to tylko mniej lub bardziej interesujaca
ciekawostka, ale fakt z wieloma konsekwencjami. Jedna z nich wynika

z interpretacji wyrazenia - Z?:_OI 14(RE (7)) jako czestodci wpadania trajektorii
punktu x do zbioru A C X do czasu n.! W zwiazku z tym z (*) wynika, ze

ta czestosé asymptotycznie jest réwna mierze zbioru A. To z kolei pozwala
rozwiazaé nastepujacy problem?:

Zadanie 1. Rozpatrzmy ciag pierwszych cyfr zapisu dziesietnego liczb postaci
2™ (to znaczy 1,2,4,8,1,3,6,1,2,5,1,2,4,8,1,3,6,1,2,5,...). Czy w tym ciagu
czedciej (asymptotycznie) bedzie si¢ pojawiala cyfra 7 czy 87

Zadanie jest o tyle ciekawe, ze o ile 8 widzimy na czwartej pozycji, to na
pierwszy rzut oka nie jest jasne, czy cyfra 7 w ogdle sie pojawi (tym bardziej,

ze pojawia si¢ za pierwszym razem dopiero na 46. miejscu). Réwnie nieoczywiste
moze by¢ tez to, czy ten ciag jest, czy nie jest okresowy.

Wszystkie te pytania staja sie bardzo proste, kiedy rozpatrzymy czesci
ulamkowe liczb log 2™ = nlog 2 (tym razem log to logarytm dziesietny).

Z jednej strony tworzg one doktadnie trajektorie punktu 0 przy obrocie Riog2
(i utozsamieniu St z [0,1)). Z drugiej, kazdy Czytelnik tatwo napisze warunek
na to, ze pierwsza cyfra dziesietna liczby N jest ¢, zalezacy tylko od czesci
ulamkowej log N. Ten warunek (i zbieznoéé (x)) implikuje, ze cyfra 7 bedzie sie
pojawiata czedciej niz 8.

Lwynika ona oczywiscie z réwnosci Z::ol La(Rui(p) =#{0<i<n: Ri (x) € A}
2por. np. artykuly Pawla Strzeleckiego w Delcie z sierpnia 1994 lub marca 2010
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Zbiezno$é (x) nie jest wlasciwie niczym nadzwyczajnym, lecz konsekwencja
Twierdzenia Ergodycznego Birkhoffa, o ktérym bedzie mowa pdznie;j.
Zanim je sformutujemy, podamy (troche) bardziej skomplikowany przyklad
przeksztalcenia T', a wczesniej poczynimy wazng uwage.

Ot6z miara Lebesgue’a, ktéra pojawia sie we wzorze (*) ma wazna

i nieprzypadkows wlasnosé: jest niezmiennicza dla przeksztatcenia T' = R,

w takim sensie, ze dla dowolnego zbioru (mierzalnego) A C S zachodzi réwnoéé
w(T~1(A)) = p(A) (w sposéb zwarty — i madry — mozemy to zapisaé tak:

T.p = p). Wlasnosé ta jest kluczowa dla Twierdzenia Ergodycznego, a ponadto
ma swoja naturalna ,fizykalng” interpretacje jako stan stacjonarny naszego
uktadu.

Pora na obiecany drugi przyklad: dwukrotne nawiniecie okregu. Przestrzenia
znowu jest X = S' a przeksztalcenie — po utozsamieniu z S z [0,1) —
zadane wzorem T'(0) = 20 mod 1 (mozemy tez w sposéb zwarty zapisaé to
multiplikatywnie w zmiennych zespolonych jako z? dla z € C t.ze |z| = 1).

Ten przyktad wyglada by¢ moze niepozornie, ale jego dynamika jest duzo
bardziej skomplikowana. W szczegdlnoéci poprzednio kazde dwie trajektorie byty
wladciwie takie same, to znaczy réznity sie od siebie tylko o pewien obrét. Teraz
ich zachowanie moze by¢ diametralnie rézne, w szczegdlnosci na pewno nie kazda
orbita jest rownomiernie roztozona na okregu.

Najbardziej ekstremalnym tego przykladem sa punkty okresowe (to znaczy
speliajace T?(z) = z dla pewnego z € S') — takich punktéw dla obrotu

(0 kat niewymierny!) nie bylo. W takim wypadku ciag L 37 ¢(T7(2)) zbiega
do Sredniej wartosci ¢ na trajektorii z. Punkty okresowe sa — w pewnym sensie
— przeciwienstwem punktow o gestej trajektorii, bo odwiedzaja tylko ,bardzo
maly fragment” zbioru X.

Jako dobre ¢wiczenie mozna sie zastanowié, dlaczego dla przeksztalcenia T'
istnieja punkty okresowe o dowolnym okresie (podstawowym).

Pokazanie, ze istnieje punkt o orbicie gestej jest nie-elementarne w tym sensie,
ze autorowi nie jest znany dowod nie korzystajacy z przestrzeni symbolicznej
(to znaczy przestrzeni nieskonczonych stéw nad pewnym alfabetem). Mozna
jednak pokazaé, ze zbiér takich punktow jest ich bardzo duzy, a konkretnie, ze
nawet zbiér punktéw o trajektoriach réwnomiernie rozlozonych (ktéry jest jego
podzbiorem), tworzy zbiér pelnej miary Lebesgue’a.

Wynika to wlaénie ze wspomnianego wczesniej Twierdzenia Ergodycznego

oraz faktu, ze T jest przeksztalceniem zachowujacym miare Lebesgue’a

i ergodycznym?. O ile to pierwsze jest latwym do wykonania éwiczeniem

dla Czytelnika, o tyle to drugie chyba znéw nie ma elementarnego dowodu.

W zamian podamy w koncu sformutowanie Twierdzenia Ergodycznego Birkhoffa.

Twierdzenie 1 (Ergodyczne Birkhoffa). Niech T : X — X bedzie
przeksztalceniem zachowujgcym miare p 1 ergodycznym, zas ¢ : X — R funkcjg
catkowalng. Wtedy:
n—1
o1 i
tim -3~ 6(7'(w)) = [ od
=0

n—oo N “
dla p-prawie wszystkich x.

Warto zauwazy¢, ze to twierdzenie jest dokladnym odpowiednikiem
Mocnego Prawa Wielkich Liczb i mozna jest wyrazi¢ w ten sposéb, ze ciag
zmiennych losowych ¢; = ¢ o T? spelnia MPWL. Twierdzenie Birkhoffa moze
zatem kojarzyé sie z MPWL Kolmogorowa. Jest to czesciowo stuszne, bo
niezmienniczo$é¢ ukladu jest rownowazna z tym, ze zmienne ¢; maja ten sam
rozktad. Ergodyczno$é jednak nie jest ,zamiennikiem” réwnowaznosci, bo na
przyklad istnieja przeksztalcenia ergodyczne, ktore nie spelniajg Centralnego
Twierdzenia Granicznego.

3ergodycznosé znaczy np. to, ze wszystkie funkcje T-niezmiennicze sg stale prawie wszedzie
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Z drugiej strony istnieja uktady ,porzadne”, dla ktérych CTG i jeszcze
mocniejsze wlasnosci statystyczne zachodza. Bodaj najwazniejszym dla teorii
uktadéw dynamicznych przykladem sa tak zwane przesuniecia Bernoulliego,
zdefiniowane na przestrzeni symbolicznej: 3 := A" dla pewnego alfabetu A.
Przesunieciem ¢ nazywamy przeksztalcenie:

o((wo, w1, wa, ...)) = (w1, wa, ...)
Istotno$é tego przykladu wynika z dwoch powoddéw.

Pierwszym jest to, ze — wbrew pozorom — takie uklady czesto wystepuja
»,w przyrodzie”, na przyklad nawiniecie T to nic innego niz przesuniecie
Bernoulliego na przestrzeni sléw nad alfabetem {0, 1}, o ile liczbe 6 € [0, 1)
utozsamimy z ciggiem jej rozwiniecia binarnego.

Drugim powodem jest stosunkowa latwos¢ zrozumienia ,jak dziataja’
przesuniecia. Latwo na przyklad znalez¢ ciag w € ¥ o dowolnym okresie. Réwnie
latwo wymysli¢ ciag, ktérego trajektoria jest gesta.*

Wracajac do wlasnosci statystycznych: brakuje nam jeszcze miary
niezmienniczej. Majac dowolna miare m na alfabecie A mozemy na 3

wzia¢ p: nieskonczony produkt tych miar, czyli po prostu nieskonczony

ciag niezaleznych ,losowan” z rozkladem m. Gdyby zatem funkcja ¢ (por.
Twierdzenie Ergodyczne) zalezala tylko od pierwszego symbolu, to zmienne
¢; bylby po prostu niezalezne, a zatem spelnialyby Centralne Twierdzenie
Graniczne. Podobnie, gdyby zalezaly tylko od skonczenie wielu symboli, to ¢
byloby niezalezne od ¢; dla odpowiednio duzych i i z tego rowniez datoby sie
yswycisna¢” CTG. Mozemy prébowaé zatem przyblizaé w ten sposéb dowolne
funkcje ¢. Metody te maja, jak to w matematyce, wiele uogélnien, ale ich
juz rozwazacé nie bedziemy i na tym skoficzymy ten krétki zarys zwiazkéw
probabilistyki z uktadami dynamicznymi. . .

4mozemy przykladowo wypisaé po kolei rozwinigcia binarne wszystkich liczb naturalnych
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