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Naturalna analogia?

Nie mylit sie, z pewnoécia, Stefan Banach, méwiac, ze dobry matematyk potrafi
dostrzega¢ analogie miedzy twierdzeniami, matematyk wybitny — analogie
miedzy teoriami, zas matematyk genialny — analogie miedzy analogiami. Jezeli
jeste$ Czytelniku, matematykiem wybitnym badz genialnym i analogia, ktorej
chcemy poswieci¢ ten artykut bedzie wydawaé Ci si¢ oczywista, bardzo prosimy,
zeby$ mimo wszystko nie poprzestawal na lekturze tego wstepu. By¢ moze uda
nam sie przekonaé Cie, ze ma ona znacznie glebsze konsekwencje, niz to sie moze
na pierwszy rzut oka wydawac.

Analogia migdzy zwyklym zbiorem a przestrzenia liniowa wydaje sig¢ by¢
naturalna. Zbiér jest ze swej natury obiektem prostszym do badania niz
przestrzen i wiemy o nim wiecej. Skoro juz dostrzegliSmy wiec te naturalna
analogie mozemy sprébowaé pozbieraé znane fakty na temat zbioréw i brutalnie
zastapi¢ stowo zbior stowem przestrzen, stowo podzbiér stowem podprzestrzen
a stowo moc slowem wymiar. Okazuje sie, ze w bardzo wielu przypadkach

fakty i twierdzenia na temat zbioréw literalnie przekladaja sie na twierdzenia
dotyczace przestrzeni liniowych (choé te drugie sa zazwyczaj o wiele trudniejsze
do udowodnienia)! Sprobujmy przyjrzeé sie blizej, jak mocno sa zwiazane ze
soba te dwa obiekty matematyczne.

Ile tego jest?

Jedno z pierwszych pytan, ktore zadajemy sobie, kiedy zaczynamy badaé
strukture zbioréw brzmi: Ile jest k-elementowych podzbioréw n-elementowego
zbioru? Juz na wezesnym etapie przygody z matematyka dowiadujemy sie,

ze liczba ta wraza sie poprzez wspélczynnik dwumianowy Newtona (Z) Jak
bedzie wygladalo analogiczne pytanie w $wiecie przestrzeni? Skoro moc zbioru
ma by¢ odpowiednikiem wymiaru, zalézmy, ze poruszamy sie po n-wymiarowej
przestrzeni nad skonczonym, g-elementowym cialem F'. Pytanie zadane wczeéniej
bedzie teraz brzmialo: Ile jest k-wymiarowych podprzestrzeni przestrzeni
n-wymiarowej? Mozemy liczbe te oznaczyé¢ roboczo przez (Z)q. Podprzestrzen
k-wymiarowa jednoznacznie wyznacza k wektoréw niezaleznych {v1, ..., vg}.
Poniewaz poruszamy sie po przestrzeni nad cialem skonczonym, to wyznaczenie
liczby takich k-tek sprowadza si¢ do prostego przeliczenia.

Wybierzmy najpierw wektor v;. Jedyne, o co musimy sie zatroszczyé¢, to
zeby byl on rézny od wektora zerowego. Ze wszystkich ¢" wektoréw, ktére sa
dostepne musimy wykluczy¢ tylko ten jeden. Mamy wigc:

mozemy wybra¢ na sposobéw
U1 q"—1

Na wektor vo mamy juz odrobine mniej kandydatéw. Nie moze on naleze¢ do
podprzestrzeni rozpinanej przez wektor vi. Elementéw tej podprzestrzeni jest
tyle, na ile sposobéw mozemy pomnozy¢ ten wektor przez element ciala F', wiec:

mozemy wybraé¢ na sposobéw

V2 q —dq

Wektor vs z kolei nie moze naleze¢ do podprzestrzeni rozpietej przez oba
wezeéniej wybrane. Wykluczamy wiec dokladnie ¢? wektoréw.

mozemy wybrac na sposobéw 2
U3 qa —q

Kiedy wybralismy juz I wektoréw, kolejny po prostu nie moze by¢ kombinacja
liniowa poprzednich, w zwigzku z czym mamy juz tylko ¢" — ¢ mozliwosci.

mozemy wybra¢ na sposobéw 1
Ui+1 a9 —4q
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Réznych k-tek wektoréw niezaleznych mamy wiec:

(@" = 1(q" —a)(q" —¢*)...(¢" — ")

Oczywiscie cze$¢ z nich generuje te same podprzestrzenie. Kazda podprzestrzen
wymiaru k£ mozemy uzyskaé na tyle sposobow, ile réznych k-tek wektorow
niezaleznych w niej znajdziemy, a wiemy dokladnie ile jest takich k-tek (przed
chwila wlasnie to policzylismy!):

@ -1 - =) ... (" ="

Zliczajac rozne zbiory wektoréw niezaleznych, kazda podprzestrzen dostaliSmy
dokladnie tyle razy. Ostatecznie szukana przez nas liczba k-wymiarowych
podprzestrzeni przestrzeni n-wymiarowej wyraza si¢ nastepujaco:

(n) _ @ =1"~q)...(¢" — ")
k), (@ =1 —q)...(¢"—¢" 1)

Wzor ten nie jest nowy, a dobér oznaczenia nie jest przypadkowy. Formula ta
nazywana jest wspélczynnikiem dwumianowym Gaussa, a pierwszy raz zostala
uzyta przez tego stynnego matematyka do znalezienia wzoru na tak zwane sumy
Gaussa. Ale czy ma ona, oprocz nazwy, jakis blizszy zwiazek ze wspélczynnikiem
dwumianowym Newtona? Przyjrzyjmy sie blizej. Jezeli potraktujemy (Z)q jak

funkcje zmiennej rzeczywistej ¢ i zaczniemy ja badac¢, bardzo szybko, stosujac
chociazby regute de 'Hospitala, odkryjemy, ze

(i), = ()

Widzimy wiec wyraznie, ze co$ jest na rzeczy. Tylko, po analitycznym podejsciu
do sprawy trudno nam powiedzie¢ co$ oprécz tego, ze zaleznosé (ktorej z reszta
sie spodziewalidmy) istnieje. A gdyby$my chcieli poczué jej istote? Zrozumieé
charakter? Musimy sie wtedy udaé¢ po pomoc do Donalda Knutha, ktory
podszedt do sprawy z zupetlnie innej strony.

Sprébujmy jeszcze raz zliczy¢ podprzestrzenie wymiaru k, tym razem innym
sposobem. Po pierwsze umiesémy wektory vy, ..., v W macierzy, jako jej
wiersze. Taka macierz mozemy, poprzez elementarne operacje na wierszach,
sprowadzi¢ do tak zwanej zredukowanej postaci schodkowej (rysunek 1).
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Rysunek 1: Zredukowana postaé¢ schodkowa

Vi

Zredukowana posta¢ schodkowa ma nastepujace cechy charakterystyczne:

e pierwszy niezerowy element od lewej w kazdym wierszu to 1 (bedziemy
nazywa¢ ja wiodaca)

e wszystkie pozostale elementy w kolumnie, w ktérej jest jedynka wiodaca to
zera

e w kazdym wierszu jedynka wiodaca pojawia sie na prawo od jedynki wiodacej
w poprzednim wierszu

Mozemy przyjaé, ze jezeli wiersze dwéch takich macierzy generuja te sama
przestrzen, to macierze te sa sobie réwne. Zliczenie wszystkich interesujacych nas
podprzestrzeni sprowadza sie wiec do policzenia, ile jest réoznych zredukowanych
macierzy schodkowych. Zeby to policzyé, sprobujmy usungé z takiej macierzy
wszystko, co zbedne. Z pewnoscia zbedne sa wszystkie zera, na lewo od jedynek
wiodacych. Mozemy je wiec bezkarnie usunaé (rysunek 2).
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Rysunek 2: Usuniecie elementéw zerowych na lewo od jedynek wiodacych

Kolumny zawierajace wiodace jedynki rowniez nie beda mialy dla nas znaczenia.
PozbadZmy sie wiec ich brutalnie (rysunek 3).

........................................................................

Rysunek 3: Usuniecie kolumn zawierajacych jedynki wiodace

Zostata nam w tej chwili macierz zawierajaca puste pola, oraz pewne liczby.
Tak naprawde nie interesuje nas jakie to sa liczby. Mozemy wiec kazda liczbe
zastapi¢ gwiazdka.
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Rysunek 4: Diagram A

Otrzymaliémy pewien diagram o wymiarach k na n — k (rysunek 4). Oznaczmy
pojedynczy diagram przez A, a liczbe gwiazdek w nim, przez |A| i sprébujmy
ten proces odwréci¢. Kolumny z jedynkami wiodacymi wstawiamy w sposéb
jednoznaczny. Tak samo mozliwoéci manewru nie mamy, przy umieszczaniu zer
po ich lewej stronie. Natomiast gwiazdki mozemy zastapié¢ elementami ciata F'
na wszystkie mozliwe sposoby, ktérych jest dokladnie ¢! (rysunek 5).
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Rysunek 5: Powrdt do macierzy
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I tak oto dochodzimy do wniosku, ze réznych zredukowanych macierzy
schodkowych, a wiec rowniez podprzestrzeni k-wymiarowych przestrzeni

n-wymiarowej jest:
n
— By
() - X
q

ACkxn—k

Pozostalo nam jeszcze tylko policzy¢ ile jest réznych diagraméw o A gwiazdkach.
Jezeli przyjrzymy sie dokladnie pojedynczemu diagramowi (i wykonamy

obrét 0 90°), to zobaczymy, ze w istocie jest to to samo co tak zwany diagram
Ferrersa. Obiekty te sa znane matematykom od dawna i doktadnie zbadane.
Diagramy Ferrersa reprezentuja podzialy liczby naturalnej n na k sktadnikéw
n=aj;+as+...+ ax (przy czym liczby a; sa nierozréznialne) i stuza do
wyznaczania liczby takich podzialéw (rysunek 6).
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Rysunek 6: Diagram Ferrersa dlan =7

Ile jest takich diagramdw, policzy¢ jest tatwo. Mozemy diagram utozsamic¢ z linia
lamana stanowiaca jego prawostronny obrys (rysunek 6). Zeby dostaé taka

linie, z n kresek, ktore musimy postawi¢ musimy wybraé¢ doktadnie k kresek
poziomych, mozemy wiec to zrobié¢ na (Z) Sposobow.

Skoro juz potrafimy policzy¢ ile jest réznych diagraméw o mocy A, to mozemy
$mialo przejé¢, do interesujacej nas granicy.

1 n :. |>\‘: = n
iﬂ(k)q Jim > d > 1 (k)

ACkXxn—k ACkxn—k

Ramsey w przestrzeni

Kazdy, kto pragnie zglebia¢ tajemnice matematyki, kiedy juz przebrnie przez
pierwsze kombinatoryczne kursy, natknie si¢ z pewnoscia na doniosle twierdzenie
Ramseya. Zeby je dobrze zrozumieé zacznijmy od prostej obserwacji.

Obserwacja 1. Kolorujgc dowolnie dwoma kolorami krawedzie grafu peinego Kg
zawsze znajdziemy jednokolorowq indukowang klike Ks.

Dowdd. Przyjmijmy, ze kolory, ktérych uzywamy, to czerwony i niebieski.
Popatrzmy na dowolny wierzchotek kliki Kg. Poniewaz wychodzi z niego
dokladnie 5 krawedzi, co najmniej 3 z nich musza otrzymac ten sam kolor
(powiedzmy czerwony). Poniewaz wszystkie te krawedzie sa czerwone, wiec ich
konice nie moga by¢ polaczone krawedzia w tym kolorze, gdyz otrzymaliby$my
czerwony trojkat. Skoro tak, trzy wierzchotki na drugich koncach czerwonych
krawedzi musza by¢ polaczone krawedziami w kolorze niebieskim, co daje nam
tréjkat niebieski (rysunek 7).
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Rysunek 7: Kawalek grafu Kg i czeSciowe kolorowanie

7 drugiej strony wiemy, ze krawedzie kliki K5 mozemy pokolorowaé¢ dwoma
kolorami tak, zeby nie otrzymaé jednobarwnego tréjkata (mozesz to, Czytelniku,
potraktowaé jako proste ¢wiczenie). Widzimy wiec, Ze 6 jest najmniejsza taka
liczba, ze przy dowolnym dwukolorowaniu krawedzi grafu pelnego na tyluz
wierzchotkach otrzymamy monochromatyczny tréjkat. Stad juz bardzo blisko

do twierdzenia Ramseya.

Twierdzenie 1. Dla kazdego k istnieje taka liczba n, Ze przy dowolnym
dwukolorowaniu krawedzi grafu peinego K, znajdziemy jednokolorowq
indukowang klike Ky,.

Najmniejsze takie n oznaczamy przez R(k) i nazywamy k-ta liczba Ramseya.
Whbrew temu, co moze sie wydawaé po przesledzeniu wczesniejszego, prostego
przykltadu znajdowanie liczb Ramseya nie jest wcale proste. Do tej pory
matematykom udalo sie wyznaczyé¢ dokladne wartosci jedynie dla trzech
pierwszych.

e R(2)=4
e R(3)=6
e R(4) =18

Problem pojawia sie juz przy R(5). Potrafimy obecnie jedynie podaé waski
przedzial, w ktérym sie ona znajduje (43 < R(5) < 49) i nie zanosi si¢ na

to, zeby w najblizszym czasie ten stan rzeczy mial ulec zmianie. Tym co

nas interesuje nie jest jednak samo twierdzenie Ramseya, a przeniesienie go

w przestrzen (zgodnie z obietnicg jak najbardziej dostowne). zeby to zrobié
musimy jednak twierdzenie przeformulowaé z jezyka graféw, na jezyk zbiorow.

Twierdzenie 2. Dla kazdej liczby naturalnej s istnieje taka liczba naturalna
n = R(s), ze dla dowolnego dwukolorowania dwuelementowych podzbioréw
zbioru {1,...,n} istnieje s-elementowy podzbior {1,...,n}, ktdrego wszystkie
dwuelementowe podzbiory sqg w tym samym kolorze.
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Tym razem zamiast krawedzi grafu kolorujemy dwuelementowe podzbiory kraty
podzbioréw zbioru n-elementowego (rysunek 8).

Rysunek 8: Krata podzbioréw zbioru {1,2,3,4}

Amerykanski matematyk wloskiego pochodzenia Gian-Carlo Rota wyrazit
przypuszczenie, ze twierdzenie to pozostanie prawdziwe, jezeli krate podzbioréw
zastapimy przez krate podprzestrzeni przestrzeni wektorowej. Twierdzenie
przyjmie wtedy postac:

Twierdzenie 3. Dla dowolnych liczb naturalnych s, t, k istnieje taka liczba
naturalna n, zZe dla dowolnego k-kolorowania t-wymiarowych podprzestrzens
przestrzeni n-wymiarowej znajdziemy s-wymiarowq przestrzen, ktorej wszystkie
t-wymiarowe podprzestrzenie sq jednobarwne.

W 1971 roku twierdzenie to udowodnili Ronald Graham i Bruce Rothschild

(za co dostali nagrode Polyi). Zgodnie z oczekiwaniami, mimo ze twierdzenie
Ramseya w oryginalnej wersji ma dowdd, ktéry bez problemu moga przyswoié
studenci na pierwszych kursach matematyki, twierdzenie w wersji przestrzennej
jest duzo trudniejsze do udowodnienia. Wymaga zaawansowanego aparatu
matematycznego, natomiast liczby Ramsey’a-Grahama (odpowiedniki liczb
Ramsey’a) sa praktycznie niemozliwe do wyznaczenia. Dos$é powiedzieé, ze
najlepsze w tej chwili znane oszacowanie najmniejszej z nich jest dane przez
Liczbe Grahama, ktéra zostala oficjalnie wpisana do ksiegi rekordéw Guinnessa
jako najwieksza liczba na $wiecie.

Mnozac przyktady

7 pewnoécia kazdy matematyk, niezaleznie od specyfiki dziedziny jaka sie
zajmuje, natknal sie na tego typu przyklady. Twierdzenia i fakty, ktére zupelnie
dostownie przenosza si¢ ze $wiata zbiorow w Swiat przestrzeni. Gdyby$my
chcieli szukaé przyczyn takiego zachowania, prawdopodobnie wina za te fakty
obarczymy kratowa strukture obu obiektow. Gdyby ktos$ jednak nie chcial
poprzestawaé na spekulacjach i miat ochote pozna¢ doglebnie istote tego
zjawiska, to pozostal jeszcze caly szereg podobnych twierdzen do udowodnienia
w przestrzeni (dla przykladu, hipoteza wymienionego wezeéniej Gian Carlo
Roty o bazach). O ile nie przeraza Cie, Czytelniku, domniemana skala trudnosci
probleméw w przestrzeni, zachecamy do badan i poszukiwan.
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