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Pojecie grupy wylonilo sie w dtugim procesie jako synteza réznych rozumowan,
ktorych celem byto rozwiazanie konkretnych probleméw. Wystawiaja sie

one elementarnie, w jezyku wspélczesnej matematyki szkolnej. Kiedys$ bytly
jednak problemami, z ktérymi zmagaly si¢ najtezsze umysty i to wtasnie im
zawdzieczamy wypracowanie poje¢ i metod, dzieki ktérym dzisiaj mozna wiele
tego typu probleméw bez trudu rozwiazywaé. Powiemy tutaj o kilku z tych
probleméw. Mamy nadzieje, ze one jak i inne przyktady, pokaza jak pojecie
grupy i pewne elementarne jego wlasnoéci, moga by¢ uzyteczne. Zaczniemy od
definicji grupy w postaci, w ktorej ono obecnie funkcjonuje oraz wystowienia
kilku ogélnych jego wlasnosci, a nastepnie pokazemy jak te wiedze¢ mozna
wykorzystywaé w réoznych sytuacjach. W ostatniej czesci podajemy pewna ilosé
zadan, na ktorych mozna samodzielnie przeéwiczy¢ przedstawione informacje.

1. Grupy i ich wlasnosci

Grupa nazywamy zbior G z dzialaniem ,0”, ktére kazdej uporzadkowanej parze
elementow a, b nalezacych do G przyporzadkowuje element a o b z G w taki
sposob, ze spelnione sa warunki:

(1) dla dowolnych a, b, c € G, (aob)oc=ao (boc) (facznosé dzialania),

(2) istnieje taki element e € G, ze goe = eo g = g dla dowolnego elementu g z G
(e nazywamy elementem neutralnym),

(3) dla kazdego elementu g z G istnieje taki, element oznaczany przez g—!, ze

gog =g log=ce (g7 nazywamy elementem odwrotnym do g).

Grupa jest wiec para: niepusty zbiér i okreslone na nim dzialanie spelniajace
powyzsze warunki. Czesto jednak wskazujemy tylko zbior, pamietajac, ze stowo
grupa méwi tez o dzialaniu. W sytuacjach ogélnych to dzialanie bedziemy
oznaczali o, a w konkretnych przyktadach je wskazemy.

Podgrupa grupy G nazywamy dowolny niepusty podzbiér H tej grupy, ktéry jest
zamkniety na dziatanie ,0” oraz na branie elementu odwrotnego wzgledem tego
dziatania, tzn. jesli hq, ho € H, to rowniez hl_l7 h;l, hioho € H.

Moc zbioru X oznaczamy |X|. W przypadku, gdy X jest grupa lub podgrupa
pewnej grupy, |X| nazywamy jej rzedem.

Pojecia grupy i podgrupy sa wiec bardzo ogdlne, a ich przyktady pojawiaja

sie w bardzo wielu sytuacjach. Z drugiej strony, warunki w definicji sa na

tyle mocne, ze pozwalaja uchwyci¢ dos¢ istotne zaleznoéci, ktére zastosowane
w konkretnych przykladach, prowadzg do niebanalnych wnioskéw. Jedna

z najogdélniejszych wlasnosci grup opisuje twierdzenie Lagrange’a. Bedzie ono
odgrywalo kluczowa role w przedstawionych w nastepnej czesci zastosowaniach.

Twierdzenie (Lagrange’a). Jesli H jest podgrupg grupy skoriczonej G, to |H|
dzieli |G|.

Idea dowodu tego twierdzenia jest bardzo prosta. Opiera sie na obserwacji, ze
zbiory postaci go H = {goh | h € H} sa rozlaczne lub sie pokrywaja i, ze sa one
rownoliczne z H.

W dalszych rozwazaniach bedziemy wykorzystywali pewien szczegdlny
przypadek twierdzenia Lagrange’a. Niech G bedzie grupa skoficzona, a g jej
dowolnym elementem. Wtedy istnieje taka liczba naturalna k, ze element
go...og, oznaczany w skrocie ¢ i nazywany k-ta potega g, jest réwny

k
elementowi neutralnemu e grupy G. Istotnie, poniewaz grupa G jest skonczona,
dla pewnych liczb naturalnych I < m mamy g™ = g'. Ale wtedy

g =g"o(gT ) =glo (g7 =e



Najmniejsza taka liczbe naturalna k, ze g* = e nazywamy rzedem elementu g
i oznaczamy o(g). Jest jasne, ze elementy e, g, g%, ..., g°9~! s parami rézne
oraz {e, g, g%, ..., g°@~1} jest podgrupg grupy G (nazywa sie ja podgrupa
generowana przez ¢ i oznacza (g)). Zatem |(g)| = o(g) i na mocy twierdzenia
Lagrange’a o(g) jest dzielnikiem |G|. Zauwazmy jeszcze, ze jesli dla pewnej
liczby calkowitej m, g™ = e, to o(g) dzieli m. Mianowicie, dzielac m przez o(g)
z reszta, otrzymamy, ze m = ko(g) + r, gdzie k,r sa liczbami calkowitymi oraz
0 <r < o(g). Teraz g™ = (¢°9)* . g" = g". Z minimalnosci o(g) dostajemy, ze
r =0 czyli, ze o(g) dzieli m. Wynika stad w szczegblnoéci, ze gl¢l = e.

2. Przyklady grup i ich zastosowan

W tej czeéci podamy przyklady réznych grup i ich podgrup, ktére wykorzystamy
w dowodach faktow, ktére maja elementarne sformutowania w jezyku
matematyki szkolnej, ale ktére wcale nie sa proste. Sa wsrdd nich problemy,

z ktorymi zmagali sie najwybitniejsi matematycy.

1. Liniowe réwnania diofantyczne.

Jedna z najprostszych grup jest zbiér liczb catkowitych Z z dziataniem +
dodawania tych liczb. Bez trudu zauwazamy, ze dla dowolnej liczby catkowitej
nieujemnej m zbiér mZ wszystkich liczb catkowitych, ktére sa wielokrotnosciami
m, jest podgrupa grupy Z. Nietrudno tez zauwazy¢, ze dowolna podgrupa H
grupy 7Z jest tej postaci. Jest to oczywiste w przypadku gdy H = {0}. Gdy H
zawiera liczbe niezerowsa a, to zawiera tez liczbe —a. Zatem H zawiera liczbe
naturalng. Niech m bedzie najmniejsza liczba naturalna w H. Dowolna liczbe h
nalezacg do H mozna zapisa¢ w postaci h = km + r, gdzie k jest pewna liczba
calkowitg za$ r liczba calkowita nieujemna mniejsza od m. Poniewaz H jest
podgrupa Z, wiec r = h — km nalezy do H. Z minimalnosci m wynika wiec, ze
r =0. W efekcie H = mZ.

Pokazemy jak ten fakt mozna wykorzysta¢ w analizie rozwiazan liniowych
rownan diofantycznych.

Linowym réwnaniem diofantycznym nazywa si¢ réwnanie postaci

a1z + asxo + ...+ apx, = b,
gdzie ay, as, ..., an, b sa liczbami naturalnymi i gdy pytamy o rozwiazania
takiego rownania w liczbach catkowitych.

Nastepujace twierdzenie podaje warunki rozwigzalnosci takiego réwnania.

Twierdzenie. Liniowe réwnanie diofantyczne
aixy +asxs + ...+ apx, =0

ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy najwiekszy wspolny dzielnik liczb
ai, g, ..., ay jest dzielnikiem b.

Jasne jest, ze jesli rownanie ma rozwiazanie w liczbach caltkowitych, to

najwiekszy wspolny dzielnik liczb aq, aso, ..., a, musi dzieli¢ b. Nietrudno tez
zauwazy¢, ze by udowodnié¢ implikacje przeciwna wystarczy wykazaé, ze jesli
a1, g, ..., Gy sa liczbami wzglednie pierwszymi, to réwnanie

a1x1 +asxs + ...+ apxr, =1

ma rozwigzanie w liczbach catkowitych. Pokazemy jak wynika to z opisu
podgrup grupy Z.

Zauwazmy, ze zbior H = {a1t1 + asta + ... + anly | t1, to, ..., t, € Z} jest
podgrupa grupy Z. Zatem istnieje taka liczba naturalna m, ze H = mZ.
Oczywiscie m € H, wiec m = ajt; + asto + ... + ant, dla pewnych liczb
catkowitych ¢y, to, ..., t,. Z drugiej strony wszystkie a; naleza do H
(boa;=a;-0+as-0+...+a;-1+a;11-0+...+a,-0), wiec wszystkie
one dziely si¢ przez m. ZaltozyliSmy jednak, ze a; sa liczbami wzglednie
pierwszymi, wiec m = 1.



2. Twierdzenia Eulera, male Fermata i Wilsona.

Niech n bedzie liczba naturalng i niech Z,, = {0, 1, ..., n — 1}. W zbiorze
Z,, okreslmy dziatania a @ b = reszta z dzielenia a + b przez n. Bez trudu
sprawdzamy, ze Z,, jest grupa ze wzgledu na to dzialanie. Elementem
neutralnym jest w tym przypadku 0, a elementem odwrotnym do danego
elementu k € Z,, jest n — k.

Wprowadzmy tez w Z,, dzialanie a ® b = reszta z dzielenia ab przez n. Jest to
dziatanie taczne i 1 jest elementem neutralnym, ale nie dla kazdego elementu

z Z,, istnieje element odwrotny wzgledem tego dzialania. Zatem Z,, nie jest
grupa ze wzgledu na to dzialanie. Zauwazmy jednak, ze jesli a, b € Z,, sa
liczbami wzglednie pierwszymi z n, to rowniez a ©® b jest liczba wzglednie
pierwsza z n. Zauwazmy tez, ze jesli k € Z,, jest liczba wzglednie pierwsza z n,
to dla dowolnej réznej od 0 liczby | € Z,, k ©1 # 0. Zatem jesli 1,1y € Z,, oraz
li <la,to k® (I — 1) #0, a stad wynika, ze k ©l; # k ©® la. W efekcie podzbidér
{k®l|!l € Z,} zbioru Z, jest n-elementowy, wiec jest réwny Z,. Zatem istnieje
takie | € Z,, ze k ® 1 = 1. Oczywiscie [ jest liczba wzglednie pierwsza z n.
Wiynika stad, ze zbiér Z} liczb nalezacych do Z,,, ktére sa wzglednie pierwsze

z n, jest grupa ze wzgledu na dzialanie ©.

Mamy |Z| = ¢(n), gdzie ¢(n) jest liczba liczb, ktére sa mniejsze od n isa z n
wzglednie pierwsze. Z twierdzenia Lagrange’a wynika wiec, ze dowolny element
z 77 w potedze ¢(n) jest réwny 1. W efekcie uzyskujemy:

Twierdzenie (Eulera). Dia dowolnych wzglednie pierwszych liczb naturalnych
n, k liczba k¢ — 1 jest podzielng przez n.

Jesli p jest liczba pierwsza, to Z; = {1, 2, ..., p— 1} i ¢(p) = p — 1. Stosujac
wiec w tym przypadku twierdzenia Eulera otrzymujemy:

Twierdzenie (male Fermata). Jesli p jest liczbg pierwszq, zas k liczbg
naturalng, ktéra nie dzieli sie przez p, to liczba kP~! — 1 jest podzielna przez p.

Uwaga. Male twierdzenie Fermata mozna tez udowodnié¢ przez indukcje,
wykorzystujac wzér dwumianowy Newtona. W tym celu wygodniej jest wystowié
je w réwnowaznej postaci, a mianowicie, ze dla dowolnej liczby pierwszej p

i dowolnej liczby naturalnej k, kP — k jest liczba podzielng przez p. Indukcje
prowadzimy oczywiscie ze wzgledu na k.

Zauwazmy przy okazji, ze z tego, ze p — 1 potega k w Z; jest réwna 1, wynika,
ze p — 2 potega k w Zj, jest odwrotnoscia k w tej grupie.

Twierdzenie (Wilsona). Dla dowolnej liczby pierwszej p, (p — 1)! + 1 jest liczbg
podzielng przez p.

Dowdéd. Aby udowodni¢ to twierdzenie wystarczy wykazac, ze w grupie Zj,
mamy 1©20...0(p—2)©(p—1) =p— 1. Zauwazmy, ze jesli k € Zj, to
k®k =1 wtedy i tylko wtedy gdy k& = 1 lub p — 1. Otrzymujemy stad, ze
zbiér {2, 3, ..., p — 2} mozna przedstawi¢ jako sume mnogosciowa roztacznych
zbioréw zlozonych z par elementéw g, g~'. Przestawiajac czynniki iloczynu
1©20...0(p—2)® (p—1) tak by obok siebie znalazty si¢ pary g, g~*

i skracajac ich iloczyny, otrzymamy, ze 1 ©2© ...0 (p—2)© (p—1) =p—1,
a wiec to co mieliSmy udowodnié.

3. Liczby Fermata.
n-tq liczbe Fermata definiujemy za pomocq wzoru F,, = 22" + 1.

Fermat przypuszczal (lub by¢ moze twierdzil; historycy nie sa tego do konca
chyba pewni), ze tak zdefiniowane liczby sa pierwsze. Zagadnieniem tym
zainteresowal si¢ Euler i wykazal, ze F5 jest liczba podzielna przez 641, a wiec
nie jest liczba pierwsza. Ten wynik robi wrazenie, no bo czy Euler sprawdzatl
podzielno$é Fs przez kolejne liczby pierwsze az doszedl do 641 i tutaj mu sie
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udalo? To byloby chyba nieprawdopodobne. Euler postapil inaczej, a mianowicie
zastanawial sie co mozna powiedzie¢ o liczbach pierwszych, ktére dzielg F,
i odkryt oraz udowodnil nastepujaca ich wtasnosé.

Twierdzenie. Jesli p jest liczbq pierwszq, ktdra dzieli 22" + 1, top = 2" Tk + 1
dla pewnej liczby naturalne;j k.

To oczywiscie znakomicie utatwia dojscie do tego, ze dzielnikiem Fy jest 641,
zwlaszeza gdy sie zauwazy, ze 26k + 1, dla k = 1, 6 dzieli si¢ przez 5 oraz dla
k =2, 5, 8 dzieli si¢ przez 3, wigc nie jest liczba pierwsza.

Dowdd. Rozpatrzmy grupe Z,, i przyjrzyjmy sie¢ rzedowi elementu 2 w tej
grupie. Z zatozenia p dzieli liczbe (22" +1)(22" — 1) = 22" _ 1. Zatem 2"+!
potega 2 w Zj jest rowna 1, a wigc rzad o(2) dzieli 2"*1, Poniewaz p dzieli

22" 1 1, wiec p nie dzieli 22" — 1. Zatem 22" # 1w Zy, a wige o(2) nie dzieli 2".
W efekcie o(2) = 2"+1. Z drugiej strony o(2) dzieli rzad grupy Zy=p—1, wigc
dla pewnego naturalnego k, p — 1 = 2"k, Stad wynika, ze p = 2"k + 1.

Widzimy wiec, ze gdy sie wiec wykorzysta podstawowa wiedze z teorii grup, to
dowdd tego twierdzenia jest bardzo prosty. Nalezy jednak pamigtaé, ze Euler nie
znal ani pojecia grupy ani twierdzenia Lagrange’a, bo tego wszystkiego wowczas
w ogéle nie byto. Bylo wrecz przeciwnie, to miedzy innymi rozumowanie, ktére
zastosowal Euler pokazywalo, ze Z;, jest grupa oraz obejmowalo szczegélny
przypadek twierdzenia Lagrange’a i bylo jednym z istotnych krokow, ktére
doprowadzily do wylonienia pojecia grupy i odkrycia regularnoéci opisane;j

w twierdzeniu Lagrange’a.

Nieco bardziej zaawansowane rozumowanie pozwala wzmocnié powyzszy wynik.
Udowodnimy mianowicie:

Twierdzenie. Jesli p jest liczbg pierwszq, ktora dzieli F, in > 1, to
p=2""2m + 1 dla pewnej liczby naturalnej m.

Dowé6d. Zauwazmy na poczatek, ze z tego co udowodniliSmy w poprzednim
twierdzeniu i tego, ze n > 1, wynika, ze p jest postaci 8! + 1, a wiec liczba p — 1
jest podzielna przez 8. Rozpatrzmy iloczyn % kolejnych liczb parzystych:

t=2-4-6-...-(p—1).
Zastandéwmy sie nad reszta z dzielenia t przez p. Zauwazmy, ze

1 1
1<p—2i<pT—1 wtedy i tylko wtedy gdy <p2+2) <2i<p-—1.

Zatem odwzorowanie p — 2i — 2¢ przeksztalca zbiér liczb nieparzystych lezacych
pomiedzy 1 i % — 1 na zbiér liczb parzystych lezacych pomiedzy ( 172;1 +2)
i p—1 (odwracajac ich kolejnosé). W efekcie

2:4-6-...-(p—1) =

:2-4~...-p;1-<p—<p;1—1>)-(p—(pgl_3>).._..(p_1):
. (p;l>!+pk—(1)21 <p;1>!+pk— <p;1>!+pk

dla pewnej liczby naturalnej k. Otrzymalismy wigc, ze reszty z dzielenia ¢
i (%)' przez p sa rowne. Z drugiej jednak strony liczbe ¢ mozna zapisa¢ jako

t:(2~1).(2-2)-(2.3)-...-<2~p;1>:2”21.<p;1>!.

Stad i réwnosci reszt, ktore otrzymujemy przy dzieleniu ¢ i (%)! przez p,

wynika, ze reszta z dzielenia 257+ przez p jest réwna 1. Zatem % potega 2
w grupie Z, jest réwna 1, a wigc rzad 2 w grupie Zy, ktory, jak wiemy jest

réwny 2"+, dzieli 251, Stad p = 2"2m + 1 dla pewnej liczby naturalnej m.
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4. Rozwiniecie dziesietne odwrotnosci liczb pierwszych.
W tej czeséci udowodnimy:

Twierdzenie (Gaussa). Jesli p jest liczbg pierwszq rézng od 2 1 5, to rozwiniecie
dziesietne 1/p jest ulamkiem okresowym, ktdrego okres dzieli p — 1.

Podobno Gauss, nim odkryl i udowodnit to twierdzenie, policzy! rozwiniecia
dziesigtne odwrotnosci wszystkich liczb pierwszych mniejszych niz 1000. Ptyna
stad chyba rézne inspirujace wnioski, ktére pozostawiamy indywidualnej
rozwadze zainteresowanych.

Dowdéd. Niech 0, cicacs . .. bedzie rozwinigciem dziesietnym liczby %. Aby
znalezé to rozwiniecie, wyobrazmy sobie, jak przebiega dzielenie pisemne 1
przez p. Liczby an, ¢, sa okreslone rekurencyjnie za pomocg zaleznosci:

a1 =10,10-a, =p-cp + any1, 0 < apy1 < p. Stad tatwo otrzymujemy, ze
an41 jest reszty z dzielenia 10™+! przez p.

Aby utamek % byt okresowy, dla pewnych liczb naturalnych k,[ musi zachodzié¢
aj+x = ag. Okresem tego utamka nazywa sie najmniejsza liczbe [ o tej wlasnosci.
Istnienie takiej liczby wynika z faktu, ze liczba p jest rézna od 2 i 5, a zatem
reszta r z dzielenia 10 przez p jest niezerowa, a wigc nalezy do Z;. W tej
sytuacji [ = o(r) jest najmniejsza liczba, dla ktérej reszta z dzielenia 10! przez

p jest réwna 1, a w konsekwencji a;+1 = a;. Ulamek % jest wiec okresowy, a jego
okres réwny rzedowi o(r) w Z; i na mocy twierdzenia Lagrange’a dzieli p — 1.

5. Liczba osi symetrii wielokata.
Udowodnimy:

Twierdzenie. Dowolny n-kgt W nie ma Zadnej osi symetrii lub ich liczba jest
dzielnikiem n.

Zaczniemy od kilku obserwacji dotyczacych izometrii wtasnych n-kata W, ktére
sg prostymi ¢wiczeniami dotyczacymi wlasnoéci takich izometrii.

1. Zbiér 7 izometrii wlasnych W tworzy grupe ze wzgledu na operacje o
sktadania przeksztalcen.

2. Dowolna izometria przeksztalca wierzchotki W na wierzchotki. Wynika to
z faktu, ze jesli obrazami punktéw a, b przy izometrii f sa punkty f(a), f(b)
i s jest $rodkiem odcinka o koficach a, b, to f(s) jest srodkiem odcinka

o koncach f(a), f(b) oraz tego, ze punkt nalezacy do W (punkty na brzegu
wielokata takze traktujemy jako punkty, ktére do niego naleza) jest srodkiem
odcinka o koncach, ktore nalezg do W wtedy i tylko wtedy, gdy nie jest on
wierzchotkiem W.

3. Przy dowolnej izometrii W sasiednie wierzchotki W przechodzg na wierzchotki
sgsiednie.

4. Ponumerujmy kolejne wierzchotki wielokata liczbami od 0 do n — 1, zgodnie
z ruchem wskazéwek zegara, zaczynajac od dowolnego ustalonego wierzchotka
i utozsamimy wierzcholki z tymi liczbami. Kazda izometria f permutuje wiec

liczby (wierzcholki) 0, 1, 2, ..., n — 1.

Powiemy, ze f zachowuje orientacje, gdy f(1) = f(0) +1 lub f(0)=n—1
i f(1) =0 (oba przypadki mozna tez ujaé jednoczesnie za pomoca warunku,
ktory méwi, ze f(1) oraz f(0) + 1 daja te same reszty przy dzieleniu przez n).

Oznaczmy przez N zbiér izometrii wlasnych W, ktére zachowuja orientacje.
Zauwazmy, ze jesli f, g € N, to fog € N oraz f~ € N. Zatem N jest podgrupa
Z. Jedli f € N, to f(0) =0 wtedy i tylko wtedy gdy f = id.

Oczywiscie symetrie W' sg izometriami, ktére nie zachowuja orientacji. Okazuje
sig, ze jest i na odwrdt. Zalézmy, ze f jest izometria W, ktora nie zachowuje
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orientacji. Jesli f(0) =0, to f(1) =n—1oraz f(n—1) =11 f jest symetria
W wzgledem symetralnej odcinka o koncach n — 11 1. Jesli f(0) = k # 0, to
f(k) =01 f jest symetria W wzgledem odcinka o konicach 0 i k.

Dowéd twierdzenia. Zalézmy, ze W ma o$ symetrii i s jest symetrig W
wzgledem tej osi. Zauwazmy, ze dla dowolnej izometrii f € A, so f jest
izometria, ktoéra nie zachowuje orientacji, a wiec s o f jest symetria. Ponadto
soso f=f.Jesli s1 jest symetrig W, to sos; € N oraz sosos; = s;. Zatem
odwzorowanie f — so f jest bijekcja N na zbidr symetrii W, a wigc liczba osi
symetrii W jest réwna [N/

Teraz, jesli f e N'i f(0) =k, to f(1)=k® 1, f(2) =k ® 2 i ogdlnie

f(m) =k ®m. Jedli wiec g € N oraz g(0) = m, to f(g(0)) = f(m) =k & m.
To pokazuje, ze zbiér T = {f(0) | f € N'} jest podgrupa Z,,. Ponadto, jesli dla
pewnych fi, fa € N, f1(0) = f2(0), to (fi ' o f2)(0) = 0, a wige f; ' o fo = id
i f1 = fo. Zatem |T'| = |N|. Poniewaz T jest podgrupa Z,, wiec z twierdzenia
Lagrange’a wynika, ze |T| dzieli n. Zatem liczba osi symetrii W dzieli n.

6. Tablica Swietlna.

Twierdzenie. Na pewnej tablicy Swietlnej mozna wyswietlaé rézine konfiguracje
za pomocq danych przetgcznikow. Kazdy przetgeznik ma ustalony obszar
dziatania. Gdy sie go naci$nie, to w jego obszarze dzialania zgasng wszystkie
zapalone Zarowki i zapalg sie wszystkie te, ktore sie nie palily. Liczba konfiguracyi,
ktore mozemy wyswietli¢ na tej tablicy, jest potegq 2.

Niech X bedzie pewnym zbiorem. Dla dowolnych podzbioréw A, B zbioru X
oznaczmy przez A~ B réznice symetryczng A i B zdefiniowang jako

A=B=(AUB)\ (AN B).

Zauwazmy, ze jesli ) oznacza zbidr pusty, to )~ A=A~ = Aoraz A~A=10
dla dowolnego podzbioru A zbioru X. Ponadto dla dowolnych podzbioréw
A,B,C zbioru X, (A-B)~C=A=~(B=C).

Zatem zbiér 2% wszystkich podzbioréw zbioru X z dzialaniem = jest grupa.
Jedli zbiér X jest n-elementowy, to oczywiscie [2X| = 27,

Nietrudno stwierdzi¢, ze jesli Py, Ps, ..., Py sa pewnymi podzbiorami X, to
zbiér P ={P;, ~ ... = P;, | i1, 42, ..., im € {1, 2, ..., k}} jest podgrupa 2%.

7 twierdzenia Lagrange’a wynika wiec, ze rzad podgrupy P dzieli 2", a wiec jest
potega 2.

Zauwazmy tez, ze jesli R jest ustalonym podzbiorem X, to odwzorowanie 2%

w 2% dane za pomoca wzoru B — R~ B jest réznowartoéciowe. Rzeczywiscie,
jeSli R-By = R+-By,to By=R-R-B;y = R~ R~ By = Bsy. To w szczegdlnosci
pokazuje, ze moc zbioru {R~ B | B € P} jest potega 2.

Dowéd twierdzenia. Opisana w zadaniu tablice $wietlna mozemy utozsamiaé
ze zbiorem X jej zarowek. Konfiguracje tablicy utozsamimy z podzbiorem

K C X zawierajacym dokladnie te zarowki, ktére sa w tej konfiguracji zapalone.
Przetacznikowi o numerze ¢ przyporzadkujemy natomiast podzbiér P; C X
bedacy obszarem dzialania tego przetacznika (gdy tablica jest wygaszona, to po
nacisnieciu przelacznika ¢ wy$wietli sie na tablicy konfiguracja P;. W wyniku
nacisniecia tego przelacznika przy wys$wietlonej konfiguracji K otrzymamy
konfiguracje K - F;).

Jasne jest teraz, ze zbiér konfiguracji, ktére mozemy wyswietli¢ za pomoca
przetacznikow, ktorych obszarami dziatania sa zbiory Pi, Ps, ..., Py, i gdy
startujemy z wygaszonej tablicy, jest réwny P. Gdy startujemy z tablicy na
ktérej wyswietlona jest konfiguracja R, to zbiér konfiguracji, ktére mozemy
uzyskaé jest rowny {R~ B | B € P}. Jak wiemy, moce obu zbioréw sa
potegami 2.
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3. Zadania

1. Wykazad, ze jesli G jest grupa skonczona z dziatlaniem o i H jest takim
niepustym podzbiorem G, ze dla dowolnych hy, ho € H, hy o ho € H, to H jest
podgrupa G.

2. Na tablicy wypisano liczby 1, 2, ..., 2012. Scieramy dowolne dwie z nich
wypisujac w zamian warto$¢ bezwzgledna ich réznicy. Po wykonaniu 2011 takich
operacji Scierania—dopisywania, pozostanie na tablicy jedna liczba. Wykazaé, ze
bedzie to zawsze liczba parzysta.

3. Na tablicy narysowano pewna ilo$¢ pluséw i pewng ilo§¢ minusow. Scieramy
dowolne dwa z tych znakdéw, wpisujac w zamian +, gdy starte znaki mialy ten
sam znak, i —, gdy mialy znaki przeciwne. Wykazaé, ze bez wzgledu na to jak
wykonujemy te operacje, na koncu otrzymamy ten sam znak.

4. Na tablicy narysowano pewna liczbe kél, kwadratéw i trojkatdéw. Sciera sie
dowolne dwie sposrdd tych figur rysujac w zamian:

— koto, gdy starliSmy dwa kota lub koto i trojkat;
— tréjkat, gdy starliémy dwa kwadraty lub koto i trojkat;
— kwadrat, w innych przypadkach.

Operacje te sie powtarza az do momentu gdy na tablicy pozostanie tylko jedna
figura. Wykazaé, ze bez wzgledu na to jak nie bedziemy postepowali, zawsze ta
figura bedzie taka sama.

5. Wykazac, ze z danych n liczb catkowitych mozna wybra¢ pewng ich ilosé
w ten sposéb by suma wybranych liczb byla podzielna przez n.

6. Na okregu znajduje sie 101 liczb naturalnych, ktérych suma jest réwna 300.
Wykazaé, ze istnieje taki tuk tego okregu, ze suma wszystkich sposréd danych
liczb, ktore znajduja sie na tym tuku, jest rowna 200.

7. Wykazaé, ze dla dowolnej liczby pierwszej p oraz liczby naturalnej ¢ < p — 1
liczba 19 4+ 2% + ... + (p — 1)* jest podzielna przez p.

Wskazowka. Wykazac, Ze istnieje takie a € Zj, ze a' # 1 oraz zauwazyé, ze
wZpao(lle2ae --ap-1))=1Ua2a  &(p-1).

8. Dane liczby naturalne n, m sa wzglednie pierwsze wtedy i tylko wtedy gdy
wzglednie pierwsze sa liczby 2" — 11 2™ — 1.

9. Dla dowolnych réznych liczb naturalnych n,m liczby 2™ + 11 2™ + 1 sa

wzglednie pierwsze.

10. Liczby 10™ + 11 10™ + 1 nie sa wzglednie pierwsze wtedy i tylko wtedy gdy
n==k-I,n=Fk-t dla pewnej liczby naturalnej k > 1 oraz nieparzystych liczb
naturalnych [, t.
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