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Juz Euklides moégt zastanawiaé si¢ nad
tym problemem. ..

Michat KIEZA, Warszawa

Na ile trojkatow o réwnych polach mozna podzieli¢ kwadrat? Latwo zauwazy¢,
ze mozna go podzieli¢ na 2, 4, 6, ..., a takze na dowolng parzysta liczbe takich
trojkatow.

Co jednak, gdybysmy chcieli podzieli¢ dany kwadrat na nieparzysta liczbe
tréjkatéw o réwnych polach? Garsé eksperymentéw prowadzi do wniosku,

ze nie da sie go podzieli¢ na 3 takie trojkaty. Podobnie jest dla 5. Co jednak

z wigkszymi liczbami nieparzystymi? Czy istnieja takie nieparzyste liczby n,

ze kwadrat da sie podzieli¢ na n trojkatéw o réwnych polach? Na rysunku

mamy podzial kwadratu na 7 tréjkatéw, ktoérych pola sa niemal réwne — czy dla
wiekszych liczb datoby sie zrealizowaé réwno$é? Wydaje sie, ze jesli ta liczba jest
odpowiednio duza, to takze i stopiefn swobody jest ogromny. . .

7 drugiej strony, istnieja czworokaty, ktére mozna podzieli¢ na nieparzysta liczbe
tréjkatéw o réwnych polach. Przyktadowo, trapez o stosunku podstaw 2 : 1

da sie podzieli¢ na 3 trojkaty o réwnych polach. Podobnie, trapez o stosunku
podstaw 3 : 2 da sie podzieli¢ na 5 trojkatow o rownych polach, zas trapez

o stosunku podstaw (n + 1) : n da si¢ podzieli¢ na 2n + 1 tréjkatéw o réwnych

polach.

Tytulowe pytanie moglo zosta¢ zadane juz w starozytnosci — wydaje si¢ to
typowe pytanie z klasycznej geometrii. .. To pytanie moze zada¢ takze nawet
uczen podstawéwki. A jednak, gdy w latach 60-tych ubiegtego wieku Fred
Richman i John Thomas podzielili si¢ tym pytaniem z innymi matematykami,
byli zaskoczeni, ze nikt nie tylko nie zna odpowiedzi, ale takze nie potrafi podac
miejsca, gdzie ten problem bylby dyskutowany. . .
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W 1970 roku w czasopismie American Mathematical Monthly pojawia sie
rozwigzanie, ktore znalazl Paul Monsky — On dividing a square into triangles,
American Mathematical Monthly 77 (1970), 161-164.

Odpowiedz: Nie.

Dowdd Monsky’ego jest niezwykly, bowiem uzywa kilku rzeczy z réznych
(pozornie zupelnie niezwiazanych z tym zagadnieniem) dzialéw matematyki.

Co wiecej, jest to jedyny znany dowod! W dalszej czesci artykulu przedstawimy
jego rozumowanie. Najpierw jednak wprowadzimy na scene dwa narzedzia, ktore
beda nam potrzebne do dowodu.

Narzedzia

Bedziemy potrzebowali dwdch rzeczy:

1. préba uogdélnienia pojecia parzystosci na liczby rzeczywiste,
2. pewien fakt zwigzany z kolorowaniem grafow.

Motywacja:

Ad 1. Chcemy pokazaé, ze jesli kwadrat da sie podzieli¢ na tréjkaty o rownych
polach, to ich liczba jest parzysta — podzielnosé przez 2 musi gra¢ jakas role.

7 drugiej strony istnieja czworokaty, ktore da sie podzieli¢ na nieparzysta liczbe
tréjkatéw o réwnych polach, wiec byé moze wazne znaczenie ma jakas zaleznosé
miedzy liczbami bedacymi wspotrzednymi wierzchotkéow tego czworokata a 2.

Ad 2. Podzial kwadratu na tréjkaty wyglada jak graf — moze przydadza
sie pewne kombinatoryczne twierdzenia dotyczace graféw (np. zwiazane
z kolorowaniem).

Oczywiscie nie sa to jedyne rzeczy, ktére mozna prébowaé braé pod uwage
w kontekscie tego problemu, ale wydaje sie jasne, ze miedzy innymi te pomysty
warto rozwazyc. . .

1. Uogdlnienie pojecia podzielnosci przez 2 na liczby rzeczywiste

Liczby catkowite dzielimy na liczby nieparzyste, np. 1, 3, 5, oraz liczby
parzyste, np. 2, 4, 6. Jednakze wéréd tych drugich mozemy wprowadzi¢ dalszy
podzial — ze wzgledu na najwicksza potege 2, przez jaka dzielg sie te liczby.
Chcielibysmy wowczas powiedzieé, ze np. 8 jest ,bardziej parzyste” niz 2, zas
liczba najbardziej parzysta jest 0. Natomiast utamki takie jak np. % czy i
powinny by¢ ,mniej parzyste” niz 1 czy 3. Tabelka ponizej graficznie oddaje
przyjeta hierarchie.

1,3,5 2, ...
2,6, 10, ...
4,12, ...

8, ...

NI = )

1024, ...

0

Te dos¢é metna intuicje mozemy sprecyzowaé definiujac dla dowolnej liczby
wymiernej w = 2° - 7+ (gdzie s jest calkowite, zad m i n sa calkowite nieparzyste)

funkcje f(w) =27° oraz f(0) = 0.

Zauwazmy teraz, ze dla liczb calkowitych nieparzystych f jest réwna 1, za$ dla
liczb parzystych n mamy f(n) < % Co wiecej, im bardziej dana liczba jest
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parzysta (tzn. im wigksza potega 2 ja dzieli), tym mniejsza warto$é f i tym nizej
dana liczba wystepuje w danej tabelce.

Tak zdefiniowana funkcja dla dowolnych liczb wymiernych z, y spelnia
nastepujace zaleznosci

1. f(x) > 0oraz f(z) =0 2 =0,
2. f(2) =73,

3. fle-y) = f=) fy),

4. f(z+y) <max{f(z), f(y)}.

Na odwrdét, jesli zalozymy, ze funkcja f spelnia powyzsze wlasnoéci, to nietrudno
sprawdzié, ze dla dowolnej liczby wymiernej w mamy f(w) =275,

Poniewaz potrzebujemy odpowiednika podzielnosci przez 2 dla dowolnej liczby
rzeczywistej, to nasuwa sie pytanie, czy mozna znalezé funkcje okreslona na
wszystkich liczbach rzeczywistych i spelniajaca powyzsze cztery warunki.

Zauwazmy, ze korzystajac z danych warunkéw latwo wyznaczy¢ wartosci f dla
niektérych szezegdlnych liczb, np. dla /2. Istotnie, mamy

F(v2)-f(va) = f) =3,
skad na mocy dodanioéci funkcji f otrzymujemy f (\/?) = % W ten sam
sposOb mozemy wyznaczy¢ wartosci funkcji dla pierwiastkow z innych liczb
wymiernych, np. f (\/§) = 1. No dobrze, a co jedli chcielibySmy znalezé wartosé
funkcji f dla liczby, ktora nie spelnia takiej prostej réownosci algebraicznej?
Przykladowo, ile wynosi f(7)? Tego nie potrafimy powiedzie¢. Jednakze mozna
udowodnié, ze istnieje funkcja f okre$lona na zbiorze liczb rzeczywistych
i spelniajaca wyzej wymienione cztery warunki.
Tu poczyhmy krotka dygresje. Funkcja f, ktora znalezlismy poszukujac
odpowiednika podzielnosci przez 2 dla liczb rzeczywistych, jest dobrze znana
w matematyce. Jest to norma (albo waluacja) 2-adyczna. Ogdlniej rozwaza sie
normy p-adyczne, gdzie p jest liczba pierwsza — woéwczas w drugim warunku
definiujemy f(p) = %. Norma p-adyczna i tzw. liczby p-adyczne (o ktérych nie
bedziemy tutaj wspominaé) odegraly wazna role m.in. w teorii liczb.
Wréémy do samej funkeji f. Okazuje sig, ze posiada ona dodatkowo dwie bardzo
przydatne wlasnoéci:

5. dla dowolnej liczby rzeczywistej x mamy f(x) = f(—x),

6. dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y takich, ze f(z) > f(y) spelniona jest
réwnosé f(z +vy) = f(x).

Dowéd wiasnosci 5. Dla dowolnej liczby rzeczywistej x mamy

f(=a)- f(=z) = f(2?) = f(2) - f(=),
skad f(—x) = f(z) albo f(—x) = —f(z). Jednakze funkcja f przyjmuje jedynie
wartosci nieujemne, skad wniosek, ze f(x) = f(—z).

Dowdd wiasnosci 6. Na mocy wlasnoéci 4 mozemy napisaé

(1) [ +y) <max{f(z), f(y)} = f(2).

Wykorzystujac ponownie wlasnos¢ 4 oraz poprzednio udowodniona wtasno$é 5
dostajemy

(2) f(x) = F((z+y) + (=y) <max{f(z+y), f(—y)} = max{f(z +y), f(y)}
Gdyby zachodzila nieréwnosé f(z +y) < f(y), to powyzsze oszacowanie

daje f(z) < f(y) — sprzecznos$é z zalozeniem. W takim razie musi zachodzié
nieréwno$é f(z +1y) > f(y) i zaleznosé (2) daje f(z) < f(z +1y). To w polaczeniu
z nieréwnoscia (1) oznacza, ze f(x) = f(z +y).
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2. Kombinatoryczne wlasnosci kolorowania graféw (lemat Spernera)

Drugim narzedziem, ktérego bedziemy potrzebowali, bedzie prosty i dos¢
interesujacy wynik z teorii graféw odkryty przez Emanuela Spernera (uzywa

sie go do dowodu twierdzenia Brouwera o punkcie stalym). Bedzie on nam
potrzebny w nieco zmodyfikowanej wersji — mianowicie dla kwadratu (zazwyczaj
podaje sie wersje dla tréjkata).

Lemat 1. Dany jest kwadrat ABCD, przy czym wierzcholek A jest biaty,

B i C sq czarne, a D jest szary. Zatozmy, Ze kwadrat ten podzielono na trojkqty
1 kazdy z wierzcholkow tych trojkgtow pomalowano na te trzy kolory w ten sposob,
ze na jednej prostej nie lezqg wierzchotki wszystkich trzech koloréw. Wtedy istnieje
trojkqgt roznokolorowy.

Zauwazmy, ze w opisanej konfiguracji wierzchotki niektorych trojkatow moga
leze¢ zaréwno na brzegu kwadratu jak i innych tréjkatéw podziatu (nie
wymagamy wiec od danego podzialu, aby byl on triangulacja).

Dowdd. Boki trojkatéow podziatu sa podzielone przez wierzchotki réznych
tréjkatéw na odcinki. Beda nas interesowaé odcinki (niezawierajace wewnatrz
wierzcholkéw innych tréjkatéw), ktorych jeden koniec jest czarny, a drugi szary
— nazwijmy je odcinkami C-S.

Odnotujmy najpierw, ze na odcinku, ktérego jeden koniec jest biaty, nie ma
odcinkéw C-S. Na odcinku, ktérego oba konce sg czarne albo oba szare, jest
parzysta liczba odcinkéw C-S. Na odcinku, ktorego jeden koniec jest czarny, za$
drugi szary, jest nieparzysta liczba odcinkéw C-S.

Zauwazmy teraz, ze na obwodzie tréjkata, ktérego wierzcholtki nie sa
roznokolorowe, lezy parzysta liczba odcinkéw C-S. Jesli wiec zaden trdjkat
podziatu nie ma réznokolorowych wierzchotkéw, to sumujac liczby takich
odcinkéw na obwodach tych tréjkatéw, otrzymamy liczbe parzysta. Zauwazmy,
ze przy tym sumowaniu kazdy odcinek C-S, ktéry nie lezy na obwodzie
kwadratu, byt liczony dwukrotnie, a kazdy z obwodu — jednokrotnie. Wynika
stad, ze liczba tego typu odcinkow, lezacych na obwodzie kwadratu, jest
parzysta. Jest to jednak niemozliwe, bo na boku kwadratu o koncach czarnych
lezy parzysta ich liczba, na bokach o jednym konicu bialtym w ogdle ich nie ma,
a na boku o jednym koncu czarnym, a drugim szarym jest ich nieparzysta liczba.
Uzyskana sprzecznosé oznacza, ze przy zalozeniach lematu istnieje tréjkat,
ktérego wszystkie wierzchotki sa réznych koloréw.
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Przygotowywujemy rekwizyty

Mamy juz zatem przygotowane dwa obiecane narzedzia, jednak na pierwszy

rzut oka sa one zupelnie ze soba niezwiazane i dotycza zupelnie réznych

dzialéw matematyki (pierwsze jest algebraiczno-analityczne, drugie za$
kombinatoryczne). Teraz sprébujemy je polaczyé. Podzielmy plaszczyzne na trzy
roztaczne zbiory

)

B={(z,y): f(z) <1, f(y) <1},
C=A{(z,y): flx) > 1, f(x) > f(y)},
S={(z,y): fly) > 1, flz) <[y}
Pomalujmy punkty pierwszego zbioru na biato, drugiego na czarno, a trzeciego

na szaro. Jesli na osiach wspdlrzednych zamiast x i y bedziemy brali f(z) i f(y),
to powyzsze pokolorowanie wygladaloby nastepujaco:

)

f(y)

0 1 f(z)

W rzeczywistosci jednak (tzn. gdy na osiach wspélrzednych sa z i y) nasze
pokolorowanie wyglada inaczej — na pierwszy rzut oka do$é¢ chaotycznie.

(0,1) (1,1)
(0.3) fasaiassiassiseniiesd
0.0) (2.0) (1,0)

Okazuje si¢ jednak, ze takie do$¢ dziwne pokolorowanie plaszczyzny posiada
pewne ciekawe wlasnosci, ktére okazuja si¢ bardzo przydatne.

39



Lemat 2. Jedli (x1, y1) jest punktem bialym, a (2, y2) — czarnym (szarym), to
(x2 — x1, Y2 — y1) jest punktem czarnym (szarym).

Dowdd. Istotnie, gdy (x2, y2) jest punktem czarnym, to f(xe —x1) = f(z2) > 1.
Poniewaz f(z2) > f(y2), to

f(za — x1) = f(22) > max(f(y2), f(y1)) = f(y2 — v1).

Zatem punkt (xo — x1, y2 — y1) tez jest czarny. Dowdd dla punktu szarego jest
podobny.

(0,0)

Lemat 3. Na Zadnej prostej nie lezq punkty wszystkich trzech kolorow.

Dowdd. Przypuécmy, ze jest inaczej. Przesuwajac prosta, na ktérej leza punkty
wszystkich trzech koloréw, réwnolegle w ten sposob, by punkt bialy przeszed}
na (0, 0) i korzystajac z poprzedniego lematu, mozemy zalozyé¢, ze punkt szary
(z1, y1) 1 czarny (z2, y2) leza na prostej przechodzacej przed punkt (0, 0).
Istnieje wiec liczba A taka, ze x1 = A\xs 1 y1 = Ayo. Zatem

f(x1) = fNf(z2) i f(yr) = F(N)f(ye)-

Poniewaz punkt (z1, y1) jest szary, to f(z1) < f(y1). Stad i z tego, ze A # 0
wnosimy, ze f(z2) < f(y2). Jednaze punkt (xs, y2) jest czarny, a wiec

f(z2) > f(y2). Otrzymana sprzeczno$é¢ dowodzi falszywosci uczynionego
przypuszczenia i konczy dowdd lematu.

o000 O0O
[ el N N N J
o000 O0O
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Wlasciwe rozumowanie

Majac juz wszystkie potrzebne rekwizyty mozemy przejs¢ do finatu, czyli
dowodu, ze jedli kwadrat podzielimy na n tréjkatéw o réwnych polach, to n jest
parzyste.

Mozna oczywiscie zalozy¢, ze wierzchotki kwadratu znajduja sie w punktach
(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1). Zalézmy teraz, ze kwadrat ten jest podzielony na n
tréjkatéw o réwnych polach i pokolorujmy wierzchotki wszystkich tréjkatéw na
bialo, szaro i czarno zgodnie z wczesniej przyjetymi regutami.

Wierzcholek (0, 0) jest bialy, (0,1) — szary, a pozostale dwa za$ czarne. Ponadto
z lematu 3 wnosimy, ze na zadnej prostej nie ma punktéw trzech réznych
koloréw. Zatem zalozenia lematu 1 sg spelnione i w zwiazku z tym istnieje
tréjkat, ktory ma réznokolorowe wierzchotki.

Przesunimy ten tréjkat réwnolegle tak, by wierzcholek bialy przeszed! na (0, 0).
Z lematu 2 wynika, ze pozostale wierzcholki nie zmienia koloréow. Zatézmy, ze
po przesunieciu wierzcholkiem szarym jest (x1, y1), a czarnym — (z2, y2). Pole
tréjkata o wierzchotkach (0, 0), (x1, y1), (22, y2) jest réwne

1
- =5 |x1y2 — oy .
n
Poniewaz f(x1) < f(y1) i f(z2) > f 2), to f(z1y2) < f(zay1), zatem

( > G) Flan) - fy)>2-1-1=2,

skad f(n) < % To oznacza, ze n musi byé parzyste.

Co dalej?

Mozna zadaé¢ pytanie, jak ma sie sytuacja dla dowolnego czworokata. Poniewaz
przeksztalcenie afiniczne nie wplywa na problem, to mozna zalozy¢, ze trzy
wierzcholki danego czworokata to (0, 0), (1, 0) i (0, 1), a wiec ich kolory to
odpowiednio bialy, czarny i szary. Jesli teraz czwarty wierzcholek jest czarny
albo szary, to zalozenia lematu 1 sa spelnione i istnieje tréjkat réznokolorowy.
W tego typu przypadkach mozemy uzyé¢ normy p-adycznej (dla dowolnej liczby
pierwszej p!) i przeprowadzi¢ analogiczne rozumowanie, jak dla kwadratu.
Przyktadowo rozwazajac trapez o stosunku podstaw 2 : 1 i biorac norme
3-adyczna udowodnimy, ze jesli podzielimy go na tréjkaty o réwnych polach, to
ich liczba bedzie wielokrotnoscig 3. Co jednak zrobi¢ w przypadku, gdy czwarty
wierzchotek jest bialy?
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