Klein,

Jest to zapis odczytu wygloszonego
na XLVIII Szkole Matematyki
Pogladowej, Skojarzenia i analogie,
Otwock—Srédboréw, styczen 2012.

Taka zawezong interpretacje programu
erlangenskiego przekazano mi na
studiach. Prawdziwy poznalem

w 1972 roku, kiedy niemieccy
matematycy wydali z pietyzmem
fotokopie oryginalu, i — dla uczczenia
stulecia jego ogloszenia — rozestali
kolegom; wida¢ bytem kolega, bo
dostalem.

Z tay pracg zwiazki Kleina byly znacznie
glebsze, gdyz to on — po $mierci Pliickera
przygotowal ja do druku.

nieskonczonos¢ i rozneglizowane elektrony

Marek KORDOS, Warszawa

Punktem wyjscia bedzie praca Felixa Kleina Vergleichende Betrachtungen
tber neuere geometrische Forschungen, czyli Rozwazania poréwnawcze nad
najnowszymi badaniami geometrycznymi, a wiec prawdziwy program
erlangenski. Jest on proba odpowiedzenia na pytanie, co w matematyce jest
odmienne, a co takie same, cho¢ inaczej zakodowane.

Stowo ,,prawdziwy” bierze sie stad, ze rozpowszechniony jest poglad, iz chodzito
w nim o krate teorii jednej przestrzeni z réznymi grupami

(P, Gz) < (P7 Gj) & G C Gj.
Kleinowi jednak chodzito o maksymalne uogélnienie pojecia izomorfizmu
i homomorfizmu, a w szczegdlnosci o uwolnienie sie od brania pod uwage

charakteru indywiduéw, ktorych teoria dotyczy. Mozna wiec powiedzieé, ze
mierzyt w teori¢ kategorii.

Warto zwréci¢ uwage na inspiracje, jakie skierowaly badania Kleina w tym
kierunku. Pierwsza z nich stanowita publikacja Ludwiga Ottona Hessego
Ubertmgunsprmzip, czyli Ogdlna zasada przeniesienia. Hesse zauwaza,

ze geometria rzutowa prostej (a wiec cialo z grupa homografii wzietych

z doktadnoscia do proporcjonalnosei) — za pomoca rzutu stereograficznego

— moze by¢ przeniesiona na stozkowa, a to z kolei — przez rozszerzenie na

cala plaszczyzne rzutowa — daje na niej strukture modelu Kleina geometrii
hiperbolicznej. Wnioskuje stad, ze geometria rzutowa prostej, geometria
rzutowa stozkowej i geometria plaszczyzny hiperboliczne] (inaczej: plaszezyzny
Bolyaia-Lobaczewskiego) to jedna i ta sama geometria, tylko sformalizowana na
trzy rézne sposoby.

Druga inspiracje stanowila monografia nauczyciela Kleina, Juliusa Pliickera
Neue Geometrie des Raumes gegrindet auf die Betrachtung der geraden Linie
als Raumelement, czyli Nowa geometria przestrzeni powstala przez przyjecie
prostych za jej elementy. Pliicker pokazuje, ze przestrzen, traktowana jako zbiér
prostych, jest rozmaitoécia czterowymiarowa — upraszczajac: prawie kazda prosta
mozna potraktowaé jako przecigcie dwbch plaszczyzn, z = ax + by i z = cx + dy,
a zatem (a, b, ¢, d) mozna uwazaé za jej wspoOlrzedne. Ale mozna tez zobaczyé to
jako rozmaito$¢ szeSciowymiarowa. Mianowicie, prostej (w tej czterowymiarowej
przestrzeni, gdzie punktami sa ,zwykle” proste), przechodzacej przez punkt
(byla prosta) x = (x1, 2, o3, x4) i punkt y = (y1, Y2, y3, Y4), MozNa
przyporzadkowaé liczby

Pik ‘= Ti - Yk — Tk " Yi-
Jest ich 16, ale istotnych jest tylko 6, bo mamy p; = 0 (co zmniejsza
liczbe istotnych do 12) i p;x = —pg; (co daje wlasnie 6). Pliicker wybral na
wspOlrzedne (nowej) prostej w szesciowymiarowej przestrzeni

(P12, P13, P14, P34, P2, P23),
dostrzegl jednak, ze wspélrzedne te nie sa niezalezne, albowiem (co latwo
sprawdzi¢)
P12 - P34 + P13 - Paz + p1a - p23 = 0.
Zatem faktycznie geometria prostych jest tozsama z geometria pewnej kwadryki
w szeSciowymiarowej przestrzeni, a wigc jest — jak u Hessego — tozsama
z sze$ciowymiarowg geometrig Bolyaia—t.obaczewskiego.

Jak widaé¢, swoboda w utozsamianiu przestrzeni juz i w tej pracy byla
imponujaco duza.

Praca Kleina postawita przyslowiows kropke nad i — za matematycznie
identyczne uznal on te obiekty, ktore mialy izomorficzne grupy automorfizméw.
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Grupa dzialajaca na przestrzeni
metrycznej jest jednostajnie nieciggta,
jezeli w dowolnym jej przeksztalceniu
punkt albo jest staly, albo ma obraz
oddalony od niego co najmniej o z géry
ustalong dla calej grupy odleglosé.

Jako przyklad entuzjazmu, z jakim spotkalo sie tak nowatorskie podejscie do
matematyki (uznane za jedyne wlasciwe dopiero przez bourbakistéw), swiadezyé
moga bezposrednie kontynuacje prac Kleina. Wymienie kilka, ktérych juz same
tytuty swiadcza o wykorzystaniu idei kleinowskich. Zaczaé¢ wypada od samego
Kleina: Vorlesungen tber das Ikosaeder und die Aufiésung der Gleichungen

von fiiften Gerade, czyli Wyklady o dwudziestoScianie i rozwigzywaniu réwnan
pigtego stopnia. Jeszcze bardziej zaskakujacy byl tytul pracy Sophusa Lie:

Uber Compleze, inbesonders Linien und Kugelcomplexe, mit Anwendungen

auf die Theorie partielle Differentailgleichungen, czyli O liczbach zespolonych,

a w szczegolnosci prostych i stozkach zespolonych, z ich zastosowaniem w teorii
rownan réiniczkowych czgstkowych. Wymienmy jeszcze prace Edmonda Nicolasa
Laguerre’a Sur la geometrie de la direction, czyli O geometrii kierunkow, ze
wzgledu na pokrewienstwo z dalsza czescia tego tekstu.

Jak dalece obecnie idea kleinowska jest wszechobecna, $wiadczy¢ moze fakt, ze
twierdzenie, za ktére William Thurston otrzymal Medal Fieldsa (Warszawa,
1983), czyli:

Geometryzowalne jednorodnie rozmaitosci 3-wymiarowe to jedynie
E3, H? S S2 xR, H? xR, SL,R, Nil, Sol;

faktycznie opisuje grupy, a ostatnie trzy z nich nie maja nawet innego
(w szezegblnosci w klasycznym geometrycznym jezyku) opisu niz grupowy.

Tyle zakreslenia $rodowiska, w ktorym dzieje sie niniejsza historia.

Drugie stowo tytulu to ,nieskoficzono$é”. Przyjeto uwazaé (zapewne za
podréznikami), ze kierunek to co$, co prosta osiagga w nieskonczonosci, czyli tam,
gdzie geometria juz nie siega. Ten literacki opis niesie w sobie jednak intuicje,
ktéra bedzie podstaws stosowanych tu konstrukeji.

Zacznijmy jednak od samych geometrii. Na rozmaitosciach dwuwymiarowych
realizuje sie tylko trzy jednorodne geometrie, a mianowicie powstate z geometrii
euklidesowej Eucl?, z geometrii Bolyaia—Y.obaczewskiego BL? i z geometrii
sferycznej przez podzielenie ich przez jednostajnie nieciagle podgrupy ich grupy
izometrii.

Otrzymuje sie odpowiednio 5, 0o i 2 geometrie (= zmetryzowane rozmaitosci).

Ta druga lokalnie sferyczna (obok sfery) to geometria eliptyczna ElI?, czyli
zmetryzowana plaszczyzna rzutowa.

Trzy wyréznione symbolami geometrie to — patrzac z innej strony — geometrie
riemannowskie o krzywiznie odpowiednio zerowej, ujemnej i dodatniej.

Dalej bedziemy zajmowali sie nimi, a raczej ich odpowiednikami wyzej
wymiarowymi.

Kazda z wyréznionych geometrii zanurza si¢ w sposéb naturalny w plaszczyznie
rzutowej: do Eucl? trzeba dokleié prosta ,w nieskoficzonoéci” (w wyzszych
wymiarach — hiperplaszczyzne); do BL? (czyli modelu Kleina) trzeba doklei¢
ograniczajacy okrag (sfere) i jego (jej) zewnetrze — warto zwrécié uwage, ze

owo zewnetrze jest po prostu dualne do modelu Kleina!; a do ElI? niczego
doklejaé nie trzeba — obejmuje ona cala plaszczyzne rzutowa (przestrzen rzutowa
odpowiedniego wymiaru).

Spostrzezenia te dotycza tylko struktury liniowej — a co z metryczna? Bo
przeciez metryki ,koncza sie” w klasycznym obszarze owych geometrii.
Zauwazmy jednak, ze struktura metryczna nie musi by¢ dana przez metryke
— moze by¢ rownie dobrze okredlona przez jakas relacje, za pomoca ktérej
metryka moze by¢ zdefiniowana. A wtedy moze sie zdarzyé, ze taka relacja
nie bedzie miata osobliwosci w rodzaju przyjmowania przez metryke wartosci
nieskonczonych.
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Dla przyktadu rozpatrzmy przypadek
euklidesowy (zauwazmy, ze réwnolegltos§é
odcinkéw jest definiowalna przez
prostopadlosé):

— odcinki réwnolegte AB i CD, nielezace
na jednej prostej, sg przystajace wtedy
i tylko, gdy albo ABCD, albo ABDC
jest réwnoleglobokiem;

— odcinki nieréwnolegle sa przystajace
wtedy i tylko wtedy, gdy proste
prostopadle do kazdego z nich w jego
koncach tworza romb, a wigc czworokat
majacy prostopadle przekatne.

Tak sie sklada, ze odpowiednia relacja, definiujaca przystawanie w kazdej
z omawianych geometrii, jest prostopadlosé, a ta przedluza sie bez zadnych
zmian na cala rzutows plaszezyzne (przestrzen odpowiedniego wymiaru).

Oczywiscie, pojawiaja sie sytuacje nietypowe. Na przyktad, dotaczona do
plaszczyzny euklidesowej prosta ,,w nieskonczonoéci” okazuje sie osobliwa, czyli
jest prostopadta do wszystkich prostych, a proste styczne do brzegu modelu
Kleina sa izotropowe, czyli prostopadle do siebie (w modelu Kleina prostopadle
do danej prostej przechodza przez jej biegun).

Tak roszerzone geometrie nazywa si¢ geometriami pelnymi. Dalej bedziemy
rozpatrywali tylko geometrie pelne — nie bedziemy przy tym zmieniali ich nazw
i dalej bedziemy uzywaé¢ nazw przyjetych dla geometrii klasycznych.

Tracac piekno, ale zyskujac na czasie, popatrzmy na to analitycznie:
gdy w P™ okredlimy prostopadtosé hiperptaszczyzn
apxo+a1x1+ ...+ ap_1Tp_1+ anr, =0

boxo +bix1+ ... +bp_1Tp—1 + bz, =0

n
wzorem Z a; - by =0, otrzymamy Eucl®,
i=1
n
wzorem ay - bg — Z a; -b; =0, otrzymamy BL",
i=1

n
i wzorem Z a; -b; =0, otrzymamy EII"
i=0
(polecam sprawdzenie dla n = 2).
Patrzac geometrycznie, trzy wymienione wyzej dwuwymiarowe pelne geometrie
mozna scharakteryzowaé za pomoca tabelki

R -R
I BL2
—I | Eucl®2 | EIZ

gdzie R oznacza istnieje prostokqt, a I oznacza istnieje prosta izotropowa
nieosobliwa.

Jak wida¢, w puste okienko doskonale wpasowuje sie dwuwymiarowa
czasoprzestrzen Min? z prostopadloscig dana wzorem aj - by — as - by = 0.

Czwarta z rozpatrywanych dalej pelnych geometrii bedzie zatem Min"
n

z prostopadlos$cia dang wzorem aq - by — Z a; - b; =0.

i=2
Przyjrzyjmy sie teraz blizej kierunkom (pelnych!) przestrzeni, czyli brzegom ich
klasycznego obszaru.

Oto6z pelne geometrie generuja geometrie o wymiarze nizszym o jeden na
przestrzeni swoich kierunkéw w ten sposéb, ze

e przeciecia hiperplaszczyzn z przestrzenig kierunkéw danej geometrii sa
hiperptaszczyznami w tej przestrzeni kierunkéw;

e dziedziczona jest przy tym prostopadlosé.

Mozna bez wigkszego klopotu udowodnié, ze (przy takiej konwencji) réwniez
geometria przestrzeni kierunkéw wyznacza geometrie calej przestrzeni.

Zajmijmy sie zaleznosciami miedzy geometriami przestrzeni a geometriami
przestrzeni ich kierunkéw.
Przestrzen kierunkow Eucl™ to hiperptaszczyzna xg = 0. Dla niej
n
wzor Z a; - b; = 0 zawiera wszystkie jej wspotrzedne, jest wiec to EII" 1.
i=1
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Analogicznie dla hiperplaszczyzny ,w nieskonczonosci” Min" wzor
n

ai - by — Z a; - b; = 0 zawiera wszystkie wspolrzedne, wiec przestrzenia

i=2
kierunkéw Min™ jest BL" 1.
Dla opisu przestrzeni kierunkéw BL"™ spéjrzmy
najpierw, jak to jest, gdy n = 3 i przypomnijmy sobie
stereometryczne twierdzenie
dwa okregi na sferze sq prostopadle, wtedy i tylko wtedy,
gdy styczna w punkcie przeciecia do jednego z nich
przechodzi przez wierzcholek stozka opisanego na sferze

Wspomniane znaczenie tego diagramu dla
podstaw geometrii polega na wskazaniu
aksjomatycznej realizacji idei Artura
Cayleya, iz geometria rzutowa to cala
geometria. Mianowicie, do otrzymania
aksjomatyki dowolnej z czterech
omawianych geometrii wystarcza dodanie
do aksjomatéw przestrzeni rzutowej
odpowiedniego wymiaru aksjomatéw
opisujacych stosunki metryczne zwyktego
okregu, jako ze Ell! to nic innego, jak
okrag euklidesowy podzielony przez
antypodyzm, co, jak wiadomo, daje

z powrotem okrag euklidesowy.

wzdluz drugiego.

Zatem prostopadto$é w tréjwymiarowym modelu Kleina
generuje na sferze, bedacej jego brzegiem, zwykla,
euklidesowa prostopadlosé.

Specjaliéci od funkcji analitycznych sfere z okregami, ktérych prostopadtos$é jest
euklidesowa, nazywaja geometria Mdbiusa — bedziemy ja oznaczali Mo?

i, odpowiednio, M¢™.

Jest to inna posta¢ geometrii euklidesowej — gdy przestrzen euklidesowa,
uzwarcimy jednym punktem, mozna bedzie przez rzut stereograficzny
przeksztalcié ja na przestrzen Mobiusa tego samego wymiaru (i odwrotnie), co
bede oznaczal Mé*F ~ Eucl®.

Tak wiec przestrzenig kierunkéw BL™ jest M6" 1, czy — jak kto woli — Eucl® 1.

Wypada jeszcze zajaé sie tym, czego nie ma, czyli kierunkami przestrzeni E1I¥.
Fakt, ze kierunkéw nie ma, powoduje, iz (pelna) geometria eliptyczna jako
jedyna ma na wszystkich swoich hiperptaszczyznach jednakowa geometrie.
Pozwala to na odtworzenie ElI* 7z EII*~! (jako struktury ztozonej z kopii EII¥~1)
i odwrotnie.

Prowadzi to do nastepujacej sieci powiazan geometrii
Min™ Min® Min?

! ! !

BL" ! BL* BL*

! ! !

Mo™ 2 ~ Eucl™® 2 M&3 ~ Eucl® Mo? ~ Eucl?
) ) )
— EI"? —s — EN? — EI'

co ma mocne konsekwencje w podstawach geometrii, ale tu skoncentrowaé sie
chce na tym, jak demonstruje si¢ tez w fizyce, jako Landau—Pomeranchuk effect.

Dowiedzialem sie o tym zjawisku przegladajac prace pewnego doktoranta-fizyka.
Polega ono — piszac w ogromnym uproszczeniu i z nonszalancja laika —

na tym, ze nastepujace w minimalnych odstepach czasu rozpraszanie

dwukrotne tej samej wiazki elektronéw przebiega inaczej za pierwszym niz

za drugim razem. Efekt ten jest przez niektérych nazywany tez paradoksem
Landaua—Pomeranczuka. Nadaje mu sie wtedy fabularng interpretacje w stylu:
pedzgcy w szalonym tempie na motorze elektron trafia w betonowy stupek; kiedy
podnosi sie po kolizji i rusza dalej, bardziej uwaza, przez co jego zderzenie ze
zlosliwie podstawionym przez fizyka kolejnym betonowym stupkiem jest juz mniej
energiczne.

Jak przystalo matematykowi, zainteresowalem sie sprawa ze wzgledu na jej
paradoksalno$é. Okazalo sie, iz sprawe mozna wyjasnié¢, postugujac sie pojeciem
half-dressed electrons, co pozwolitem sobie przettumaczyé jako elektrony

w neglizu.
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W mocno dla niefizyka skomplikowanej pracy E.L. Feinberg, Hadron clusters
and half-dressed particles in quantum field theory; Usp. Fiz. Nauk 132, 255-291;
Oct. 1980, znalaztem wyjasnienie efektu Landaua—Pomeranczuka za pomoca
zwrdcenia uwagi na to, iz w momencie rozproszenia nastepuje zaklécenie
pola, jakie jest (wedle de Broglie) jednym z przejawéw elektronu. Pole sprzed
zderzenia — rozciagajace sie przeciez (oczywiscie, malo intensywnie) na ,cala’
przestrzen, porusza sie bezposrednio po zderzeniu nic o nim nie wiedzac, bo
przeciez informacje rozchodza sie zaledwie z predkoscia swiatta. Tymczasem
elektron, ktéremu w wyniku kolizji zmienit sie ped, odtwarza swoje pole
najszybciej jak umie, ale to tez dzieje sie tylko z predkoscia swiatla, wiec

w chwile po rozproszeniu dysponuje on tylko malutkim polem, czego skutkiem
jest mniej energetyczny przebieg kolejnego rozproszenia.

Sprébowatem to, co zrozumialem, narysowac i tak
powstal widoczny obok obrazek.

Jest to przestrzenne sprawozdanie z tego, co dzieje

sie w czasoprzestrzeni. Obrazek jest (powinien

by¢) tréjwymiarowy, wiec z koniecznosci rysuje
dwuwymiarowy przekrdj. Rozproszenie nastapito

w punkcie O. Wie o nim po czasie ¢t tylko wnetrze kuli
(na obrazku kola) o promieniu ct, gdzie ¢ to predkos$é
Swiatla — nazwijmy wnetrze tej kuli wszech$wiatem
zdarzenia. Sam elektron, poruszajacy sie z predkoscia v,
oddalil sie od O na odleglos¢ vt. Jego pole w kierunku
prostopadtym do v siega do granicy wszech$wiata.

W kierunku ruchu podlega skréceniu Lorentza — jest
zatem takie, jak narysowana elipsa. Tym, ktorzy

sie dziwia, ze ,,z przodu” jest jej mniej niz ,z tytu”,
przypominam o efekcie Dopplera.

No dobrze, ale jesli spojrzymy na to jak na rysunek
modelu Kleina, to zobaczymy, ze owo pole to wnetrze
ekwidystanty, a wiec krzywej ztozonej z punktow
jednakowo oddalonych od prostej prostopadtej do
kierunku ruchu (w przestrzeni jest to elipsoida obrotowa
styczna do brzegu modelu).

Cho¢ niczego o powstajacym rysunku nie zaktadalidmy, ,sam” narysowatl sig
w przestrzeni kierunkéw czasoprzestrzeni.
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