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Izotopia moze doprowadzi¢ do
zaciggniecia sktadowego wezta, dlatego
aby okresli¢ klas¢ wezta trzeba postuzy¢
sig izotopia obejmowalna.

Idealne ksztalty wezlow
Marta SZUMANSKA, Warszawa

Pojecie wezla wydaje sig intuicyjnie jasne, jednak wezly pojawiajace sie

w matematyce nieco réznia si¢ od tych, z ktérymi spotykamy sie na co dzien.
Istotnie — zazwyczaj mamy do czynienia z suptami o swobodnych koncach,
ktére, przynajmniej w teorii, zawsze mozna rozplataé, a wiec z punktu widzenia
naszych, topologicznych w swej naturze rozwazan, nie sa interesujacymi
obiektami.

Wezly, ktérymi bedziemy sie zajmowaé w tym artykule, beda mieé¢ zawsze
zlaczone konce; wéwczas odpowiedZ na pytanie, czy dany wezel mozna rozsuplac
bez rozcinania petli, jest nieoczywista, zas sprawdzenie, czy dwa zadane wezly
sg rownowazne, to znaczy, czy mozna bez rozcinania przeprowadzi¢ jeden

z nich na drugi, jest bardzo czesto trudne. Metody powszechnie pojawiajace

sie w artykutach dotyczacych teorii weztéw maja charakter algebraiczny lub
kombinatoryczny, czesto wskazuje sie rozmaite operacje pozwalajace uproscié
wezel nie zmieniajac jego klasy oraz wielomiany niezmiennicze, dzieki ktérym
mozna wykluczy¢ réwnowaznosé niektorych wezldw.

W biezacym tekscie spojrzymy na wezly okiem analityka. Pokazemy jak

w rozpoznawaniu weztow trywialnych moga pomoéc pewne funkcjonaly oraz
zastanowimy sie jak przy pomocy takich funkcjonaléw znalezé w danej klasie
wezel zashugujacy na miano idealnego. Zanim jednak do tego przystapimy,
konieczne jest uscislenie kilku pojec.

W matematyce wezel to krzywa zamknieta zanurzona w R3, czyli taka krzywa
w przestrzeni trojwymiarowej, ktéra jest homeomorficzna z okregiem. Dla
uproszczenia sformutowan, przyjmijmy, ze przez pojecie wezla, rozumie¢
bedziemy zaréwno jego parametryzacje v : St — R3, jak i obraz okregu w tej
parametryzacji.

Aby opisa¢ réwnowaznosé dwoch weztéw poshuzymy sie pojeciem izotopii — czyli
bardziej restrykcyjnej homotopii. Homotopia jako taka nie moze si¢ tu przydac,
gdyz kazde dwa wezly sg homotopijnie réwnowazne.

Definicja. Dwa homeomorfizmy na obraz fo, f1 : X — Y sa izotopijne gdy
istnieje homeomorfizm na obraz

F:XxI—-=YxI

taki, ze F(x,t) = (f(z,¢),t) dlaz € X, t € I =[0,1], f(z,0) = fo(x) oraz
f(z,1) = fi(x). Przeksztalcenie F' nazywa sie izotopig zachowujgeq poziom.

Izotopia to wciaz operacja pozostawiajaca zbyt duzo swobody i wciaz dla
naszych celow niewystarczajaca. Mozna bowiem wskazaé izotopie prowadzaca
od tréjlistnika do okregu. Wystarczy wyobrazié¢ sobie maly trojlistnik na krzywej
o pomijalnej grubosci i w sposéb ciagly éw supelek zaciagaé, tak ze trojlistnik
zostanie zdegenerowany do punktu, co oznacza, ze w wyniku takiej operacji
otrzymamy okrag. Latwo sprawdzié, ze takie przeksztalcenie istotnie jest
izotopia.

Potrzebujemy zatem czegos odrobine silniejszego, a konretnie izotopii
obejmowalnej weztéw — czyli izotopii taczacej identycznosé w R z takim
homeomorfizmem R? na obraz, ktéry przeksztalca jeden wezet na drugi.

W poréwnaniu do izotopii powickszamy obszar obserwacji — nie tylko dbamy
o to by w kazdej chwili v;(-) byla réznowartosciowa, ale kontrolujemy réwniez,
co dzieje sie z otoczeniem krzywej.

Definicja. Méwimy, ze dwa wezty 71 : ST — R3 i 79 : ST — R3 sg réwnowazne
lub, ze nalezg do tej samej klasy, jedli istnieje izotopia zachowujaca poziom

H:R3x[0,1] — R*x [0,1], H(z,t) = (h(y,t),1),

taka, ze h(y,0) = (y,0) dla y € R3 oraz h(y1(z),1) = (y2(x),1) dla z € S*.
Przeksztalcenie H nazywamy izotopig obejmowalng.
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Przykladem wezla chiralnego jest
tréjlistnik, wezlem achiralnym jest
wezel 6semkowy, przedstawiony na
ponizszym rysunku wraz ze swym
odbiciem symetrycznym. Sprawdzenie,
ze te dwa wezly sg rownowazne,

nie nastrgcza duzych trudnodci.

()

Parametryzacja dtugoscig tuku

to taka, ktéra spelnia warunek
T'([t1,t2]) = ta — t1. Jej pochodna
T’ istnieje prawie wszedzie, ponadto
)| = 1 p.w.

Klasy abstrakcji relacji rownowaznosci zadanej przez izotopie obejmowalna
nazywamy klasami weztéw. W literaturze mozna spotka¢ réwniez inna definicje
rownowaznosci weztéw. Mianowicie, przyjmuje sie niekiedy, ze dwa wezly sa
réwnowazne, jesli istnieje homeomorfizm R?® przeprowadzajacy jeden z nich

na drugi. Definicja ta nie jest réwnowazna, ze wzgledu na istnienie wezlow
chiralnych, czyli takich, ktore nie sg izomorficzne ze swoim odbiciem lustrzanym.
Od tej pory, jesli nie zaznaczymy inaczej, mowiac wezel, bedziemy mieé¢ na
my$li wezel tagodny, czyli taki, ktéry jest rownowazny lamanej zwyczajnej
zamknigtej.

Wezel idealny — podejscie pierwsze — dlugos¢ liny.

W kazdej klasie wezla chcieliby$my umieé¢ wskazaé wezel w pewnym sensie
najprostszy, ktéry nie ma zbednych przeplotéw (zbednych czyli takich, ktére
bez rozcinania mozna zniwelowad), jak najbardziej regularny. Posréd weztéw
trywialnych niewatpliwie takim bedzie okrag, lecz czy mozna wskazac ideat

w plataninie bardziej ztozonych weztéw? Jedna z metod poszukiwania weztow
idealnych opiera sie na nastepujacym pomysle — najprostszy w danej klasie
bedzie taki wezel, do ktorego zawiazania potrzebny bedzie najkrotszy kawatek
liny o zadanej grubosci. Istotnie — im dluzsza lina, tym wiecej zbednych petelek
i przeplotow mozemy wykonaé¢. Oparta na tej idei definicja wezla idealnego
pochodzi od A. Stasiaka i jego wspotpracownikéw:

Definicja. Idealny wezel to taki, ktéry minimalizuje dlugosé liny (o ustalonej
grubosci) w swojej klasie izotopii.

Dla nas wezel, to krzywa, zatem jednowymiarowy twoér pozbawiony grubosci,
na pierwszy rzut oka definicja powyzsza wydawaé sie wiec moze nieprzydatna.
Jednak wykorzystujac promien globalnej krzywizny Mengera mozemy wskazac
klase ,,grubych” krzywych, czyli takich, ktére moga by¢ rdzeniem (linig
centralna) liny o jakiej mowa w powyzszej definicji.

Promieniem krzywizny Mengera tréjki punktéw (z,y, z) € R3 x R? x R3,

T # y # z # x, nazywamy promien okregu przez nie przechodzacego i oznaczamy
przez R(z,y, z). Dla dowolnej krzywej prostowalnej, czyli takiej, ktéra ma
skonczong diugosé, definiujemy promien globalnej krzywizny Mengera:

A(y) = inf{R([(2),T(y),T(2)) | =,y,2€ 8L, v #y#z#x},

gdzie I' oznacza parametryzacje dtugoscia tuku. Gonzalez et al. w pracy [5]
wykazali (m.in.), ze parametryzacja krzywej spelniajacej warunek A(y) > 6 jest
funkcja klasy C*, a jej pochodna jest lipschitzowska ze staly 6, tzn.:

IT"(2) = T' ()]l < Olz — yl.

Krzywa, spelniajaca warunek A(y) > 6 moze by¢ postrzegana jako model linii
centralnej liny o Srednicy 20. Méwiac bardzo skrotowo — warunek ten zapobiega
zbyt szybkim zmianom kierunku krzywej, jak i temu by punkty lezace daleko od
siebie na krzywej nie zblizyly sie w przestrzeni na odleglo$¢ mniejsza niz 26.

Dlugosé liny (ang. ropelength) definiuje sie za pomoca formuly

__ diugosé(y)
L(W) = T(’y)

W tym jezyku wezel idealny to taki, dla ktérego wartosé L(7y) jest najmniejsza
w danej klasie wezta.

Od czasu zdefiniowania weztow idealnych wielu matematykéw i fizykéw
zajmuje si¢ ich poszukiwaniem. W klasie weztéw trywialnych wskazanie idealu
nie nastrecza szczeg6lnych probleméw. Zgodnie z oczekiwaniami, L(7y) jest
minimalizowane przez okrag, za$ najkrétsza mozliwa petla, ktéra mozna



Numeryczne przyblizenie idealnego
tréjlistnika autorstwa H. Gerlacha

r=0,5

Krzywa stadionowa — skladowa

splotu minimalizujacego dlugosé

liny w opisanym obok przyktadazie,
pozostale dwie sktadowe splotu to okregi
o promieniu 0,5 przechodzace przez
punkty A i B odpowiednio, ktérych
$rodki leza w dowolnym miejscu na tuku
stadionu.

stworzy¢ z liny o grubosci 1 ma dlugo$é n. A jak krétka moze byé lina, by udato
sie z niej zwiazaé¢ wezel nietrywialny? Jedno z pierwszych pytan zwigzanych
z teorio—wezlowym pojeciem dlugosci liny brzmialo tak:

Czy z liny dlugosci jednej stopy, na jeden cal grubej mozna uzyskaé wezel
nietrywialny ?

Lina na 1 cal gruba, to lina o $rednicy réwnej jednemu calowi, zatem dla
bedacej rdzeniem krzywej A(v) = 0,5 cala, ponadto 1 stopa = 12 cali, wigc
powyzsze pytanie mozna zapisa¢ w nastepujacy sposéb.

Czy istnieje krzywa zamknieta, nietrywialnie zaweZlona, dla ktdrej L(vy) < 129

Mimo iz matematycy wskazywali kolejne dolne oszacowania dlugosci liny dla
nietrywialnych wezléw, a fizycy generowali z pomoca algorytmdéw numerycznych
ciasne wezly, powyzsze pytanie pozostawalo dlugo bez odpowiedzi — dolne
oszacowania byly za male, eksperymentalnie wyznaczane wezly zbyt dlugie.
Dopiero w 2003 roku negatywna odpowiedZ podal Diao [3], dowodzac, ze dla
dowolnej nietrywialnie zawezlonej krzywej L(vy) > 12. Cztery lata pdzniej, wraz
z Denne i Sullivanem, [2] poprawil oszacowanie pokazujac, ze L(vy) > 15, 66.

Poszukiwania weztéw minimalizujacych dlugosé liny to w duzym stopniu
zmagania algorytmiczno—numeryczne. Najkrotszy znany wezel zostal
wyznaczony numerycznie przez P. Pieranskiego w 1998 roku [6]. Dlugosé liny

o grubodci jeden potrzebnej na jego zwiazanie wynosi w przyblizeniu 16,37.
Stosowane algorytmy polegaja na zacigganiu weztéw o zadanym polozeniu
startowym, spelniajacym okreslone zalozenia, zatem przyblizaja one minima
lokalne L(7). Nie mozna jednak z cala pewnodcia stwierdzié, ze wykrywaja
wszystkie takie minima, zatem nie mozna wykluczy¢ istnienia weztéw krétszych
od tych wykrywanych algorytmicznie.

Tematyka zwiazana z poszukiwaniem najkrétszych weztow wcigz pelna jest
naturalnych pytan pozostajacych bez odpowiedzi. Wiadomo, ze w kazdej klasie
izotopii istnieje wezel minimalizujacy L(7), nie wiadomo jednak, jak regularny
jest taki wezel. Poniewaz kazda krzywa o dodatnim promieniu globalnej
krzywizny Mengera jest klasy C™! (tzn. ma lipschitzowsko ciagla pochodna), to
idealny wezel bedzie réwniez klasy C1'!. Nie wiadomo, czy musi byé¢ gladszy niz
dowolna krzywa spelniajaca warunek A(y) > 0 (symulacje numeryczne sklaniaja
ku poszukiwaniom negatywnej odpowiedzi). Nie wiadomo réwniez, czy ideal jest
tylko jeden. Moze istnieje kilka nieizometrycznych konfiguracji, ktére realizuja
minimum?

W przypadku splotéw, czyli uktadu kilku weztéw splecionych ze soba,
odpowiedzi na te pytania sa znane. Latwo wskaza¢ dwa nieizometryczne sploty
minimalizujace L(7). Istotnie, weZmy lancuch zlozony z trzech (trywialnych)
ogniw, z ktérych kazde ma A(y) = 1. Gdy zminimalizujemy L(v) dostaniemy
dwa okregi, czy tez torusy jesli chcemy mysle¢ o ,,grubych krzywych”, oraz jedna
(,gruba”) krzywa stadionowa przechodzaca przez $rodki obu okregéw, ktére sa
liniami centralnymi toruséw. Oczywiscie kazdy z toruséw ma pewna swobode

— mozemy go obraca¢ wzdluz osi prostopadtej do plaszczyzny zawierajacej
krzywa stadionowsa, dostajac w ten sposéb nieizometryczne konfiguracje, nie
zmieniajac dlugosci splotu. Przyklad ten (zaczerpniety z [1]) pokazuje réwniez,
ze nie mozemy oczekiwaé, ze wezly sktadowe minimalnego splotu beda mialy
parametryzacje klasy wyzszej niz C1'! (druga pochodna parametryzacji krzywej
stadionowej jest niezdefiniowana w czterech punktach). Rozwazajac bardziej
zlozone sploty, mozna wskazaé¢ uklady minimalizujace energie, ktore nie tylko sg
nieizometryczne jako caloéé, ale ich odpowiednie sktadowe maja nieizometryczne
ksztalty [1].



Inng metoda uniknigcia osobliwoéci

w calce jest odwotanie si¢ do
oddziatywan miedzy tréjkami punktéw,
woéwcezas zamiast odwrotnosci odleglosci
miedzy punktami, zastosowanie ma
promien okregu przechodzacego przez
tréjki punktéw co prowadzi do energii

L2 [ e BP(C(@),T(9), I(2)dAs

Wezel idealny — podejscie drugie — energie weztowe.

Przy poszukiwaniu idealnych weztéw nie musimy ograniczaé sie¢ do minimoéow
funkcjonatu L(v). Mozemy prébowaé je znalezé réwniez posrdéd miniméw
innych nieujemnych funkcjonatéw niezmienniczych ze wzgledu na podobienstwa.
Funkcjonaly takie nazywamy energiami weztowymi.

Definicja. Niech S bedzie pewna podklasa klasy krzywych homeomorficznych
z okregiem zawartych w R3. Funkcjonal F : S — R jest energig weztowq jedli

F(r(v) = FO),
gdy v € S, a r jest podobienstwem.

Oczywiscie L(7) jest przyktadem energii weztowej. W klasie lamanych
zamknietych, energia wezlowg jest na przyklad liczba odcinkow, ktére tworza
dana tamana. Dla krzywych klasy C? energia jest calkowita krzywizna,
definiowana jako

L
Fo)= [ Ieo)lds
0
gdzie I to parametryzacja dtugosciag tuku krzywej ~, za$ L oznacza jej dlugosc.

Doktadniej opiszemy tu energie O’Hary, oparta na oddziatlywaniach
odpychajacych miedzy punktami potozonymi na krzywej. Wyobrazmy

sobie wezel natladowany jednoimiennie — to znaczy taki, ze kazdy jego

punkt obdarzony jest tadunkiem tej samej wielkosci i znaku. Wéowczas

kazde dwa punkty krzywej beda sie odpychaé, a caty uktad bedzie dazyt do
zminimalizowania energii, w wyniku czego krzywa powinna traci¢ zbedne
petelki i przeploty, zyskiwaé na regularnosci, innymi stowy — dazy¢ do ideatu.
W opisanej sytuacji sita oddzialywania miedzy punktami jest proporcjonalna
do kwadratu odwrotnosci ich odleglosci. Mozna by zatem sadzié¢, ze sume
oddzialywan wszystkich par punktéw z krzywej wyraza sig catka

/L/L dady
o Jo IT(z) =Ty’

gdzie L oznacza dhugo$é¢ krzywej, zas I' jej parametryzacje dlugoscia tuku.

Jednak calka ta jest zawsze nieskoniczona. Problemy z catkowalnoscia pojawiaja
sie¢ w poblizu przekatnej i sa generowane przez kazda pare parametréw x = y.
Dzieje sie tak dlatego, ze punkty lezace na krzywej nie maja pelnej swobody.
Punkty, ktorych tukowa odleglosé jest niewielka sa przez krzywa ograniczane,
chcialoby sie powiedzie¢ ,trzymane blisko siebie”, zatem oddzialywania
elektrostatyczne miedzy nimi nie powinny wiec mieé¢ tak duzego wkladu

w energie catego uktadu. Stad tez, aby uzyska¢ model blizszy opisywanej
sytuacji nalezy ,wycia¢”, czy tez zniwelowaé czesé energii pochodzacej

z oddzialywan miedzy punktami lezacymi blisko na krzywej. Tak wlasnie
skonstruowana jest energia O’Hary

L L 1 1
£0) ‘/o / IT@ TP Jz— B

gdzie |z — y| oznacza dlugos$é krétszego tuku krzywej taczacego punkty I'(x)
i I(y), czyli |x — y| = min{|z — y|, L — |z — y|}. Energia ta zostala zbadana
przez Freedmana, He i Wanga w pracy [4], z ktérej pochodzg cytowane
ponizej wyniki. Poswiecimy teraz chwile, by przyblizy¢ wlasnoéci energii £.
Po pierwsze pokazemy, ze jest to istotnie energia weztowa. Zauwazmy, ze
odleglos¢ w przestrzeni dwoch punktow polozonych na krzywej nie moze
by¢ wieksza, niz dtugo$¢ tuku krzywej taczacej te punkty. Ponadto, I" jest
parametryzacja dlugoscia tuku, zatem

IT(x) = T(y)|| < dtugosé(va,y) = & —yl,

stad funkcja podcatkowa spelnia nieréwnosé
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1 1
IT(@) =TWI> o -yl
co daje nieujemnos¢ energii. Niezmienniczo$¢ ze wzgledu na izometrie jest
oczywista, za$ by wykazaé, ze jednokladnosé (o srodku w zerze) nie zmienia
wartosci energii wystarczy zauwazy¢, ze jesli I'(z) jest parametryzacja tuku
krzywej v, to al'(z/a) parametryzuje tukiem krzywa avy, zatem

al al 1 1
5(‘”)*/0 / lab(z/a) — al(/a)E o — g%

Podstawiajac u = ax, v = ay dostajemy

L L
e = [, (oo - e ) =€)

Energia O’Hary ma jeszcze jedna niezwykle przyjemna wlasno$é — inwersja nie
zmienia wartosci energii danej krzywej, o ile krzywa ta nie przechodzi przez
srodek sfery inwersyjnej. Przypomnijmy, ze inwersja wzgledem sfery o $rodku
w a i promieniu 7 to przeksztalcenie, ktére wyraza sie wzorem

Ta,r(x):aJr( )2(50—11),

czyli innymi stowy inwersja Ty, przeksztalca punkt x, na punkt z’, lezacy

na prostej przechodzacej przez = i a , przy czym iloczyn odleglosci punktow

x i 2’ od $rodka sfery a wynosi r2. W przypadku, gdy krzywa przechodzi
przez $rodek sfery inwersyjnej, energia ulega zmianie, ale, co nas cieszy,
zawsze w ten sam sposéb — mianowicie zmniejsza si¢ o 4. Ponizsze twierdzenie
z pracy [4] przytoczymy tu bez dowodu; mimo iz nie wymaga on stososowania
zaawansowanych narzedzi jest dosé diugi i skomplikowany.

20,

r
[l — all

Twierdzenie.
Jesli a ¢ v, to 5(Ta,r(7)) =&()-
Jedli a € v, to E(Ta,r(’y \ {a})) =&(y) — 4.

Powyzsze twierdzenie pozwala szybko i bez wysitku wskaza¢ minimum energii
w klasie wszystkich krzywych zamknietych, ktére mozna sparametryzowacé
dlugoscia tuku (czyli zamknietych krzywych prostowalnych).

Whniosek. Energia £(v) > 4, przy czym réwno$é¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy
gdy v jest okregiem.

Dowéd. Przeksztalémy krzywa - przez inwersje wzgledem sfery o srodku
nalezacym do v. Mamy wéwczas

E(y) =E(Tar(y\{a})) +4>4
gdyz energia jest funkcja nieujemna. Réwno$é zas$ zachodzi tylko wtedy, gdy
E(Tur(v\{a})) =0, czyli gdy €(Ta,r(v\ {a})) jest linig prosta. Jako, ze okrag
to jedyna krzywa zamknieta, ktorej obrazem w inwersji jest prosta, dostajemy
teze.

Zauwazmy, ze przy okazji, bez przeprowadzania dodatkowych rachunkéw,
otrzymaliémy warto$é¢ energii dla okregu £(S') = 4. Wielko$é te mozna
oczywiscie wyznaczy¢ bez wiekszych klopotéw bezposrednio z definicji energii.

Zgodnie z oczekiwaniami, podobnie jak w przypadku funkcjonatu L(y),
globalnym minimum, a zarazem idealem, okazal si¢ okrag. Przypomnijmy, ze
wiedzac, ze dlugo$¢ liny, ktora tworzy wezel jest mniejsza niz 15,66 mozemy
z calg pewnoscia stwierdzi¢, ze mamy do czynienia z wezlem trywialnym.
Okazuje sie, ze energia O’Hary ma podobna wlasno$¢ — mianowicie moze
by¢ przydatna w rozpoznawaniu krzywych niezawezlonych oraz w ocenie
stopnia skomplikowania weztow. Freedman, He i Wang wykazali, ze jesli
E(y) < 67 +4 =~ 22,8, to v jest wezlem nietrywialnym. Udowodnili réwniez,
ze jesli £(y) < M, to liczba klas wezldw, ktdre v moze reprezentowaé jest
ograniczona przez 3 - (1,7)M.



Warunek podany w nawiasie

w sformutowaniu twierdzenia jest
réwnowazny minimalizowaniu energii
wéréd krzywych z danej klasy, ktérych
odleglosé Hausdorffa od v jest mniejsza
od e

Uproszczona (dwuwymiarowa) ilustracja
opisanej operacji, jasny luk jest obrazem

w symetrii krétszej czedci ciemnego tuku.

Otrzymana w wyniku operacji krzywa
sktada si¢ z jasnego tuku i z dluzszego
tuku ciemnej krzywej.

Wiemy juz, ze okrag minimalizuje energie w klasie wszystkich krzywych.

A co dzieje sie, gdy zamiast rodziny wszystkich krzywych homeomorficznych

z okregiem bedziemy poszukiwaé idealu w klasie danego wezta? Okazuje sie, ze
w kazdej klasie istnieje krzywa, ktéra realizuje w niej minimum funkcjonatu. Co
wiecej, minima (a nawet minima lokalne) tego funkcjonalu sa idealnie gladkie
— ich parametryzajca jest funkcja nieskonczenie wiele razy rézniczkowalna.
Dowdd tego faktu rozbija sie na dwa istotne kroki. Pierwszy — to wykazanie,
ze minima sa klasy C11, drugi to przejécie od C*! do C*°. Te dwa etapy
dowodu maja zupelnie inny charakter. Pierwszy, jest zlozony, acz chcialoby

sie rzec elementarny. Ma on charakter mocno geometryczny i silnie korzysta

z niezmienniczosci energii ze wzgledu na inwersje. Druga czesé¢ wykorzystuje
zaawansowane narzedzia analityczne, wtasnosci utamkowych przestrzeni
Sobolewa i operatory pseudorézniczkowe.

Niestety nawet pierwszy etap dowodu jest zbyt skomplikowany i zawiera zbyt
wiele technicznych szczeg6low, by zawrzeé go w tym artykule. Aby nieco
przyblizy¢ charakter dowodu zgrubnie naszkicujemy jego gtéwne kroki. Zanim
jednak przejdziemy do szkicu dowodu podamy $ciste sformutowanie twierdzenia.
Przypomnijmy, ze e-otoczka krzywej v nazywamy zbiér wszystkich punktéw
odleglych od v o mniej niz e:

(7)e := {z € R? | dist(z,7) < e} = | B(a,2),

rey

gdzie B(z,¢) oznacza kule o $srodku w z i promieniu .

Twierdzenie (Freedman, He, Wang [4]). Niech « bedzie wezltem lagodnym.
Jesli v jest lokalnym minimum energii £ w klasie k (czyli, gdy 7 dla pewnego
€ > 0 minimalizuje energie w klasie wszystkich krzywych z klasy x zawartych
w e-otoczce 7 i takich, ze -y zawiera sie w e-otoczce kazdej z nich), to
paramteryzacja dtugoécia tuku krzywej 7 jest klasy C*1.

Zarys dowodu. Dowdd zaczyna sie od wskazania pewnej operacji
geometrycznej na wezle, ktéra nie zwigksza jego energii. Jesli krzywa lezy
po jednej stronie plaszczyzny i jest do niej styczna w co najmniej dwbch
punktach, to przeksztalcajac przez symetrie wzgledem tej plaszczyzny jeden
z tukéw laczacych punkty stycznosci, otrzymamy krzywa o energii nie wiekszej
od energii krzywej wyjsciowej. Jest tak dlatego, ze powyzsza operacja nie
zmienia dlugosci tukéw taczacych punkty krzywej, nie zmniejsza odleglosci
miedzy zadnymi dwoma punktami krzywej, za$ zwigksza odleglo$é miedzy
dowolnymi dwoma punktami krzywej, z ktérych jeden pozostal na miejscu,
a drugi w wyniku opisanej operacji zmienit polozenie. Oznaczajac wyjsciows
krzywa 1 jej parametryzacje przez v i I, za§ nowa przez 7 i I' mamy

IT(z) = T(y)]| < IF(z) = Tyl

zatem

L L 1 1
)= | reTwE

L L 1 1 R
b e R EEr S

przy czym réwnosé zachodzi tylko wtedy, gdy jeden z tukéw, na ktore rozciety
krzywa punkty stycznosci lezy w calodci na plaszczyznie, wzgledem ktorej
dokonujemy odbicia symetrycznego.

Korzystajac z niezmienniczosci energii ze wzgledu na inwersje mozna
skonstruowaé inng operacje niezwiekszajaca energii. Zalézmy teraz, ze mamy
krzywa, ktéra jest styczna do sfery S w dwoch punktach i znajduje sie

w calosci na zewnatrz tej sfery. Mozemy przeksztalci¢ S przez inwersje o srodku
nalezacym do sfery S, ale nienalezacym do krzywej. Obrazem sfery bedzie
wowcezas plaszezyzna, zas obraz krzywej bedzie do tej ptaszczyzny styczny

w dwoch punktach, przy czym energia krzywej nie zmieni sie. Mozna teraz



Obrazem niebieskiej krzywej, jest
krzywa skladajaca si¢ z jej dtuzszego
tuku i tuku zawartego wewnatrz kuli.

Trzeba uwazadé, by stosujac
przeksztalcenie zmniejszajace energie
nie zmienié¢ klasy wezta.

zastosowacé procedure opisang wczesniej zmniejszajac zarazem enegie krzywej

i zastosowaé ponownie te sama inwersje. W wyniku takiego ciggu operacji sfera
pozostanie niezmieniona, za$ nowa krzywa bedzie miala energie mniejsza od
wyjsciowej, o ile jeden z tukéw taczacych punkty stycznosci nie lezal w catosci
na sferze (w takim przypadku energia nie zmieni sie). Zauwazmy jeszcze, ze

w wyniku tej operacji jeden z lukéw nie zostal zmodyfikowany, drugi za$ znalazl
sie w calo$ci w kuli ograniczonej sfera S. Kolejne dosé ztozone rozumowanie,
pozwala dowie$¢, ze w przypadku, gdy sfera ma dostatecznie maly promien r,
powyzsza procedura nie zmienia klasy wezta, oraz nie wyprowadza poza
r-otoczke wyjéciowej krzywej.

Opisana powyzej operacje niezwigkszajaca energii wykorzystuje sie do
wykazania, ze jesli krzywa bedaca lokalnym minimum w danej klasie wezta
lezy na zewnatrz pewnej (dostatecznie malej) sfery i jest do niej styczna

w (co najmniej) dwdch punktach, to krétszy tuk taczacy te punkty musi

w calosci lezeé na sferze.

Dzieje sie tak dlatego, ze w przeciwnym przypadku mogliby$my zastosowaé
procedure zmniejszajaca energie, w wyniku czego dostalibysmy krzywa z malego
otoczenia (e — otoczki) wyjsciowej krzywej, o mniejszej od niej energii, co
przeczyloby zalozeniu, ze wyjsciowa krzywa jest minimum lokalnym energii £.

Gdy wiadomo juz, ze zbiér punktéw stycznoéci dostateczenie matej sfery

i krzywej minimalizujacej energie jest zbiorem sp6jnym, mozna (cho¢ wymaga
to jeszcze sporego nakladu pracy) skonstruowaé otoczenie tubularne krzywej,
zlozone z rodziny dyskow roztacznych o ustalonym promieniu r, przy czym
przez kazdy punkt krzywej przechodzi dokladnie jeden dysk. Co wiecej, dysk
przechodzacy przez punkt I'(x) ma te wlasnoéé, ze dla kazdego punktu dysku
I'(z) jest najblizszym mu punktem krzywej. To za$ oznacza, ze zdefiniowany

w poprzedniej czesci artykutu globalny promien krzywizny Mengera spelnia
warunek A(y) > r, mozemy wiec powolaé sie na cytowane wezedniej twierdzenie
Gonzaleza i wspélpracownikéw, ze warunek A(y) > r gwarantuje lipschitzowska
ciaglos¢ pochodnej parametryzacji.

Literatura

J. Cantarella, R. Kusner, J. Sullivan, On the minimum ropelength of knots and
links, arXiv:math/0103224v3

E. Denne, Y. Diao, J. Sullivan Quadrisecants Give New Lower Bounds for the
Ropelength of a Knot, Geometry and Topology, 10, 1-26 (2006)

Y. Diao The Lower Bounds of the Lengths of Thick Knots, Journal of Knot
Theory and its Ramifications, Vol. 12, no. 1: 1-16 (2003)

M.H. Freedman, Zheng-Xu He i Zhenghzan Wang, Mébius energy of knots and
unknots, Ann. of Math. (2) 139 (1994), 1-50.

O. Gonzalez, J.H. Maddocks, F. Schuricht, H. von der Mosel, Global curvature
and self-contact of nonlinearly elastic curves and rods, Calc. Var. Partial
Differential Equations 14 (2002), 29-68.

P. Pieranski. In search of ideal knots In A. Stasiak, V. Katritch, L. Kauffman,
editors, Ideal Knots, pages 20-41. World Scientific, 1998



