Jest to zapis odczytu wygloszonego : '
o XIVIT Sohole Matematy i Od bzdury do bingo!
Pogladowej, Skojarzenia i analogie,

Otwock—Srédboréw, styczen 2012. JCLT’OSZG/U] GORNICKI Rzeszéw
)

Wiek XVIII to czas przetomu mie dzy Barokiem, a Oswieceniem. Dominuje
w nim racjonalizm, empiryzm, a rozum ma by¢ zrédlem poznania prawdy
o $wiecie 1 cztowieku. Wybitni twércy (uczeni, filozofowie) staja sie chluba
i ozdoba dworéw krélewskich. Mimo wybuchajacych wojen (o sukcesje)

i zwigzanych z tym okropnoéci, w Europie dominuje uczucie kreatywnej
tworczosci niemal we wszystkich aspektach zycia. Odzwierciedla to muzyka
tamtych czaséw, ktora i dzisiaj uwodzi wielu stuchaczy, emanuje radoscia.
Prosze postuchaé utworéw, ktore powstaly w Europie w czasach, gdy zyt

i tworzyt Leonhard Euler:

* rok 1707, J.S. Bach, Toccata i fuga d-mol,

* rok 1723, A. Vivaldi, Cztery pory roku,

* rok 1725, J.S. Bach, Badinerie,

* rok 1741, G.F. Handel, Messiah: Halleluja Chorus,

* rok 1749, G.F. Handel, Royal fireworks,

* rok 1771, L. Boccerini, Minuet,

* rok 1783, W.A. Mozart, Rondo alla Turca.

Leonhard Euler (1707 — 1783) urodzil sie w Bazylei (szczegdly jego biografii
zawieraja opracowania [2], [9], [10]). W wieku 16 lat ukonczyl tamtejszy
uniwersytet. W tych czasach matematyka nie byta odrebnym przedmiotem
studiéw uniwersyteckich, wiec Euler studiowat ja pod kierunkiem Johanna
Bernoulliego (rodziny Euleréw i Bernoullich przyjaZnily si¢). Majac 19 lat Euler
zostal doktorem na podstawie rozprawy o rozchodzeniu si¢ dzwigku. W 1727 r.
opuscil Bazylee, by za namowa i przy poparciu Daniela Bernoulliego (syna

Johanna) podjaé prace w nowo utworzonej Petersburskiej Akademii Nauk. Do
Szwajcarii juz nigdy nie powrdcil, zyt i pracowal w Petersburgu i w Berlinie.
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Rys. 1. Leonhard Euler
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Problem

W XIV wieku N. Oresme wykazal, ze suma 1 + % + % + ... nie ma

skonczonej wartosci, a w 1650 r. P. Mengoli postawil zadanie zbadania sumy
1+ 2% + 3% + ... Zadanie okazalo si¢ trudne. Problem zyskal na znaczeniu, gdy
w 1673 r. G. W. Leibniz (a dwa lata wczesniej J. Gregory) wykazali, ze

R R B B
35 74

W 1689 r. Jacob Bernoulli (starszy barat Johanna) wykazal, ze suma
1+ 2% + 3% + ... ma warto$¢ skonczona. Nie jest to trudne,

1 1 1 1
— <l ——+— ... =2
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bo suma czesciowa
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Ranga zadania polegajacego na wyznaczeniu dokladnej wartosci sumy
1+ 2% + 3% + ... rosta, gdy matematycy tej miary co G.W. Leibniz, Jacob,
Johann i Daniel Bernoulli, J. Stirling, J. Wallis nie potrafili mu sprostac.

W 1728 r. Daniel Bernoulli zakomunikowal Ch. Goldbachowi, ze suma
1+ 2% + 3% + ... jest ,bardzo bliska %”, a w odpowiedzi Goldbach obliczyl, ze

16223 1 1 30197
0,6437T~ ——— < — + —= +... < —— =~ 0, 6452.
25200 ~ 22 + 32 + 46800
Dwa lata pézniej J. Stirling podal, ze
1 1
1+27+37+...x1,64493406

ze wszystkimi dokladnymi o$mioma znakami dziesigtnymi. Wkrétce Euler
wyznaczyl wartoéé tej sumy z 20 dokladnymi znakami dziesigtnymi. Nie byto
to ostateczne rozwigzanie zadania!

Pierwsza propozycja Eulera

Praca 28-letniego Eulera O sumach szeregéw odwrotnych z 5 grudnia 1735 r. [3]
zawiera zaskakujacy wynik:

71.2

1 1 1 B
+ 2—2 + 3*2 +...= E
Obliczenia sa magiczne i budzg sympatie. Rezultat ten przyniést Eulerowi
miedzynarodowe uznanie.

Nie péjdziemy doktadnie tropem pracy Eulera, ale przedstawimy w zwiezlej
formie jej zasadnicze idee. Euler korzysta z dwéch faktow znanych juz
Newtonowi:

(1) funkcje sinus mozna przedstawié¢ w postaci szergu potegowego

x> b 2T

(niezaleznie odkrytego przez B. Taylora w 1715 r.).
(2) dla wielomianu rzeczywistego o niezerowych pierwiastkach rzeczywistych
71, T2, - .., I'p Ma miejsce zaleznosé: Jezeli
(x—r)(x—r0) (. —7n) = 2" + ap_12" 4 ... + a12 + ag,

to

1 1 1 ay
— ===
T2 T ao

(Sprawdzenie tego wzoru polega na wymnozeniu iloczynu po lewej stronie,
wyznaczeniu wartosci ag, ap 1 wykonaniu dzielenia.)
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Funkcje sinus przedstawiamy w postaci szeregu potegowego
) x2S 2T
smx:x—g—l—a—ﬁ—i—...
i o prawej stronie tej réwnoéci myslimy jak o wielomianie wysokiego stopnia.
Dzielac obie strony tego réwnaia przez x (# 0) mamy
sinx 1 2?2zt b
- = _5“!‘5_?—’-...7
a zastepujac x przez /t, dla t > 0 otrzymujemy
(3) M =1 ¢ i £
Vi 3t 517
Patrzac na lewa strone réwnosci (3) widzimy, ze pierwiastkami funkeji
f—1-Li bt
31 507
sa liczby 72, (27)2, (37)2, ... Stosujac obserwacje (2) Newtona do funkcji f
otrzymujemy

1 1 1 1
2 e T e T T
czyli
il o
22 32 6

Ro6wnos¢ te potwierdzaja kontrolne rachunki przyblizone (Euler zna przyblizona
warto$¢ sumy 1+ 2% + 3% + ... z dwudziestoma doktadnymi znakami
dziesigtnymi, a warto$é¢ 7 z dokladnymi 127 znakami dziesigtnymi).

W tej samej pracy, wykorzystujac opisang idee, Euler obliczy! kolejno:

piily o
91 31 90’
LI i
26 " 36 945’
pLiily o
98 " 38 9450
1+L+i+...:i
910 " 310 93555
p Lt 6w
912 ' 312 6825 - 93555

Btlad

Dowéd Eulera (mimo uzyskania poprawnego wyniku) jest bledny! Obserwacja
(2) Newtona nie jest prawdziwa dla szeregéw potegowych, co pokazuje
nastepujacy przyktad.

Przyklad. Funkcja h(z) =1 — 2 —2? — 2% — ... =2 — 1~ ma w przedziale
(—1,1) dokladnie jeden pierwiatek = L oraz ag = 1ia; = —1. Zatem w tym

2
przypadku 2 # 1 = -2

ap”

Mimo tego btedu praca Eulera zastuguje na uznanie, ukazuje ona jego
nadzwyczajna matematyczna intuicje, i stusznie zachwycita jemu wspdlczesnych.
Zapewne praca ta trafitaby rowniez do annatéw historii, gdyby nie zawierala
jakichkolwiek uzasadnien, a jedynie prezentowala wskazane przez Eulera
wartosci nieskonczonych sum. Wszystkim, ktérzy w tej sprawie maja watpliwosci
polecam wyznaczenie (odgadniecie) dokladnej wartosci wyrazen, z ktérymi nie
poradzil sobie Euler:
lim (1+1+...+171nn> =7,

2 n

n—oo
1

1+ 32k+1

+ +...=7 dlak=23,...

922k+1
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Co dalej?

Wréémy do roku 1735. Poniewaz prace w Petersburskiej Akademii byty
drukowane ze znacznym opo6znieniem, wigc Euler o swoim wyniku zawiadomit
listownie przyjaciol w w Europie, w szczegdlnoséci Johanna i Daniela Bernoullich.
Ci ostatni, obok wyrazéw uznania, przesytali Eulerowi krytyczne uwagi do

jego uzasadnienia. W 1744 r. Euler ukonczyt prace nad Introductio in Analysin
Infinitorum [Wstep do analizy nieskoriczonosciowej] (Lausanne w 1748 r.).

W tej fundamentalnej dla analizy matematycznej pracy zawar! (nie budzace juz
watpliwosci) analityczne uzasadnienie omawianej réwnosci.

Oto dwa uzasadnienia tozsamosci Eulera (inne dowody mozna znalezé w [6]).

Dowdd I. Idea dowodu pochodzi od T. Apostola i jest w duchu eulerowskim,
polega na obliczeniu catki podwdjnej dwoma réznymi sposobami. Niech

1+ 55 + 35 +... = S. Wowczas
1 1 1 1 1 1 1 1
It gttt = (1+5 +o ot )—(?+4—2+6—2+...)
1 1 1 3
4 :(1 4= ...)(1——)275.
() +22+32+ 22 4
Skoro
1 2k+1 1
/xzkd:c* ‘
) Yt ilo 2kt 1’
wiec

1 2 1k lk 11kk
= | a®dz- | 4?d :// 2y 2k iy,
(res) = e [t [ ) s

i wykorzystujac wzor na sume nieskoﬁczonego szeregu geometrycznego,

1 1 2k, 2k
1—1-32-1-52 = Z//xydxdy

11
2k, 2k
= %y dxdy:/ / 7dxdy.
/0 /0 Z 1 — a2y

Poréwnujac ten wynik z rezultatem ), otrzymujemy

(®) S=z //1_x22dxdy

Catke obliczamy stosujac zamiane zmiennych. Wprowadzamy przeksztalcenie

. 2 .. sin o sin 3
®: G — (0,1)* dane wzorami: z = w53 Y= cosq 8dzie

G:“mMGR%O<a<§,O<ﬁ< 0<a+ﬁ<g}

57
A d A
s y
2 v =
y = sin 3 1
G
= >
0 m a 0 1 X
2
Woéwecezas

//17 dwdy—//ldadﬁ_i

(bo ostatnia calka to pole trOJk@ta G), i ze wzoru (5),

1+ 5 CORE ™
=%
W rozumowaniu tym korzystahsmy z nastepujacych twierdzen, ktérych
uzasadnienia mozna znalezé w podreczniku [8].
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Twierdzenie 1. Jesli f : [a,b] = R, g: [¢,d] — R sq funkcjami calkowalnymi, to

//[a,b]X[c,d] (f(x)'g(w)dmdy:/abf(x)dw'/cdg(y)dy-

Twierdzenie 2 (o calkowaniu szeregéw nieujemnych wyraz po wyrazie). Dla
dowolnego ciggu (fn)n>1 funkcji mierzalnych na A i nieujemnych,

5=

Twierdzenie 3 (o zamianie zmiennych = o calkowaniu przez podstawienie).
Niech G C R"™ bedzie zbiorem niepustym i otwartym. Jezeli ® : G — R" jest
dyfeomorfizmem, zas f : ®(G) — R jest funkcjg mierzalng, to prawdziwy jest wzdr

f(x)dz = / F(®(t))] o (1) dt,
®(G) G

gdzie |Jg| jest wartoscig bezwzgledng wyznacznika Jacobiego (jakobianu)
przeksztatcenia ®.

m € N, mamy réwnosé (patrz [4]):
2m(2m — 1)
— 5

Dowdd II (elementarny). Dla w = 5,

(6) ctg®w + ctg?(2w) + ... + ctg?(mw) =
Poniewaz dla 0 < x < 5, sinz < x < tg x, wigc
1
ctg?zr < — <1+ ctg?x.
x

Sumujac te nieréwnosci stronami dla x = kw, k = 1,2,..., m, otrzymujemy
m

i 2m + 1\ 2 1 1 1
thgZ(kw)<( ) (1+2f2+3f2+...+m><m+thg2(kw).
k=1

™
k=1

Wobec réwnosci (6), mamy

72 2m 2m—1<1+1+1+ + 1 <7T2 2m 2m + 2
6 2m+1 2m+1 22 32 T m?2 6 2m+1 2m+1’
71,2

a przechodzac z m — oo uzyskujemy: 1 + 2% + 3% +...=%.
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