W niniejszym artykule zero nie jest liczba
naturalna!

Ultrafiltry
Dominik KWIETNIAK, Krakow

Artykut ten stanowi zapis referatu jaki zostal wygloszony na XLVII Szkole
Matematyki Pogladowej ,,Ekstrema”. Przedstawiono w nim pewna konstrukcje
uzwarcenia Cecha-~Stone’a N a nastepnie wykorzystano wlasnosci AN do
dowodu twierdzenia Hindmana.

1. Ultrafiltry

Poszukujac obiektéw ekstremalnych w matematyce zastanéwmy sie przez
moment jakie warunki powinna spelniaé rodzina zbioréw F C P(N),

abySmy mogli powiedzie¢, ze kazdy jej element jest ,duzym” podzbiorem
N={1,2,3,...}. Jest jasnym, ze caly zbiér N jest swoim duzym podzbiorem,
zatem bedziemy wymaga¢ by N € F. Z drugiej strony zbiér pusty na miano
duzego na pewno nie zastuguje i dlatego () ¢ F. Kazdy nadzbiér duzego
podzbioru takze zastuguje na to miano, zatem A € F oraz A C B C N powinno
implikowa¢ B € F. Ostatni warunek méwi, ze cze$¢ wspolna dwoch duzych
podzbioréw tez musi by¢ duza. Zbiory z F powinny zajmowaé w zbiorze N tyle
miejsca, ze nie powinno by¢ mozliwe znalezienie dwoch zbioréw duzych, ktérych
przeciecie nie jest duze.

Nasze rozwazania mozemy sformalizowa¢ podajac definicje filtru.

Definicja 1. Rodzing F zlozona z podzbioréw N nazywamy filtrem jezeli
spelnia ona nastepujace warunki:

1. 0 ¢ Foraz N e F,
2. Ac FiAcBCN=— BeF,
3. Ac FiBeF—=— ANBeEeF.

Przyktad 1. Niech A bedzie ustalonym podzbiorem N. Wéwczas tatwo
sprawdzié¢, ze rodzina F = {B C N: A C B} jest filtrem.

Przyktad 2. Niech Cfn bedzie rodzing podzbioréw N majacych skonczone
dopelienia, czyli

Cin = {A C N: N\ A jest zbiorem skoticzonym}.
Rodzina Cfn jest filtrem, ktory nazywamy filtrem Frécheta.

Relacja zawierania wprowadza w zbiorze wszystkich filtrow w N czeSciowy
porzadek. Nas beda interesowaly ekstremalne (maksymalne) elementy w tym
porzadku. W dalszej czedci artykutu udowodnimy, ze takie ekstremalne
ultrafiltry faktycznie istnieja.

Definicja 2. Méwimy, ze filtr F C P(N) jest ultrafiltrem, jezeli jest filtrem
maksymalnym, tzn. F nie jest wlasciwym podzbiorem zadnego filtru w N.

Kazdy ultrafiltr F jest rodzing podzbioréw zbioru N, ktére mozemy uwazaé za
duze w sensie wprowadzonym przez F. Dlatego o elementach F méwimy, ze sa
F-duzymi podzbiorami N.

Przyklad 3. Ustalmy dowolnie liczbe naturalna n. Niech F(n)={ACN:neA}.
Woéwezas latwo sprawdzié, ze rodzina F = {B C N: A C B} jest ultrafiltrem.

Przyktad 4. Nietrudno jest przekonac sie, ze filtr Frécheta ani nie jest
ultrafiltrem, ani nie jest zawarty w zadnym ultrafiltrze gtownym.

Definicja 3. Ultrafiltr F(n) C P(N) nazywamy ultrafiltrem gltéwnym. Kazdy
ultrafiltr, ktéry nie jest gléwny nazywamy wolnym.

Powstaje natychmiast pytanie: czy istniejg ultrafiltry wolne? OdpowiedZ na
to pytanie jest pozytywna, o ile tylko zaakceptujemy pewnik wyboru. Aby to
wykaza¢ wprowadzimy pojecie rodziny scentrowanej, ktérego bedziemy takze
potrzebowali pézniej.
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Definicja 4. M6wimy, ze rodzina F C P(N) jest rodzing scentrowang jezeli
dla dowolnych zbioréw Aq, ..., A, € F ich przecigcie A; N...N A, jest zbiorem
niepustym.

Przyktad 5. Kazdy filtr, w szczegdlnosci filtr Frécheta jest rodzing scentrowana.

Twierdzenie 1. Jezeli rodzina F C P(N) jest scentrowana, to F jest zawarta
w pewnym ultrafiltrze w N.

Dowdd. Rozpatrzmy nastepujacy zbior
X ={CCcPN):FcCCiC scentrowana}.

Latwo sprawdzié, ze relacja inkluzji wprowadza czesciowy porzadek w X. Co
wiecej, kazdy lancuch (wstepujacy ciag zbioréw) posiada ograniczenie gérne,
ktérym jest suma mnogosciowa rodzin tworzacych tancuch. Spelnione sa

wiec zalozenia lematu Kuratowskiego—Zorna, zatem w X istnieje element
maksymalny, ktéry oznaczamy G. Pokazemy, ze ten element maksymalny musi
by¢ ultrafiltrem. Definicja rodziny scentrowanej implikuje natychmiast, ze 0 ¢ G.
Nietrudno takze przekonac sie, ze jezeli rodzina G jest scentrowana, to takze
rodzina

GU{BCN|3AegG: AcB}U{CNnD|CegGiDeg}

jest scentrowana. Z powyzszej obserwacji oraz z tego, ze G jest elementem
maksymalnym wzgledem relacji zawierania wynika, ze G jest ultrafiltrem.

Twierdzenie 2. Niech F i G bedg ultrafiltrams.

1. Jezeli A C N jest takim zbiorem, Ze dla kazdego B € F zbior AN B jest
niepusty, to A € F.

2. Jezeli AUBe F,toAec FlubBeF.
3. Jezeli F # G, to istniejq takie zbiory A€ F oraz B € G, ze AN B = ().

Dowdd. Zatézmy, ze A C N jest takim zbiorem, ze AN B # () dla wszystkich
B € F. Niech

C={ANB:BeF}

Dzieki naszemu zalozeniu rodzina C jest scentrowana. Z twierdzenia 1 wynika,
ze C zawiera si¢ w pewnym ultrafiltrze F'. Pokazemy, ze F C F'. Jezeli B jest
dowolnym elementem F. Wéwczas AN B C B, wigc Be F', bo ANB €,

C C F' oraz F' jest ultrafiltrem. Zatem F C F’ co oznacza, ze F = F'.
Oczywiscie mamy tez B € F' = F, co koniczy dowdd punktu pierwszego. Dla
dowodu punktu drugiego zalézmy, ze A ¢ F i B ¢ F. Z punktu pierwszego
wynika wéwczas, ze istniejg takie zbiory C € FiD e F,ze ANC =0

i BND={0. Wowczas CND € Fi(AUB)N(CnND)=0. Oznacza to, ze
AUB ¢ F, co konczy dow6d punktu drugiego. Punkt trzeci wynika z punktu
pierwszego. Skoro F # G, to istnieje A € F \ G. Na mocy punktu pierwszego
mozemy znalezé taki zbior B € G, ze AN B = ().

Mozemy teraz podaé alternatywna charakteryzacje ultrafiltrow. Zgodnie

z nig ultrafiltr to niepusta rodzina zawarta w P(N), zamknieta na skonczone
przeciecia oraz nadzbiory o tej wlasnosci, ze dla dowolnego A C N, dokladnie
jeden ze zbioréw A, N\ A jest jej elementem.

Twierdzenie 3. Rodzina F C P(N) jest ultrafiltrem wtedy i tylko wtedy, gdy
spelnia nastepujgce warunki

1. 0 ¢ F orazN e F.
2. JezeliAc FiBeF,to ANBeF.
3. Dla kazdego zbioru A C N albo A € F, albo N\ A € F.
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Rodzina B C P(X) jest baza pewnej
topologii w zbiorze X wtedy i tylko
wtedy, gdy

1.

Jezeli U1, Uz € % ix e Uy NU2,
to istnieje takie U € %, zex €U
iU CUi NUa.

. Dla kazdego = € X istnieje takie

Ue'B,sexecl.

Dowdd. Jezeli F jest ultrafiltrem, to warunki (1) oraz (2) wynikaja z definicji
ultrafiltru. Warunek (3) wynika natomiast z twierdzenia 2 punkt (2). Z drugiej
strony zal6zmy, ze rodzina F C P(N) spelnia warunki (1)—(3). Aby sprawdzié, ze
F jest filtrem zauwazmy, ze jezeli A € F oraz A C B, to B € F. W przeciwnym
razie N\ B € F z warunku (3), ale wtedy ANN\ B = () co przeczy warunkom
(1) i (2). Zatem F jest filtrem i wobec warunku (3) F nie moze by¢ wlasciwym
podzbiorem innego filtru, wigc musi by¢ ultrafiltrem.

Ultrafiltry maja wlasnosé, ktora bywa nazywana podzialowq reqularnoscig.

Twierdzenie 4. Jezeli F jest ultrafiltrem oraz Ay U...U A, € F, to istnieje
takiei=1,...,n, Ze A; € F.

Dowdd. Wynika natychmiast z twierdzenia 2 punkt (2).

2. OGN

W naszych rozwazaniach zbiér wszystkich ultrafiltrow w N stanowi¢ bedzie tak
wazny obiekt, ze zastluguje na specjalne oznaczenie.
Definicja 5. Definiujemy

BN = {F Cc P(N) : F jest ultrafiltrem w N}.

Podamy teraz warunek charakteryzujacy ultrafiltry wolne. Dzieki ponizszemu
twierdzeniu oraz twierdzeniu 1 mozemy stwierdzié, ze filtry wolne faktycznie
istnieja. Co wigcej, mozna udowodnié¢ (korzystajac z pewnika wyboru), ze

zbidr BN jest rownoliczny ze zbiorem potegowym zbioru liczb rzeczywistych,
zatem moc SN wynosi dwa do continuum. Mozna wigc powiedzieé, ze wiekszosé
ultrafiltrow, to ultrafiltry wolne. Odnotujmy, ze bez jakiej$ formy pewnika
wyboru istnienia ultrafiltrow wolnych dowies¢ sie nie da.

Twierdzenie 5. Ultrafiltr F jest wolny wtedy i tylko wtedy, gdy zawiera filtr
Frécheta Ctn.

Dowdéd. Prosty dowdd pozostawiamy Czytelnikowi.

Zauwazmy, ze odwzorowanie N 3 n +— F(n) € ON definiuje zanurzenie zbioru
liczb naturalnych w zbiér ultrafiltréw. Od tej pory bedziemy wiec identyfikowali
zbiér liczb naturalnych ze zbiorem ultrafiltréw gtéwnych, tzn. bedziemy
utozsamiali liczbe naturalng n z ultrafiltrem gléwnym F(n) oraz bedziemy
traktowali zbiér N jako podzbior GN.

3. Topologia AN

Naszym celem bedzie teraz wprowadzenie w zbiorze ON pewnej struktury. Na
pierwszy ogien wezmiemy strukture topologiczna.

Definicja 6. Niech A C N. Definiujemy
A={FepN:AecF}.
Twierdzenie 6. Rodzina {A\ € BN : A C N} jest bazq pewnej topologii w SN.

Dowdd. Po pierwsze, zauwazmy, ze N= ON, zatem kazdy ultrafiltr nalezy do
co najmniej jednego zbioru naszej rodziny. Po drugie, wezmy dowolne zbiory
A i B z naszej rodziny. Wéowczas

FEANB < ANBeF (bo A€ FiBeF)
<= AecFiBeF (boANBCBiANBCA)
— FcAiFeB
~— FeANnB.
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Przestrzen topologiczna jest przestrzeniq
Hausdorffa jezeli dla kazdej pary
punktéw x # y istnieja takie rozlaczne
zbiory otwarte U i V, ze © € U oraz
yeV.

Analogicznie definiujemy zbiér

A+n=n+A={a+n:ac A}.

Wykazaligmy, ze dla dowolnych zbioréw A, B C N zachodzi AN B = AN B.
Zatem rodzina nasza spelnia warunki, ktore gwarantuja, ze jest ona baza pewnej
topologii w SN.

Od tej pory bedziemy rozpatrywali SN jako przestrzen topologiczna z topologia
zadang przez baz¢ {A € fN: A C N}.

Twierdzenie 7. Przestrzen topologiczna BN jest zwartqg przestrzenig Hausdorffa.

Dowdd. Sprawdzimy najpierw, ze SN jest przestrzenia Hausdorffa. Wezmy

dowolne ultrafiltry F # G. Musi zatem istnie¢ zbior A € F\ G. Jezeli A ¢ G, to

N\ A € G. Otrzymujemy wiec, ze F € A oraz G € N/\\A. Zatem A oraz N/\\A

sa rozltacznymi otoczeniami otwartymi odpowiednio F oraz G, co oznacza,

ze rozwazana przez nas topologia jest topologia Hausdorffa. Aby wykazaé,

ze BN jest przestrzenia zwarta wystarczy dowies¢, ze z kazdego pokrycia

ON zbiorami otwartymi z bazy {A : A C N} mozna wybraé podpokrycie

skoficzone. Niech B bedzie takim pokryciem. Zdefiniujmy C = {A C N : Ae B}

oraz D = {N\ A: A € C}. Twierdzimy, ze rodzina D nie jest scentrowana.

W przeciwnym razie na mocy twierdzenia 1 istnieje ultrafiltr 7 zawierajacy D.

Wéwezas dla dowolnego A € C mamy F ¢ A, bo N\ A € D, ale to niemozliwe,

bo B jest pokryciem SN. Oznacza to, ze rodzina D nie jest scentrowana, czyli

istniejg takie zbiory D1,...,D, € D, ze D1 N...N D,, = (. Z definicji D wynika,

ze istnieja takie zbiory Cy,...,C, € C, ze D; =N\ C; dlai =1,...,n. Wowczas
0=Din...NnD,=N\Cy)N...N(N\C,) =N\ (C1U...UCy),

czyli C; U...UC,, =N, co oznacza, ze 6’\1 Uu...u é\’n = ON i konczy dowdd
zwartosci.

Zauwazmy, ze dla dowolnego niepustego zbioru A C N pewien filtr gléwny
F(n) nalezy do A. Odnotujmy wniosek z tej obserwacji w ponizszym
twierdzeniu.

Twierdzenie 8. Zbior N jest gestym podzbiorem ON.

Widzimy zatem, ze przestrzen OGN jest uzwarceniem przestrzeni N rozwazanej

z topologia dyskretna. Mozna pokazaé, ze ON jest uzwarceniem w pewnym
sensie ekstremalnym, tzn. BN jest uzwarceniem Cecha-Stone’a N. Uzwarcenie
Cecha-Stone’a N to najwicksza (kazda inna przestrzen o podanych wlasnoéciach
zanurza si¢ w uzwarcenie Cecha-Stone’a) przestrzen zwarta Hausdorffa,

w ktorej N jest podzbiorem gestym i dla kazdej przestrzeni topologicznej zwartej
Hausdorffa X dowolna funkcja N — X przedtuza sie do funkcji ciaglej okreslonej
na uzwarceniu.

4. Algebra BN

W poprzedni paragrafie wprowadziliSmy w SN pewna topologie stanowiaca
pewne rozszerzenie naturalnej (dyskretnej) topologii zbioru N. Zajmiemy sie
teraz oméwieniem struktury algebraicznej w OGN, ktéra takze okaze sie by¢
rozszerzeniem zwyktego dodawania w zbiorze liczb naturalnych.

Definicja 7. Niech A C N oraz n € N. Definiujemy

A-n={a—-neN:ac A} ={keN:n+ke A}

Zbiér A — n mozemy uwazaé za przesuniecie zbioru A na osi liczbowej
o n jednostek w lewo (pomijamy przy tym te liczby, ktére po przesunigciu
znajda sie na lewo od zera).

Definicja 8. Niech A C N oraz G € SN. Definiujemy
Ag ={n:A—-neg}

Zbior Ag jest to zbior takich n € N, ze przesunigcie A — n zbioru
A o n jednostek w lewo nalezy do G.
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Zauwazmy, ze

AceF+G = A € F.

Definicja 9. Niech F,G € ON. Definiujemy dodawanie ultrafiltréw
F+G={AcCN:{n:A—neg}eF}

Zatem F + G sklada sig¢ z tych zbioréw A C N dla ktérych zbior Ag” nalezy

do F, réwnowaznie F + G jest to zbior tych podzbioréw N, dla ktérych zbiér

tych przesunie¢ A — n, ktore czynia zbiér G—duzym jest F—duzy. Skad taka

definicja dodawania? Ot6z istnieje naturalna bijekcja miedzy zbiorem SN

a zbiorem skonczenie addytywnych, monotonicznych funkeji u: P(N) — {0,1}

spetniajacych warunek p(@) = 0 i p(N) = 1. Funkcje takie nazywane sa

skonczenie addytywnymi miarami. Motywacja dla wprowadzenia takiej

definicji dodawania jest pojecie splotu miar.

Odnotujmy najpierw, ze definicja 9 wprowadza dzialanie wewnetrzne w N oraz,
ze ON wraz z tym dzialaniem tworzy poélgrupe. Dowody nie sa trudne, ale dos¢
techniczne, dlatego w tym miejscu je pomijamy.

Twierdzenie 9. Dla dowolnych F,G € (N rodzina F + G jest ultrafiltrem.

Twierdzenie 10. Dla dowolnych F,G, H € BN zachodzi
(F+G)+H=F+(G+H),

czyli BN jest polgrupg.

Ponadto, dzialanie dodawania w SN stanowi rozszerzenie dodawania w N.
Nalezy w tym miejscu ostrzec Czytelnika, ze dzialanie dodawania w OGN nie
jest przemienne.

Twierdzenie 11. Dia dowolnych m,n € N zachodzi F(n) + F(m) = F(n+ m).
Dowéd. Ustalmy dowolne m,n € N. Wéwczas
A€ F(n)+ F(m) <= Az, € F(n)
= neAg,, (z definicji F(n))
= nefk:A-keF(m)} (zdefinicii Az, )
< A—necF(m)
= meA-n (z definicji F(m))
<= n+mecA (z definicji A —n)
< AeF(n+m).

WykazaliSmy wiec, ze F(n) + F(m) = F(n + m).

5. Algebra spotyka topologie w AN

W niniejszym paragrafie pojecia topologiczne polaczymy z algebraicznymi,
aby z pomocg lematu Kuratowskiego—Zorna udowodni¢ istnienie kolejnego
ekstremalnego obiektu — idempotentnego ultrafiltru J w BN, tzn. takiego
ultrafiltru 7 € N, ze 7 +J = J.

Twierdzenie 12. Dla dowolnego G € SN odwzorowanie
mg:fN> F— F+G e pN
jest ciggle.

Dowdd. Wystarczy udowodni¢, ze dla dowolnego A C N przeciwobraz zbioru
otwartego A z bazy topologii AN jest takze zbiorem otwartym. Niech A C N
i wowczas

Feng'(A) <= F+GecA
= AcF+¢G
—{n:A-negGlerF
= A5 €F

— Fed;.
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Tutaj: R+ T = {F+ T : F e R}.

Wprost z definicji:
GeR+T = 3IFcR:m7(F)=¢.

WykazaliSmy wiec, ze
-1/ A=
g (A) = Ag
co oznacza ciaglo$¢ ng.

Niestety, SN z dzialaniem dodawania nie jest pélgrupa topologiczna, bo
analogicznie zdefiniowane odwzorowanie G — F + G, w ktérym ustalony jest
tylko pierwszy skladnik z lewej strony (czyli F) nie jest przeksztalceniem
ciaglym. Dowéd pomijamy. Pélgrupy w ktérych dziatanie jest ciagle z jednej
strony wzgledem pewnej topologii nazywane sa potgrupami semitopologicznymi.
Na szczescie juz jednostronna ciagltosé dodawania w BN wystarcza, aby dowiesé,
ze w QN istnieje element idempotentny. Twierdzenie to zachodzi dla dowolnej
polgrupy semitopologicznej, ale my wypowiemy je i udowodnimy dla SN.

Twierdzenie 13. W pdlgrupie (6N, +) istnieje idempotent, tzn. mozna znaleZé
taki ultrafiltr 7 € BN, z2e 7+ J = J.

Dowdd. Niech X bedzie rodzing takich zwartych i niepustych podzbioréw ON,
ktére sg podpdlgrupami SN, czyli K € X wtedy i tylko wtedy, gdy K jest
zwarty, niepusty i K + K C K. Rodzina X jest niepusta, bo SN € X. Relacja
inkluzji wprowadza w X czeéciowy porzadek. Kazdy zstepujacy lancuch zbioréw
L w X posiada ograniczenie dolne, ktorym jak tatwo sprawdzi¢ jest przeciecie
wszystkich zbioréw lancucha () £. Na mocy lematu Kuratowskiego—Zorna
wnioskujemy, ze w X musi istnie¢ element minimalny 8. Wykazemy, ze kazdy
ultrafiltr J € R jest idempotentem. Ustalmy wiec J € K Udowodnimy najpierw,
ze R+ J = R. Istotnie, jezeli F,G € K, to
(F+IN+G+T)=(F+IT+G+T R+,
zatem (R+J)+ (R+J) C (R+ J), a ponadto 8 + J jest zbiorem niepustym
i zwartym, bo jest ciaglym obrazem zbioru zwartego £ C SN w odwzorowaniu
ciagtym 77: BN > F — F + J € ON (patrz twierdzenie 12). OtrzymaliSmy,
ze R+ J € X. Ultrafiltr J nalezy do R, wiec R+ J C K i minimalnos¢ tego
ostatniego oznacza, ze 8+ J = K. Niech teraz B ={F € K: F+J = J}. Innymi
stowy,
B =r;'({7}),
zatem B jest zbiorem domknietym i niepustym, bo J € 8 = R + J. Oczywiscie
z okreslenia B wynika natychmiast, ze 8 C K, wiec jezeli wykazemy, ze B jest
podpotgrupa OGN, to wobec minimalnosci & udowodnimy tym samym, ze 8B = K.
Niech F,G € B. Wéwczas
7 (F+G)=(F+G)+T=F+G+IT)=F+T=J,
co oznacza, ze B = R, wiec J+J = J.

Zauwazmy, ze z twierdzenia 11 wynika, ze kazdy idempotent w SN musi by¢
ultrafiltrem wolnym.

6. Teoria Ramseya a AN

Twierdzenia matematyczne zaliczane do teorii méwia, ze dostatecznie duze
obiekty losowe musza zawieraé pewng strukture. Wyniki takie stanowia daleko
idace uogdlnienia zasady szufladkowej Dirichleta. Jednym z najpigkniejszych
twierdzen tej teorii jest twierdzenie Hindmana, ktére ponizej przedstawimy.

Definicja 10. Niech A = {a1, a2, as, ...} bedzie nieskoficzonym podzbiorem N.
Zbiorem skonczonych sum zbioru A nazywamy zbiér
FS(A)=<{ Y a;: SCNi0<|S| < oo
jes

Twierdzenie Hindmana. Jezeli N= P, U...U P,, to istniejq taki nieskornczony
2bidr A C N oraz taka liczba 1 < i < n, zZe FS(A) C P;.
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Innymi stowy, jezeli zbiér liczb naturalnych pokolorujemy przy pomocy
skonczonej liczby koloréw, to znajdziemy taki nieskoficzony zbior A, ze wszystkie
elementy zbioru skonczonych sum zbioru A beda w jednym kolorze.

Dowdd. Niech J bedzie idempotentnym ultrafiltrem na N. Oznacza to, ze kazdy
element 7 + J musi takze naleze¢ do J. Z definicji dodawania w SN wynika, ze
(%) AeJ+TJ <= {n:A-neJlteJ,

zatem dla kazdego zbioru A € J zbiér A’ = A7 takze nalezy do J. Oznacza to,
ze elementami ultrafiltru J sa takie duze podzbiory N, ze zbiér tych wszystkich
przesunieé, po dokonaniu ktérych zbiory te beda nadal J—duze jest takze
J—duzy, czyli J—prawie wszystkie przesuniecia elementéw J nadal naleza

do J. Wyjasnia, to dlaczego ultrafiltr idempotentny 7 bywa nazywanym
prawie niezmienniczym. Co wiecej, ze wzgledu na twierdzenie 11 J musi by¢
ultrafiltrem wolnym.

Ustalmy kolorowanie zbioru liczb naturalnych. Poniewaz J jest ultrafiltrem,
wiec znajdziemy taki kolor, ze zbiér wszystkich liczb pokolorowanych tym
kolorem nalezy do J. Oznaczmy ten zbior przez Ag. Indukcyjnie skonstruujemy
taki ciag Aq, As, ... zlozony z elementéw J oraz taki nieskonczony zbior
{a1,a2,a3,...} C Ao, 2e a; € A;_1, A; C A;—1 oraz a; + A; C A;—1 dla wszystkich
1 € N. W pierwszym kroku naszej konstrukeji zauwazmy najpierw, ze ze
wzgledu na réwnowazno$é (%) zbiér Af takze nalezy do J, zatem Ag N Aj € J.
Wybierzmy dowolny element a; € Ag N Af. Mamy wéwczas Ag — a1 € J, zatem
Ay = (Ag—a1) N Ag € J. W szezegdlnosci nasza definicja zbioru Ay oraz liczby
a1 oznacza, ze a1 € Ag, A1 C Ag oraz a; + A1 C Ag, co konczy pierwszy krok
indukcyjnej konstrukcji.

Zalézmy teraz, ze dla pewnego k > 1 skonstruowaliSémy juz zbiory

AL CAL_1C...CA CA
oraz znalezlidémy takie liczby aq,...,a € Ag, ze a; € A;_1ia;+ A; C Aj_1
dla wszystkich ¢ € {1, ..., k}. Podobnie jak wyzej widzimy, ze A, N A}, € J.
Poniewaz J jest ultrafiltrem wolnym wiec Ay N A}, jest zbiorem nieskoficzonym
i mozemy znalezé element a1 € (A N AL) \ {a1,...,ar}. Niech teraz
Ak+1 = (Ak — ak+1) N Ay. Woéwcezas ak+1 € Ap, Ak+1 eJi Ak+1 C Ag, co wiecej
ap+1 + Agy1 C Ag. Krok indukeyjny zostal zakoniczony. Na mocy zasady indukcji
matematycznej stwierdzamy istnienie ciagu Aj, Aa, ... zlozonego z elementéw
J oraz takiego nieskonczony zbior {a1, as,as,...} C Ag, ze A; C A;_1 oraz
a; + A; C A;—1 dla wszystkich ¢ € N. Zauwazmy teraz, ze FS(A) C Ag. Zamiast
ogblnego dowodu podamy przyktad, ktory naszym zdaniem doskonale ilustruje
powdd dla ktérego nasze spostrzezenie jest prawdziwe. Pokazemy mianowicie, ze

ar + ag + as + a1 € Ap.
Zauwazmy najpierw, ze a; € Ag C A5 C Ay, zatem a7 +aq4 € Ay + ag C Az C As.

Dalej, (a7 + a4) + as € Aa +ax C Ay, czyli ((a7 + a4) + a2) + a1 € A1 + a1 C Ap.
Dowéd w przypadku ogdélnym przebiega analogicznie.
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