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Twierdzenie geometryzacyjne
Zdzistaw POGODA, Krakow

Pod koniec lat siedemdziesiatych XX stulecia William Thurston postawil
hipoteze nazwang hipoteza geometryzacyjna, ktéra z duzym uproszczeniem
mozna sformutowaé na przyktad tak:

Kazda tréjwymiarowa rozmaitos¢ zamknigta moze by¢ ,kanonicznie”
roztozona na prostsze cegietki-podrozmaitosci, z ktérych kazda jest
wyposazona w jedng z oémiu ,kanonicznych” geometrii.

Postawienie tej hipotezy oraz wktad Thurstona w préby jej udowodnienia
zostaly uznane przez $wiat matematyczny za istotny przetom w rozwiazaniu
problemu klasyfikacji tréjwymiarowych rozmaitosci (nazywanych

w specjalistycznym zargonie 3—rozmaitosciami) w szczegdlnosci w podejsciu
do stynnej juz hipotezy Poincarégo. W latach 2002 i 2003 Grisha Perelman
umiescil w Internecie preprinty trzech artykuléw, w ktérych miedzy innymi
przedstawil dowdd hipotezy geometryzacyjnej. Teksty napisane sa bardzo
hermetycznym jezykiem z pominieciem wielu szczegbtéw, a autor nie chciat
odpowiadaé¢ na pytania specjalistéw prébujacych przebrnaé przez labirynt jego
technicznych rozumowan. W koncu jednak po ponad czterech latach pracy
stwierdzono, ze wyniki Perelmana sa poprawne i hipoteza geometryzacyjna
stala si¢ twierdzeniem. Tym samym réwniez rozstrzygnieta zostala klasyczna
hipoteza Poincargo. Sprébujmy wyjasni¢, na czym polega problem rozwazany
przez Thurstona i jakie jest jego znaczenie.

Obiektami, ktérych dotyczy hipoteza geometryzacyjna, sa rozmaitosci,

a dokladniej rozmaitoéci tréjwymiarowe. Pojecie rozmaitosci nie raz pojawiato
sie juz w Zeszytach MSN'. Przypomnijmy wiec krétko, ze rozmaitoéé
topologiczna wymiaru n jest to obiekt (przestrzen topologiczna), ktéry lokalnie
wyglada jak przestrzen R™. A zatem rozmaitosé¢ tréjwymiarowa, dokltadniej
rozmaito$é¢ bez brzegu, lokalnie przypomina przestrzen tréjwymiarowa. Gdy
dopuécimy brzeg (taka przeciez jest na przyktad kula domknieta B?), to jego
punkty maja otoczenia wygladajace lokalnie jak poiprzestrzen domknieta.

Idea zapoczatkowana przez Riemanna, zyskata sobie prawo obywatelstwa

w matematyce, cho¢ nie stalo sie to od razu. Rozwijana i uscislana przez wielu
matematykéw znalazta zastosowania nie tylko w réznych dziatach matematyki,
lecz takze w fizyce. Szczegdlnie powstanie Ogdlnej Teorii Wzglednosci i jej
zastosowanie w kosmologii pokazalo wielky przydatnos$é¢ pojecia rozmaitosci.
Jednym z najwazniejszych probleméw od samego poczatku byl problem
klasyfikacji. Matematykom udalo sie¢ sklasyfikowaé rozmaitosci dwuwymiarowe,
czyli powierzchnie. Zrobili to w pelni, wykorzystujac wczesniejsze wyniki
Moébiusa, Jordana i Dycka, w 1907 roku Max Dehn i Poul Heegaard. Po tym
sukcesie kolej przyszla na tréjwymiarowe. Wydawalo sig, ze odpowiednio
uogolniajac i rozszerzajac metody, ktére doskonale sprawdzily sie w przypadku
dwuwymiarowym, uda si¢ opisaé ,przestrzenie trojwymiarowe”, jak wtedy
czesto nazywano 3-rozmaitoéci. Naturalnie matematycy mieli Swiadomosé, ze
nie bedzie to tylko proste uogdlnienie. Nie spodziewali si¢ jednak, ze trudnoéci
okazg sie az tak ogromne. Swiat rozmaitosci tréjwymiarowych jest niezwykle
bogaty. Pojawily sie tez nowe zaskakujace, trudne do uchwycenia efekty. Juz
sama sfera tréjwymiarowa sprawiala ogromne klopoty. Potrzebna byla jej
prosta charakteryzacja jako obiektu odgrywajacego, jak stusznie przypuszczano,
kluczows role w klasyfikacji.

Chcac, miedzy innymi, uchwycié¢ istotne cechy topologiczne sfery Poinacaré
zdefiniowal bardzo uzyteczne narzedzie pozwalajace badaé obiekty topologiczne.
Jest to grupa podstawowa albo inaczej grupa fundamentalna. Uzywa sie tez
okreslenia pierwsza grupa homotopii. Opisana jest za pomoca petli na

1 7. Pogoda, Problemy z 8-rozmaitosciami, Zeszyty MSN 40 (I 2008)
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rozmaitodci zaczepionych w pewnym punkcie. Przy czym zaklada sie, ze petle
nie réznig sie istotnie, gdy jedna da sie w sposéb ciagly zdeformowaé do drugiej
z zachowaniem punktu zaczepienia — méwimy wtedy o petlach homotopijnych.
Na sferze wszystkie petle sg homotopijne i daja sie $ciagnaé¢ do punktu — obiekty
o tej wlasnosci nazywamy jednospéjnymi. Na torusie jest juz inaczej, potudnika
nie da sie zdeformowaé¢ do réwnoleznika i zadnej z tych wzorcowych petli nie
mozna $ciagnaé¢ do punktu.
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Rys. 1. Petle na rozmaitosciach

W przypadku rozmaitosci wybér punktu zaczepienia petli jest nieistotny.
Whprowadza sie w do$¢ naturalne dzialanie na petlach (niezalezne od deformaciji)
i mamy grupe, zawierajaca istotne informacje o rozmaitosci. Wazna jest
wlasnosé, ze jesli rozmaitosci sa homeomorficzne, to ich grupy podstawowe sa
izomorficzne. Niestety stwierdzenie odwrotne nie zachodzi. Grupa podstawowa
znakomicie sie spisala przy klasyfikacji powierzchni. Poincaré mial nadzieje,

ze rowniez w przypadku trojwymiarowym przyda sie bardzo. Nie pomylit sie,
cho¢ sprawa nie przedstawiala sie juz tak prosto, co ujawnilo si¢ wtasnie przy
charakteryzacji sfery tréjwymiarowej. Jest to stynna hipoteza Poincarégo, ktéra
w jezyku grupy podstawowej mozna sformulowaé nastepujaco:

Tréjwymiarowa rozmaito$¢ zamknieta, z trywialna grupa podstawowa jest
homeomorficzna z S°.

Propozycja przedstawiona przez Poincarégo okazata sie wyjatkowo trudna
hipoteza, nierozstrzygnieta przez prawie sto lat, chociaz jej sformutowanie bylo
stosunkowo bardzo proste: tréjwymiarowa rozmaitoéé spéjna?, zwarta i bez
brzegu (te cechy okresla si¢ krétko: rozmaito$é zamknieta) oraz jednospdjna
jest homeomorficzna ze sfera tréjwymiarowa. Hipoteza po pewnych koniecznych
modyfikacjach zostata uogdlniona na n wymiaréw i dla n > 3 z ogromnym
wysitkiem rozstrzygnieta pozytywnie. Klasyczny przypadek bronit sie jednak
bardzo skutecznie mimo usilnych atakéow. Niezaleznie matematycy prébowali
opisa¢ konstrukcje 3-rozmaitoéci i sklasyfikowaé¢ pewne wybrane ich rodziny.

Do takich naleza przestrzenie soczewkowe (soczewki) pierwszy raz opisane
przez Tietzego. Jest to pierwsza rodzina 3-rozmaitosci calkowicie opisanych

i sklasyfikowanych. Soczewki mozna opisaé¢ na wiele sposobéw, jeden z nich
wyglada tak: wybieramy dwie liczby naturalne wzglednie pierwsze p i q. Na
powierzchni kuli (czyli oczywiscie na sferze) zaznaczamy ,réwnik”. Teraz kazdy
punkt gérnej pélsfery obracamy o kat 2mq/p i odbijamy symetrycznie wzgledem
rownika, a nastepnie tak otrzymany sklejamy z wyjSciowym. Powstaje wlasnie
przestrzen soczewkowa oznaczana L(p, q). Udalo sie w pelni scharakteryzowaé
soczewki w zaleznoéci od p i gq.

2 Czesto zalozenie spéjnosci jest pomijane, gdyz na wstepie zaktada sig, ze jesli nie zaznaczono
inaczej, to rozwaza si¢ tylko rozmaitosci spdjne.
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Rys. 2. Powstawanie przestrzeni soczewkowej

Pierwsza ogdlng konstrukcje dla 3—rozmaitosci zaproponowal wspomniany juz
Heegaard. Kazda rozmaitos$¢ trojwymiarowa mozna otrzymac przez sklejenie
brzegiem dwoch n—krotnych pelnych toruséw — nazywanych torusami genusu n.
Pelny torus genusu 1 jest to zwykly pelny torus, ktory mozna bardziej formalnie
przedstawié jako iloczyn kartezjanski kola i okregu B? x S (przypomnijmy:
klasyczny torus — powierzchnia — to S x S1), czyli mamy tu do czynienia

z jedna dziura.
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Rys. 3. Torusy genusu 1, 2, 3, ..., n

W przypadku torusa genusu n mamy tych dziur wlasnie n. Sklejanie torusow
moze odbywaé si¢ na rézne sposoby; mozemy zadac, zeby charakterystyczne
krzywe na powierzchni (np. odpowiedniki potudnikéw) jednego skleja¢ z innymi
na drugiej poprowadzonymi w wymy$lny sposéb. Czesto bardzo rézne sklejenia
prowadza do jednej i tej samej rozmaitosci tréjwymiarowej. Problem klasyfikacji
3-rozmaitoéci mozna sprowadzi¢ do klasyfikacji sklejen, ale to wcale nie okazato
si¢ ulatwieniem zadania. Juz opisanie wszystkich sklejenn prowadzacych do
zwyklej sfery trojwymiarowej jest powaznym problemem. Jedyny zadowalajacy
rezultat uzyskano dla typéw sklejania zwyklych toruséw, co prowadzi do
wspomnianych juz przestrzeni soczewkowych.
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Inny pomyst podsunat Max Dehn w 1910 roku proponujac wycinanie ze sfery
tréjwymiarowej otoczek tabularnych wezléw lub splotéw (czyli obiektéw
topologicznie identycznych z torusami lub sumami mnogosciowymi toruséw)
i ponowne ich wklejanie, tylko w inny sposob. Takie procedury nazwano
chirurgiami Dehna. W tym przypadku znéw okazalo sie, ze mozna tak
skonstruowaé kazda 3-rozmaitoéé, lecz pozostat problem z jednoznacznoécia®.

Gdy przyjrzymy sie blizej klasyfikacji powierzchni, to zauwazymy, ze kazda
mozna zbudowa¢ z kilku, a dokladnie trzech, prostszych cegietek. Tymi
najprostszymi powierzchniami sa: sfera, torus (tym razem powierzchnia)

i plaszczyzna rzutowa, a operacja laczaca jest suma spdjna. Polega ona na tym,
ze z kazdej powierzchni wycinamy kawalki homeomorficzne z kotami, a nastepnie
sklejamy brzegiem.
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Rys. 4. Suma spéjna

Pomyst rozktadu rozmaitosci tréjwymiarowych na bardziej elementarne
skladniki podjal Hellmuth Kneser, ktory przedstawil w 1929 roku twierdzenie:

Kazda tréjwymiarowa rozmaito$¢ zamknieta moze by¢ roztozona
jednoznacznie, z doktadnoscia do kolejnosci sktadnikéw, na sume spdjna
rozmaito$ci pierwszych.

Sume spdjng dla rozmaitosci tréjwymiarowych konstruujemy podobnie

jak w przypadku powierzchni, tylko zamiast kot wycinamy kule i sklejenia
dokonujemy wzdtuz sfer. Przypomnijmy jeszcze raz, ze przez rozmaitosci
zamkniete rozumie sie rozmaitosci spéjne, zwarte i bez brzegu. Natomiast
rozmaitosci pierwsze sa w pewnym sensie odpowiednikiem liczb pierwszych:
rozmaitos¢ pierwsza nie da si¢ roztozy¢ na sume spdjna prostszych sktadnikéw.
Inaczej, jesli rozmaito$¢ pierwsza przedstawimy jako sume dwéch innych
rozmaitosci, to jedna z nich jest sfera tréjwymiarowa, ktéra w tym dziataniu
(gdy sume spéjna uznamy za dzialanie) pelni role elementu neutralnego.
Twierdzenie Knesera sprowadza wiec problem klasyfikacji do spisania
kompletnej listy rozmaitosci pierwszych. Jednak inaczej niz w przypadku
dwuwymiarowym tych rozmaitoéci jest znacznie wiecej i nie znano dobrej
metody ich wyszukiwania. Kneser opisal mozliwosé rozktadu, lecz nie pokazat
jak powinny wygladaé cegietki rozktadu. Rozmaitosci: S, S? x S!, przestrzen

3 Wigcej o chirurgiach Dehna: Z. Pogoda O chirurgiach konkretnie i abstrakcyjnie, Zeszyty MSN 42
(I 2009), str. 13-22
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rzutowa RP3, przestrzenie soczewkowe sg przykladami rozmaitoéci pierwszych,
ale istnieje jeszcze wiele innych wymyslnych konstrukcji, jak choéby poprzez
odpowiednie sklejanie $cian réznych wieloscianéw. Tak miedzy innymi powstaje
ciekawy przypadek — jedna ze sfer homologicznych, obiekt skonstruowany

przez Poincarégo: sklejamy przeciwlegte Sciany dwunasto$cianu foremnego
wczesniej przekrecajac je nieco. Otrzymana rozmaito$¢ ma pewne cechy sfery
trojwymiarowej, chod, jak stwierdzil, testujac przy okazji uzytecznosé grupy
podstawowej, sam Poincaré, ewidentnie nig nie jest.

W kazdym razie ostatecznie stwierdzono, ze rozktad rozmaitosci M na sume
spdjna moze wyglada¢ nastepujaco
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Rys. 5. Idea rozktadu na rozmaitosci pierwsze

Kryterium wyroéznienia poszczegélnych rodzin w sumie spojnej zadaje grupa
podstawowa. Dla rozmaitosci S? x S! grupa jest cykliczna i nieskonczona
(wiadomo, ze sa to jedyne rozmaitosci spelniajace ten warunek). Rozmaitosci
z rodziny L; maja grupe¢ podstawows skoficzong, a K; — nieskonczong

i niecykliczna. Ponadto przedstawiciele obu tych rodzin speiniaja jeszcze
warunek nieredukowalnosci, co oznacza, ze kazda sfera umieszczona

w rozmaitosci ogranicza kule. Moze to si¢ wydawaé dziwne, bo jestesmy
przyzwyczajeni, ze tak jest zawsze. Jedli jednak przypomnimy sobie, ze

na torusie istnieja okregi niebedace brzegiem kota, to zrozumiemy, iz
nieredukowalnos¢ wcale nie musi by¢ oczywista. Mozna udowodnié¢ zreszta, ze
wszystkie rozmaitosci pierwsze sa nieredukowalne z jednym jedynym wyjatkiem
S? x St. Tu kazda sfera postaci S? x {p} nie ogranicza kuli. Obiekty typu

L; zostaly zbadane do$¢ dobrze. Juz w latach trzydziestych XX wieku Karl
Seifert opisal i w pelni sklasyfikowal rozmaitosci sferyczne. Sg to rozmaitosci
powstajace w wyniku dzialania pewnych grup skoniczonych (grup izometrii)
na sferze S3. Wyglada to mniej wiecej tak. Rozwazmy skonczong grupe (na
przykltad obroty o wielokrotnosci kata 27”, gdzie p jest liczba catkowita)
dzialajaca na S°. Kazdy z punktéw sfery jest przeksztalcany na kilka punktéw
za pomoca przeksztalcen tej grupy. Jesli przeksztalcenia zachowuja sie
»porzadnie”, to sklejajac punkty wraz z ich obrazami (orbity), dostaniemy
wlagnie rozmaito$é sferyczng.

Rozmaitosci sferyczne maja te sympatyczna wlasnosé, ze ich grupa podstawowa
jest identyczna z wlasnie dzialajaca grupa skonczona. Ze wzgledu na fakt, iz
jedynymi znanymi rozmaito$ciami z grupa skonczona sa rozmaitosci sferyczne,
postawiono naturalng hipoteze, ze to nie przypadek i innych rozmaitosci

z grupa skonczong nie ma. Gdyby hipoteza okazala sie prawdziwa, to problem
rozmaitosci L; bylby rozwiazany. Dzielnie jednak bronita si¢ przed wymy$lnymi
atakami specjalistéw. A i tak pozostala ogromna rodzina rozmaitosci pierwszych
z nieskonczong i niecykliczng grupa podstawowa — czyli Kj;.
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W latach szeéédziesigtych XX wieku zauwazono?, ze do rozkladu 3-rozmaitosci
na ,mniejsze” skladniki mozna wykorzystaé nie tylko sfery, lecz réwniez inne
powierzchnie. Pierwszym kandydatem naturalnie stal sie torus — najprostsza
po sferze powierzchnia zamknieta. I odniesiono pewien sukces: analogicznie

do twierdzenia Knesera prawdziwe jest twierdzenie o rozkladzie rozmaitosci
nieredukowalnej za pomocg toruséw. Nie wchodzac w szczegdly twierdzenie to,
czesto nazywane twierdzeniem JSJ®, méwi, ze w zamknietej nieredukowalnej
3-rozmaitosci mozna znalezé skoniczona rodzine odpowiednio potozonych
toruséw rozdzielajacych te rozmaitosé na zwarte 3—rozmaitosci torusowo
nieredukowalne i tak zwane rozmaitoéci wtdkniste Seiferta.

Torusowa nieredukowalno$¢ jest odpowiednikiem zwyklej sferyczne;j
nieredukowalno$ci. Rozmaitosci widkniste Seiferta pojawity sie w tym
samym czasie co rozmaitosci sferyczne. Méwiac znéw niezbyt precyzyjnie

sg to rozmaitosci, ktére dadza sie przedstawic¢ jako sumy okregéw, a kazdy

z tych okregdw ma otoczenie torusowe spelniajace ewentualnie dodatkowe
warunki. Wiele rozmaitosci ma te ceche, a wéréd nich sfera S3, znana juz

52 x S i przestrzenie soczewkowe. Seifert podat pelny uklad niezmiennikéw
charakteryzujacych rozmaitosci wtékniste nazwane jego imieniem.

Taka sytuacje zastal William Thurston pod koniec lat siedemdziesiatych.
Przyjrzal si¢ wnikliwie twierdzeniom o rozkladzie, sklasyfikowanym juz
rodzinom 3-rozmaitosci i wykorzystal pewien stary pomyst pochodzacy

z czaséw Poincarégo i Kleina. Mianowicie Poincaré i Klein zauwazyli, ze kazda
z dwuwymiarowych powierzchni mozna jednoznacznie wyposazy¢ w jeden

z trzech typéw geometrii gwarantujacy pewne porzadne przedstawienie tejze
powierzchni (stalg krzywizne). Z punktu widzenia tych geometrii powierzchnia
w kazdym punkcie lokalnie wyglada jednakowo — tak sie zachowuje zwykta
ptaszczyzna lub sfera. Wyréznione geometrie to: geometria lokalnie euklidesowa
(paraboliczna), hiperboliczna (nawiazujaca do geometrii lobaczewskiego)

i sferyczna (eliptyczna). Lokalnie euklidesowo wygladaja torus i butelka

Kleina (plaszczyzne pomijamy jako niezwarta), sferycznie — naturalnie sfera

i plaszczyzna rzutowa, a wszystkie pozostale moga by¢ wyposazone w strukture
hiperboliczna.

W przypadku tréojwymiarowym taka sytuacja jest mozliwa. Nie da si¢ kazdej
3-rozmaitoséci wyposazy¢ w tak porzadne geometrie. Thurston zauwazy! jednak,
ze wiele sklasyfikowanych rozmaitoéci z réznych rodzin dopuszcza jedng z, tym
razem, o$miu typow wzorcowych geometrii tak, ze w otoczeniu kazdego punktu
rozmaitos¢ wyglada jednakowo z punktu widzenia tych wyrdéznionych geometrii —
nazywa si¢ to jednorodnoscia geometrii. Pojawil si¢ wigc pomysl, ze moze tylko
te osiem typéw wystarczy, gdy zastosujemy rozktad na sume spdjna, a nastepnie
wzdluz toruséw. Thurston rzeczywiscie udowodnil, ze dla 3—rozmaitosci istnieje
doktadnie osiem typoéw geometrii spetniajacych warunek jednorodnosci.

Tak narodzita sie hipoteza geometryzacyjna, ktéra, mimo oczywistych analogii
do przypadku dwuwymiarowego, zaskoczyla matematykow zmagajacych sig

z problemem klasyfikacji. Nikt nie spodziewal sie, ze metody geometryczne
moga okazaé si¢ przydatne w problemach topologicznych. Préby klasyfikacji
3-rozmaitosci sprowadzaly sie gléwnie do wyszukiwania coraz to bardziej
subtelnych narzedzi (niezmiennikéw), przede wszystkim na gruncie topologii.
Hipoteza geometryzacyjna, jesli tylko jest prawdziwa, to rozstrzyga wiele starych
probleméw, miedzy innymi klasyczna hipoteze Poincarégo® a takze pytanie

o rozmaitosci sferyczne.

Thurstonowi udato sie rozstrzygnaé¢ hipoteze dla licznej rodziny 3-rozmaitosci,
wiele jednak bronito si¢ skutecznie. W szczegdlnosci rozmaitosci dopuszczajace
strukture hiperboliczna (powstajace miedzy innymi przez odpowiednie sklejanie

4 Ogromne zastugi w tej dziedzinie naleza do Wolfganga Hakena, znanego przede wszystkim
z dowodu twierdzenia o czterech barwach.

5 Od nazwisk autoréw Jaco, Shalen, Johansson

6 7. Pogoda, Tensory, Zeszyty MSN 45 (VII 2010)
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$cian wieloScianéw) okazaly si¢ wyjatkowo oporne. Obecnie (2012 r.) juz wiemy,
ze hipoteza geometryzacyjna jest twierdzeniem. Dzigki oryginalnym pomystom
Richarda Hamiltona, wyjatkowo lakonicznym pracom Perelmana oraz wysitkom
wielu matematykéw udalto sie pokonaé jeden z najwazniejszych probleméw
topologii rozmaitosci tréjwymiarowych. Mozemy stwierdzi¢, ze sporo wiadomo
o 3-rozmaitosciach, nie znaczy to jednak, ze wiemy juz wszystko. ..
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