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Rozwazmy ciag niezaleznych zmiennych losowych 7y, 7o, ..., 7, gdzie
P(r; =£1)=1/2.
Takie zmienne losowe nazywamy symetrycznymi zmiennymi Bernoulliego lub

rademacherami. Niech ai, as, ..., a,, beda liczbami rzeczywistymi. Bedzie nas
interesowaé zmienna losowa
n
S = E a;T;.
i=1

Zmienne losowe tego typu maja istotne znaczenie miedzy innymi w analizie
fukcjonalnej, kombinatoryce, statystyce i fizyce teoretycznej.

Aleksander Chinczyn udowodnil (patrz [2]), ze dla dowolnych liczb p > ¢ >0
istnieje stata Cp 4, dla ktorej

(1) (EIS|")'? < Cpq (BIS|9)".
Stata C, ; nie zalezy od n i liczb ay, a2, ..., ay. Przypomnijmy, ze dla
f: R —» R mamy
1
]Ef(rlwuarn):ﬁ Z fri,.,mn).

r1,..,rn€{—1,1}

Szukamy najmniejszej stalej Cp 4, dla ktérej nieréwnosé (1) jest spelniona dla

wszystkich n i a1, as, ..., a,. Innymi stowy, dla p > ¢ > 0 szukamy
. (EIS)"/”
Cp-q - 1/q’
T n>0,lar|+.+an|>0 (E|S]9) 1
gdzie
k

n
E a;T;

i=1

BSf =5 >

r1,..,rn€{—1,1}
Powyzsze zagadnienie, jak réwniez jego wielowymiarowe uogoélnienia, byty
badane przez wielu autoréow. Szczegodlnie interesujacy jest przypadek, gdy
p =2 lub ¢ = 2. Zauwazmy, ze E|S|?> ma wyjatkowo prosta postaé,

E[S|? = Eia?r? + 2Ezaiajri7"j _ ia?7
=1 i=1

1<j

gdyz Er? =E1 =11 Er;r; = Er;Er; dlai < j. Optymalne stale C3,1C; 5 s
znane (patrz Whittle, [5] i Haagerup, [1]).

My znajdziemy state Cy; , w przypadku, gdy p i g sa liczbami parzystymi (wynik
pochodzi z pracy [3]). Beda nam potrzebne dwie definicje.

Definicja 1. Cigg liczb dodatnich (a;)i>0 nazywamy log—wklestym jesli
af 2 A;—1Q541 dla 1 Z 1.

Definicja 2. Symetryczng rzeczywistq zmienng losowg X nazywamy ultra
sub—gaussowskq jesli X = 0 p.n. lub cigg (EX?")/(2n — 1)!! jest log—wklesty.

Skorzystamy z pewnego elementarnego lematu, ktérego dowdd pozostawiamy
jako zadanie (patrz [3]). Przyjmujemy konwencje 0! =11 (—1)!! = 1.

Lemat 1. (Walkup, [4]) Niech (a;)i>0 @ (bi)i>o0 beda ciggami log—wkleslymi.

Wowczas cigg
n
n
Cp = <i)aibn—i; nZO
—

?

jest rowniez log—wklesty.

Udowodnimy teraz lemat bedacy prosta konsekwencja Lematu 1.
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Lemat 2. Niech X Y bedqg dwiema niezaleznymi rzeczywistymi ultra
sub—gaussowskimi zmiennymsi losowymi. Wowczas X +Y jest rowniez ultra
sub—gaussowskq zmienng losowq.

Dowéd. Dla n > 0 niech
EX?2n b — EY?2n _EX+Y)*
Cn—11" "T En-D T T@n—1
Ciagi (an) i (by,) sa log—wkleste. Zmienne losowe X 1Y sa symetryczne
i niezalezne, zatem EX*Y 2"~ = EX'EY 2"~ oraz EX® = 0 dla 4 nieparzystych.
Stad

on 2n
(2n — )N (2n — )N —\i

Ay =

:mgé@’;)ai(%—n.-bn i(2n — 20 — 1) :zn:( )az -

1=

Teza wynika z Lematu Walkupa.

Nietrudno zauwazy¢, ze zmienna ar, gdzie a jest liczba rzeczywista i r jest
rademacherem, jest zmienna ultra sub—gaussowska. Faktycznie, dla

b — E(ar)?"
" (2n—1)N
mamy
4n 4n

L > a

"o 2n—=DN2 T 2n=3)12n+ D!
Z Lematu 2 wnioskujemy, ze zmienna losowa S = """ a;r; jest réwniez ultra
sub—gaussowska. Niech

= bnflanrl .

(Es)Qn
Cp = .
" (2n -1
Mamy ¢ = 1. Mnozac stronami nieréwnosci ¢ > ¢i_ ¢ty dlai=1,...,n

otrzymujemy
n+1

n—1
21 7+1 i—1 n—1 n 1 n 21
1 >chlcz+1—Hc [l =cde; n+1Hc e [T e
i=1

i=1
czyli c%” > 10n+1~ Stqd Q/«Z > n+Y/Cni1. Zatem ciag ({/Cn)n>0 jest
nierosnacy. Wynika stad, ze dla liczb parzystych p > ¢ > 0 mamy
o < o3
czyli
)7 _ {p— DT _ (B
(ES9)t/a = g (q— 1) o (Ege)t/a’
gdzie g jest standardowg gaussowska zmienna losowa o $redniej 0 i wariancji 1.
Biorac a; = ... =a, = 1/y/n, czyli
g - r+ro4+...+7,
n \/ﬁ b
przekonujemy sie, ze otrzymane oszacowanie jest optymalne, gdyz S, zbiega
do g wedlug rozkladu (Centralne Twierdzenie Graniczne). W tym przypadku
implikuje to zbieznos¢ ESE — EgP dla p > 0.

W rzeczywistosci udowodniliémy nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 1. Jesli X1, X, ..., X,, sq¢ ultra sub—gaussowskimi rzeczywistymi
zmiennymi losowymi, to dla liczb parzystych p > q > 0 prawdziwa jest nieréwnosé

(ESP)\/P < (p— M (ES?)V/1,

T Y (g1
gdzie S= X1+ Xo+... + X,,.
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Do tej pory podaliSmy w zasadzie tylko jeden przykltad zmiennej ultra
sub—gaussowskiej — symetryczna zmienng Bernoulliego i sumy niezaleznych
zmiennych tego typu. Mozna jednak latwo wskaza¢ wiecej przyktadéw tego
typu zmiennych losowych. Zmienna X nazywamy dzielnikiem gaussowskim, jesli
g=X" R, gdzie g ~ N(0,1) i R jest rzeczywista zmienna losowa niezalezna
od X. Okazuje sie, ze kazdy dzielnik gaussowski jest ultra sub—gaussowska
zmienng losowa. Faktycznie, niech

EXQi EX21'

“T i T Egr

Woéwezas

- (B 2 -1 1 -
a; = Eg2i - (ER2)2 = (ER2-2)(ER2+2) = Q;—1Qi+1,
na mocy nieréwnoéci Schwarza.

Rademacher jest dzielnikiem gaussowskim, bo g ~ r - |g|, gdzie |g| i r

sg niezalezne. Mozemy tez zauwazy¢, ze zmienna losowa X o rozkladzie
jednostajnym na odcinku [—1,1], czyli rozkladzie z gestodcia g(v) = I—1 1)(z),
jest dzielnikiem gaussowskim. Bezposrednim rachunkiem sprawdzamy, ze

g~ X - R, gdzie R jest zmienng losowa niezalezng od X, o gestosci

1 1
2 e % I o) ().

r(s) = 55 W
Oczywiscie bez trudu mozna przekonaé sie, ze X jest ultra sub-gaussowska,
wyliczajac
EX% 1
“T i T @i

i sprawdzajac nier6wnosé af > 1@
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