Ekstremalnosé jako narzedzie do
rozwigzywania zadan z matematyki

Michat KIEZA, Warszawa

Wiekszo$é referatow na ostatniej Szkole Matematyki Pogladowej bylto
poswieconych pewnym ekstremalnym obiektom. Okazuje sie jednak, ze
ekstremalnos¢ moze pelnic¢ takze role narzedzia do rozwiazywania problemow
matematycznych, co przedstawil uczestnikom szkoly w swoim odczycie Krzysztof
Oleszkiewicz. W niniejszym artykule postaram sie przyblizy¢ na podstawie
zadan z olimpiad matematycznych, jak skuteczna metoda w matematyce moze
by¢ rozwazanie elementéw ekstremalnych.

Podstawa naszych rozwazan beda bardzo proste obserwacje. Pierwsza z nich jest
wrecz trywialna. Zalézmy, ze mamy niepusty, skoniczony zbiér, ktorego elementy
mozemy jako$ pordéwnywac. Wowczas istnieje zaréwno element najwiekszy

jak i element najmniejszy (przy czym oczywiscie moze by¢ ich wiecej niz

jeden). Druga rzecz, z ktérej bedziemy korzystaé to tzw. zasada minimum

oraz zasada maksimum. Zasada minimum moéwi, ze w kazdym zbiorze liczb
calkowitych ograniczonym z dotu istnieje element najmniejszy (czesto formuluje
sie ja w jezyku liczb natualnych). Zasada maksimum orzeka za$, ze w kazdym
zbiorze liczb catkowitych ograniczonym z géry istnieje element najwiekszy. Te
bardzo proste fakty odpowiednio uzyte moga prowadzi¢ do wielu niebanalnych
konsekwencji (troche podobnie jak z zasada szufladkowa Dirichleta).

Przekonajmy sie, jak to wszystko wyglada w praktyce. Zadania matematyczne,
ktérymi bedziemy sie¢ zajmowaé sa pogrupowane w dzialy.

Algebra i analiza

Liczby rzeczywiste maja to do siebie, ze mozna je poréwnywaé. Zatem
w dowolnym niepustym i skonczonym zbiorze liczb rzeczywistych istnieje
element najwiekszy oraz element najmniejszy. Wykorzystajmy te prosta
obserwacje w pierwszym naszym przykladzie.

Zadanie 1. (37. Olimpiada Matematyczna, zawody stopnia drugiego)
Udowodnié, zZe jezeli wielomian [ nie réwny tozsamosciowo zeru speinia dla
kazdego rzeczywistego x réowno$é

f@) flz+3)=f@* +2+3),
to nie ma on pierwiastkow rzeczywistych.

Rozwigzanie. Przypusémy, ze dany wielomian ma pierwiastki rzeczywiste.
Kazdy wielomian, ktéry nie jest réwny tozsamosciowo zeru, ma skoniczenie wiele
pierwiastkow rzeczywistych. W takim razie w zbiorze pierwiastkow wielomianu
f mozemy wybraé ten, ktory jest najwiekszy — oznaczmy go zy. Wtedy na mocy
zaleznosci w treéci zadania otrzymujemy

f(xo) - fwo +3) = f(a5 + z0 +3),
skad wynika, Ze liczba 23 + zg + 3 takze jest pierwiastkiem wielomianu f.
Jednakze 22 + zo + 3 > g, co stoi w sprzecznosci z tym, ze liczba xy byla
najwickszym pierwiastkiem. A zatem przypuszczenie, ze zbiér pierwiastkdéw
wielomianu f jest niepusty, bylo falszywe, co oznacza, ze dany wielomian nie
moze mieé¢ pierwiastkéw rzeczywistych.

Powyzsze rozumowanie dziala takze w sytuacji ogélniejszej:

Jesli wielomiany f i g nie rowne tozsamosSciowo zeru spelniajq dla kazdej liczby
rzeczywistej x zalezno$é

f(z)-g(x) = f(a® +x+3),
to wielomian f nie ma pierwiastkow rzeczywistych.
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Rys. 1.4 > a+b+c+d.

Skoro tak dobrze nam poszto ze zbiorem skonczonym, to zmierzmy sie teraz
ze zbiorem nieskonczonym. Oczywiscie dowolny zbiér nieskonczony nie musi
posiadaé¢ elementu ekstremalnego, ale jesli zalozymy, ze jest to np. zbior
liczb catkowitych dodatnich, to w nim juz musi istnie¢ element najmniejszy.
Zobaczmy, jak ta obserwacje wykorzysta¢ w nastepnym przyktadzie.

Zadanie 2.

W kazde pole nieskoniczonej tabeli wpisano liczbe catkowitq dodatnig w ten sposdb,
ze kazda liczba jest nie mniejsza od $redniej arytmetycznej liczb znajdujgcych

sie w polach sqsiednich (za pola sgsiednie vwazamy pola stykajgce sie z danym
bokami). Dowie$é, ze wszystkie liczby wpisane w tej tabeli sq réwne.

Rozwigzanie. Rozwazmy zbiér wszystkich liczb catkowitych dodatnich, ktére
pojawiaja sie w danej tabeli. Poniewaz w kazdym zbiorze liczb catkowitych
dodatnich istnieje element najmniejszy (zasada minimum), to istnieje taka liczba
x wpisana w pewne pole tabeli, ktéra jest najmniejsza. Niech a, b, ¢, d beda
liczbami wpisanymi w pola sasiednie. Przyjmijmy ponadto, ze a ma najmniejsza
wartosé sposrod tych czterech liczb. Wéwcezas

dr>a+b+c+d>4a > 4x.

W takim razie a = x. Zatem 4a > a + b + ¢ + d, co wobec minimalno$ci a daje

a =0b=c=d=x. Stad wniosek, ze wszystkie liczby wpisane w pola sasiednie do
pola z liczba x réwniez maja najmniejsza wartos¢ wérod liczb wpisanych w pola
tabeli. Powtarzajac ten schemat przez prostg indukcje wykazemy, ze wszystkie
liczby w tabeli sa rowne x. To zas konczy dowdd.

Co ciekawe, teza pozostaje prawdziwa takze jesli zamiast liczb calkowitych
dodatnich bedziemy rozwazaé liczby rzeczywiste dodatnie, ale rozwiazanie
wymaga znacznie bardziej zaawansowanych $rodkéw (tam juz oczywiscie nie
mozna wykorzystaé tej prostej zasady o elemencie ekstremalnym).

Wyroéznienie elementu ekstremalnego moze takze by¢ bardzo pomocne
w pewnym uporzadkowaniu problemu. Ten pomyst jest czesto wygodna
metoda dowodzenia nieréwnosci i rozwiazywania réwnan. Doskonale to
ilustruja dwa kolejne przyktady.

Zadanie 3. (56. Olimpiada Matematyczna, zawody stopnia drugiego)
Liczby a, b, ¢ nalezg do przedzialu [0;1]. Udowodnié, ze
a n b n C <4

bc+1 ca+1 ab+1 7~

Rozwigzanie. Przyjmijmy dla ustalenia uwagi, ze a jest najwieksza sposréd
danych trzech liczb. Wtedy

a n b n € g @ n b n C  _5_
bc+1 ca+1 ab+1 T bc+1 bc+1 bc+1 N
_a+btc—2bc—2 (b—l)(l—c)+(a—1)—bc<0

bc+1 bc+1

Zadanie 4. (57. Olimpiada Matematyczna, zawody stopnia trzeciego)
Rozwiaza¢ w liczbach rzeczywistych uklad réwnan

2 =b 4B

b2 = B34 3

2= ed

P2 =3+ ad?

e = g3 + 13
Rozwigzanie. Przyjmijmy, ze liczby a, b, ¢, d, e spelniaja podany uklad réwnan
i ze b jest najwieksza z nich (nie tracimy ogélnosci, bo uklad jest cykliczny).

Wykazemy, ze woéwczas b = d. Przypuéémy, przeciwnie, ze b > d. Odejmujac
drugie réwnanie od réwnania pierwszego dostajemy a? — b? = b3 — d3 > 0, czyli

(a—b)(a+b) > 0.
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Liczba a nie jest wigksza od liczby b; w takim razie a —b < 0 oraz a + b < 0.

Ta ostatnia nieréwnosé daje jednak wniosek, ze a® 4+ b3 < 0, w sprzecznoéci

z réwnaniem e? = a3 + b3. Zatem istotnie b = d, co oznacza, ze takze d ma
maksymalna warto$¢ wsrdd pieciu niewiadomych. Powtarzajac to rozumowanie
stwierdzamy kolejno, ze d = a = ¢ = e. Dany w zadaniu uklad rownan sprowadza
sie zatem do rozwigzania réwnania a? = 2a3, skad otrzymujemy a = 0 lub a = %
Bezposrednio rowniez sprawdzamy, ze otrzymane piatki

(0,0,0,0,0) oraz (1/2,1/2,1/2,1/2,1/2)
spelniaja dany ukltad réwnan.

Podczas prac komisji zadniowej panowala opinia, ze zadanie powinno petni¢
role najlatwiejszego na finale. Jednak rzeczywistosé okazata si¢ zupelnie inna
— zadanie plasowalo sie w grupie zadan Srednich. Poprawnie rozwiazato je
jedynie 41 uczestnikéw (na 125), za$ az 74 uzyskalo ocene 0. Nie zrobilo go
wielu dobrych uczestnikéw, ktérzy odnosili sukcesy w zawodach olimpijskich.
Prawdopodobnie wiec ten chwyt wcale nie jest taki typowy dla olimpijczykow,
za$ jego zastosowanie bardziej $wiadczylo o pomystowoéci niz wytrenowaniu.
Powiedzmy tez, ze bardzo wielu uczestnikéw dodawalo wszystkie réwnania
stronami i rozwazalo znak wyrazenia

1
222 [z — = ).

Takie podejscie dziala jednak tylko w przypadkach, gdy wszystkie zmienne
naleza do jednego z przedzialéw (foo, %) oraz (%, oo) i nie pozwala si¢ uogdlnic.
Kombinatoryka

Ekstremalno$é ma takze szerokie zastosowanie w kombinatoryce. Nasz pierwszy
przykltad pochodzi z teorii graféw. Mozna go rozwiazaé za pomoca nieréwnosci
miedzy $rednimi, jednak wyrdznienie pewnego ,ekstremalnego” wierzchotka
pozwala natychmiast kombinatorycznie pokonaé problem.

Zadanie 5.
Na plaszczyinie danych jest n punktow, z ktorych Zadne trzy nie sq wspotliniowe.
Punkty te polgczono odcinkami, przy czym Zadne trzy nie tworzg trojkgta.

Wykazaé, zZe liczba poprowadzonych odcinkow jest nie wieksza niz inQ.

Rozwigzanie. Spoérdéd wszystkich punktéw wybierzmy ten punkt P, z ktérego
wychodzi najwieksza liczba odcinkéw (jesli jest ich kilka, to wybierzmy
dowolny z nich). Niech m bedzie liczba tych odcinkéw. Oznaczmy przez A
zbiér wszystkich punktéw, ktore sa polaczone z punktem P, za$ przez B zbidr
pozostalych (tacznie z P).

Rys. 2.

Zauwazmy teraz, ze zadne dwa punkty zbioru A nie moga by¢ polaczone,
bowiem wraz z punktem P bylyby wierzchotkami pewnego tréjkata. W takim
razie kazdy poprowadzony odcinek ma jeden koniec w punkcie ze zbioru B.
Poniewaz tych punktéw jest n — m, a z kazdego z nich moze wychodzi nie wiecej
niz m odcinkéw, to liczba K poprowadzonych odcinkéw spelnia nier6wnosé

2 2

n n 2 n
< — - — — (7 _ ) < —,
K <m(n—m) 1 5 M) <
Dowdd jest zakoniczony.
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A oto inny przyklad uzywania pojecia ekstremalnosci w grafach.

Zadanie 6. (55. Olimpiada Matematyczna, zawody stopnia drugiego)
Na przyjeciu spotkalo sie n 0séb (n > 5). Wiadomo, ze wéréd dowolnych trzech
0s0b pewne dwie znajq sie. Dowiesé, zZe sposrod uczestnikow przyjecia mozna
wybraé nie mniej niz n/2 0séb i posadzié¢ przy okraglym stole tak, aby kazdy
stedzial miedzy dwoma swoimi znajomymi.

Rozwigzanie. Dla wygody wprowadzmy nastepujaca terminologie powszechnie
uzywana w teorii graféw.

Sciezka — ciag os6b Ay, Ao, ..., Ay, ze A1 zna Ay, As zna As, ..., Ap_1 zna Ay.

Cykl — ciag os6b Ay, Ag, ..., Ag, ze osoba Aj zna Ay, As zna Asg, ..., Ap_1 zna
Ay, oraz Ay zna A;.

Klika — grupa oséb, w ktérej kazde dwie sie znaja (jedna osoba tez tworzy klike).

Udowodnimy znacznie wiecej — mianowicie istnieje albo cykl dlugosci n albo
wszystkie osoby mozna podzieli¢ na dwie kliki (jasne, ze ten wynik implikuje
teze zadania).

Wybierzmy najdluzsza Sciezke A, Ao, ..., Ag. Dalsze rozumowanie
przeprowadzimy rozwazajac dwa przypadki: k <n ik =n.

Zalézmy najpierw, ze k < n. Niech B bedzie dowolng z pozostalych oséb.

W tréjce Ay, Ay, B pewne dwie osoby si¢ znaja. Poniewaz jednak B nie moze
znaé sie ani z Ay ani z Ay (w przeciwnym razie otrzymalibySmy dluzsza Sciezke),
to osoby A; i Ay si¢ znaja. Przypudémy teraz, ze pewne osoby A; oraz A; w tej
Sciezce sie nie znaja. Wtedy osoba B znalaby jedna z nich i dotaczajac ja do
grupy oséb Ay, Ao, ..., Ay dostajemy diuzsza Sciezke wbhrew poczynionemu
zalozeniu. Zatem dowolne dwie osoby sposrod Ay, As, ..., Ay sie znaja.
Wykazemy teraz, ze pozostale osoby tworza druga klike. Mozemy zalozy¢, ze sa
w niej co najmniej dwie osoby, gdyz w przeciwnym razie nie ma czego dowodzié.
Wybierzmy dowolne dwie osoby B; i B; z tej grupy oraz A;. Jak juz wcze$niej
stwierdziliSmy osoba A; nie moze znaé zadnej z nich. To oznacza, ze B; i B; sie
znaja, a skoro wybraliSmy je dowolnie, to zbidr pozostalych oséb réwniez tworzy
klike.

Zalézmy teraz, ze k = n. Jesli osoby A; 1 A, sie znaja, to owa Sciezka jest
cyklem dlugosci n i mamy teze zadania. Przyjmijmy wiec, ze A1 i A,, sie

nie znaja. W takim razie dla dowolnego i € {2,3,...,n — 1} osoba A4; zna
ktéras z Ay 1 A,,. Zauwazmy przy tym, ze dla k < [ nie moze zajsé nastepujaca
sytuacja: osoba A; zna A; i osoba A,, zna Ay. Wéwczas bowiem otrzymaliby$my
nastepujacy cykl dlugosci n:

Al —Ag— = Ay — Ay — Apg — o — A — Ay

Niech wiec k bedzie najwieksza taka liczba, ze A; zna Ay. Wéwczas A; zna tez
wszystkie osoby A; dla ¢ < k (analiza tréjek Ay, A;, A,) oraz nie zna zadnej

z 0s6b A; dla ¢ > k. Podobnie stwierdzamy, ze A,, zna wszystkie osoby A; dla

i > k i by¢ moze rowniez osobe Ay oraz nie zna zadnej z oséb A; dla i < k.
Wykazemy, ze osoby Aj, As, ..., Ay tworza klike. Wybierzmy dowolne dwie
osoby A;, A; (gdzie 1 <iii+1<j<k). Wtrdjce A;, Aj, A, pewne dwie si¢
znaja, a skoro A, nie zna zadnej z pierwszych dwoch, to A4; i A; muszg si¢ znac.
To koniczy dowdd, ze osoby Ay, As, ..., Ay tworzg klike. Tak samo pokazujemy,
ze osoby Agy1, ..., A, réwniez tworza klike. Dowdd jest zakonczony.

Na koniec znéw przyklad, w ktorym wyrdznienie elementu ekstremalnego
pozwala bardzo dobrze uporzadkowaé problem.
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Zadanie 7. (61. Olimpiada Matematyczna, zawody stopnia drugiego)
Dany jest n-elementowy zbior liczb rzeczywistych, przy czym n > 6. Dowiesé, ze
istnieje co najmniej n — 1 dwuelementowych podzbiorow tego zbioru, w ktorych
srednia arytmetyczna elementow jest nie mniejsza niz Srednia arytmetyczna
elementow calego zbioru.

Rozwigzanie. Przez Y (S) bedziemy oznaczaé¢ sume elementéw zbioru liczbowego
S. Poniewaz dodanie tej samej liczby do wszystkich elementéow danego
n-elementowego zbioru X nie wplywa na warunki zadania, wiec mozemy bez
utraty ogélnosei rozumowania przyjaé, ze Y (X) = 0. Musimy dowie$é istnienia
co najmniej n — 1 dwuelementowych zbioréw S C X, dla ktérych Y (S) = 0.

Niech « oznacza najwieksza liczbe w zbiorze X. Jezeli wszystkie elementy X

sa réwne co najmniej —a, to kazdy z n — 1 zbioréw postaci {—«, z}, gdzie

x € X\ {a}, ma nieujemna sume elementéw i teza zadania jest spelniona. Niech
wiec zbiér M liczb nalezacych do X i mniejszych od —a ma ¢t > 0 elementéw

i niech K bedzie zbiorem ¢ najwiekszych liczb w zbiorze X (zauwazmy, ze M
jest zbiorem ¢ najmniejszych liczb).

®
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Rys. 3. Liczby a = a1 > a2 > a3 > ... > an sa elementami zbioru X uporzadkowanymi
w spos6b malejacy.

Jest jasne, ze

> (M) < —ta oraz Y (X\M) < (n—t)a.

Otrzymujemy stad

0=> (X)=> (M)+> (X\M) < —ta+ (n—t)a=(n—2t)a,
skad n > 2t. Wobec tego zbiory K i M sa rozlaczne, a zbiér L = X\(K U M) jest
niepusty. Ponadto nieréwnosci

Y M) < —ta i Y (K)<ta
wskazuja, ze Y (K U M) < 0, czyli > (L) > 0. Wobec tego najwiekszy element /3
zbioru L jest liczba dodatnia.

Wszystkie liczby w zbiorze K sg dodatnie, gdyz sa wieksze od (5. Zatem kazdy
dwuelementowy podzbidr S zbioru (¢ + 1)-elementowego K U {3} spelnia
nieréwnosé Y (S) > 0. Ponadto wszystkie elementy zbioru L sa réwne co
najmniej —a, co daje Y ({a,z}) > 0 dla x bedacego dowolnym z n — 2t — 1
elementéw zbioru L\ {#}. Liczba otrzymanych w ten sposéb dwuelementowych
podzbioréw o nieujemnej sumie elementéw wynosi

<t+1)+(n—2t—1):;t(t—3)+n—l.

2
Jezeli t > 3, to powyzsza liczba jest réwna co najmniej n — 1 i rozwiazanie
zadania jest zakoficzone. Natomiast dla ¢t =1 lub ¢ = 2 mamy 1¢(t—3)=—11ido

dokoficzenia rozwiazania nalezy wskazaé jeszcze jeden, rézny od wymienionych
powyzej, dwuelementowy podzbiér o nieujemnej sumie elementéw. Jednak na
mocy nieréwnosci n > 6 dostajemy

n—2t>6-2-2=2.
Zbiér L ma zatem przynajmniej 2 elementy i nier6wnosé > (L) > 0 dowodzi, ze
szukanym podzbiorem jest zbiér dwdch najwiekszych elementéw zbioru L. To
koniczy rozwiazanie.
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Teoria liczb

Przejdzmy teraz do kilku przykladéw z teorii liczb. Pierwszy z nich jest bardzo
prosty, lecz ma bardzo wazne konsekwencje.

Zadanie 8.
Niech p bedzie liczbag pierwsza, zas a dowolna liczba catkowitg niepodzielng
przez p. Niech ponadto n bedzie najmniejsza taka liczba, ze
a”=1 (mod p).
Wtedy n|p — 1.

Rozwigzanie. Oczywiscie n < p — 1, bowiem w mys$l matego twierdzenia Fermata
a? ' =1 (mod p).

Jesli n nie dzieli p — 1, to wykonujac dzielenie z reszta otrzymujemy, ze

p—1=kn+ 1 dla pewnych liczb catkowitych kil > 0. Wtedy korzystajac

ponownie z maltego twierdzenia Fermata oraz zalozen zadania dostajemy
I1=a?" ' =a"" =4 (mod p).

W takim razie znalezliémy mniejsza potege liczby a dajaca reszte 1 modulo p

wbrew poczynionemu zalozeniu.

W bardzo podobny sposéb mozemy udowodnié¢ nastepujacy rezultat.

Zatozimy, Ze mamy dang liczbe catkowitq dodatniqg n oraz liczbe catkowitq a z nig
wzglednie pierwszq. Niech k bedzie najmniejszq takq liczbg, Ze
a* =1 (modn).
Wtedy jesli
at=1 (modn),
to k|l.

Te dwa proste fakty sa niezwykle wazne, gdyz pokazuja, ze reszty poteg liczby
calkowitej z dzielenia przez liczbe z nig wzglednie pierwsza maja strukture grupy
cyklicznej. Sprobujmy je wykorzysta¢ do rozwiagzania znacznie trudniejszego
zadania.

Zadanie 9.
Wykazaé, ze nie istnieje taka liczba caltkowita n > 1, ze n|2" — 1.

Rozwigzanie. Przypudémy, ze istnieje liczba catkowita n > 1, dla ktoérej zachodzi
podzielno$é n|2" — 1. Wybierzmy najmniejszy dzielnik pierwszy p liczby n.
Wowczas zalozona podzielnosé pociaga za soba kongruencje
2" =1 (mod p).
Niech teraz s bedzie najmniejsza taka liczba caltkowita dodatnia, ze
2°=1 (mod p).
Wéwezas jednoczesnie s|p — 1 oraz s|n, skad wniosek, ze siINWD(n,p — 1).
Jednakze liczba p byta najmniejszym dzielnikiem pierwszym liczby n, skad
wynika, ze n nie moze mie¢ juz zadnych wspélnych dzielnikéw pierwszych
z p— 1. W takim razie NWD(n,p — 1) = 1, czyli s = 1. To jednak oznacza, ze
2=1 (mod p),
a to jest niemozliwe. Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze nie moze istnie¢ taka
liczba catkowita n > 1, dla ktérej zachodzi podzielnosé n|2™ — 1.

Jak wida¢ znéw wykorzystanie elementu ekstremalnego okazato sie kluczowe.
Bez niego nawet majac dwie wczedniejsze obserwacje kreciliby$my sie w kétko
nie mogac nic udowodnié¢. Dodajmy jeszcze, ze jesli zastapiliby$my 2 wieksza
liczba, to teza przestaje by prawdziwa.

Kolejny nasz przyktad dotyczy badania sum cyfr wielokrotnoéci pewnej
liczby. Zastosowanie ekstremalnosci wydaje sie tutaj dos¢ nieoczekiwane, co

nieco powinno ttumaczyé¢ fakt, ze to zadanie sprawia dos¢ spore problemy
olimpijczykom.
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Zadanie 10.
Niech k bedzie liczba catkowita dodatnia. Wyznaczy¢ najmniejsza wartosé, jaka
moze przyja¢ suma cyfr dodatniej wielokrotnosci liczby 10% — 1.

Rozwiazanie. Odpowiedz: 9k.

Suma cyfr liczby 10¥ — 1 jest oczywicie réwna 9k. Wystarczy wiec udowodnié,
ze zalozenie istnienia wielokrotnoéci liczby 10* — 1 o mniejszej sumie

cyfr prowadzi do sprzecznosci. Niech wiec n bedzie najmniejsza dodatnia
wielokrotnoécia liczby 10¥ — 1 o sumie cyfr mniejszej niz 9k. Wéwezas n > 10F

i liczba n nie jest podzielna przez 10. Ponadto zapis dziesietny liczby n nie
moze rozpoczynadé sie k cyframi 9, gdyz w przeciwnym razie suma cyfr liczby

n przekraczalaby 9k. Niech m bedzie najwieksza liczba postaci (10¥ — 1)10¢
(gdzie I > 0), ktéra jest mniejsza od n. Liczba n — m jest dodatnia, mniejsza od
n i podzielna przez 10 — 1. Ponadto liczba m ma o jedng cyfre mniej niz n. Jesli
wiec ay, ag, ..., a1 sa pierwszymi k + 1 cyframi liczby n, to réznica miedzy
sumami cyfr liczb n oraz n — m jest taka sama jak réznica miedzy sumami cyfr
liczb aiazas - - arar+1 oraz a1G2a3 - - - ke — 99...99. Ta ostatnia liczba
powstaje jednak przez zwigkszenie o jeden liczby, ktorej kolejnymi cyframi

sa a1 — 1, ag, as, ..., ag, ax+1. Wobec tego suma cyfr tej liczby nie moze
przekraczad

(a1—1)+a2+a3+...+ak+ak+1+1,

czyli — sumy cyfr liczby @1azas - .- axary1- W takim razie suma cyfr liczby n —m
nie przekracza sumy cyfr n, co wszakze przeczy okresleniu liczby n. Otrzymana
sprzeczno$é¢ konczy rozwiazanie.

Dodajmy na koniec, ze rozwazanie elementéw ekstremalnych pojawia sie takze
w tak zwanej metodzie regresji, o ktérej wspomnimy oddzielnie w ostatnim
rozdziale.

Geometria

Przejdzmy teraz do ostatniego typu zadan — do geometrii. Istnieje tutaj

wiele bardzo wdziecznych zadan na, czesto bardzo nieoczywiste, zastosowanie
ekstremalnosci. Rozpocznijmy od ponizszego zadania pochodzacego z zawodéw
IT stopnia 33. Olimpiady Matematycznej. Rozwazmy je dla uproszczenia w wersji
na plaszczyznie (na zawodach pojawila si¢ wersja przestrzenna, ktéra robi sie
identycznie).

Zadanie 11. (33. Olimpiada Matematyczna, zawody stopnia drugiego)
Niech A bedzie skoniczonym zbiorem punktéow na plaszczyinie majgcym te
wlasnosé, ze dla dowolnych jego punktow P i Q istnieje izometria przestrzeni
przeprowadzajgca zbior A na zbior A oraz punkt P na punkt Q. Udowodnié, ze
istnieje okrqgg przechodzgcy przez wszystkie punkty zbioru A.

Rozwigzanie. Niech K bedzie kolem o najmniejszym promieniu zawierajacym
zbiér A. Wykazemy, ze w dowolnej izometrii zachowujacej zbiér A koto K
przechodzi na siebie. Gdyby bowiem tak nie bylo, to dla pewnej izometrii

f mieliby$émy f(A4) = A1 f(K) = K;. Wtedy jednak zbiér A bylby zawarty

w zbiorze K N K;. Cze$é wspdlna dwéch réznych két o tym samym promieniu
jest zawarta w kole o promieniu mniejszym. To przeczy jednak temu, ze K jest
najmniejszym kolem zawierajacym A. Zatem kazda izometria przeprowadzajaca
A na siebie przeksztalca tez srodek S kola K na siebie. W szczegdlnosci
rozwazajac izometrie zachowujacg zbiér A i przeprowadzajaca punkt P na @
oraz ) na P stwierdzamy, ze PS = @S. Stad wniosek, ze wszystkie punkty
zbioru A leza na okregu o srodku S.

Zauwazmy, ze W powyzszym rozwiazaniu nie korzystaliSmy ze skonczonosci
zbioru A, lecz jedynie z tego, Ze jest ograniczony.
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Rys. 4.

A oto inny przyklad zastosowania ekstremalnosci w zadaniu geometrycznym.

Zadanie 12.

Na plaszczyznie dany jest skonczony zbiér punktéw, z ktérych kazde trzy sa
wierzchotkami tréojkata o polu nie wigkszym niz 1. Wykazaé, ze ten zbiér jest
zawarty w pewnym trojkacie o polu nie wiekszym niz 4.

Rozwigzanie. Skoro zbiér punktéw jest skoniczony, to skonczony jest tez zbiér
wszystkich tréjkatéw o wierzchotkach w tych punktach. Wybierzmy w nim wiec
tréjkat ABC' o najwigkszym polu (jesli jest ich kilka, to weZzmy dowolny z nich).
Nastepnie przez kazdy z jego wierzchotkéw poprowadzmy prosta réwnolegla do
przeciwlegtego boku otrzymujac tréjkat A’ B'C’. Zauwazmy, ze tréjkat A’B'C’
jest obrazem tréjkata ABC w jednokladnosci o srodku w srodku ciezkosci

ABC i skali —2. Skoro pole trojkata ABC byto nie wieksze niz 1, to pole
A'B'C" jest nie wigksze niz 4. Udowodnimy, ze wszystkie punkty danego zbioru
leza w tréjkacie A’B’'C’. Gdyby tak nie bylo, to pewien punkt P lezy np. po
przeciwnej stronie A’ B’ niz odcinek AB. Wéwczas jednak pole tréjkata ABP
byloby wigksze niz pole tréjkata ABC, co przeczyloby temu, ze ten ostatni byt
tréjkatem o najwiekszym polu. To za$ oznacza, ze wszystkie punkty istotnie leza
w tréjkacie A’B'C".

Okazuje sig, ze ten motyw z braniem tréjkata o najwigkszym polu jest bardzo
skuteczna technika. Jednym z przyktadéw jej zastosowania jest nastepujace dosé
trudne zadanie, ktore pojawilo sie na finale 56. Olimpiady Matematycznej.

Zadanie 13. (56. Olimpiada Matematyczna, zawody stopnia trzeciego)
Udowodni¢, ze kazdy wielokat wypukly o polu 1 zawiera szesciokat wypukty
o polu nie mniejszym niz 3/4.

Rozwigzanie.

Sposdb I. Jesli liczba wierzcholkéw danego wielokata jest nie wieksza niz

6 to nie ma czego dowodzi¢. W przeciwnym razie sposréd wierzchotkéw

danego wielokata VW wybieramy trzy A, B i C bedace wierzchotkami tréjkata

o najwigkszym polu, réwnym s. Niech X bedzie punktem wielokata W, lezacym
po przeciwnej stronie prostej BC niz punkt A i oddalonym najdalej od prostej
BC. Analogicznie definiujemy punkty Y i Z. Wykazemy, Ze pole szesciokata
AZBXCY jest nie mniejsze niz 3/4. Oczywiscie tak skonstruowany szesciokat
moze by¢ zdegenerowany do wielokata o mniejszej liczbie wierzchotkéw (np. gdy
jeden z bokéw tréjkata ABC jest bokiem wielokata W). Jednakze jedli liczba
wierzchotkéw wielokata W jest réwna co najmniej 7, to zawsze bedziemy mogli
otrzymany zdegenerowany szesciokat AZBXCY powigkszy¢ juz do prawdziwego
szesciokata.

Rys. 5.

Przez punkty A, B i C' poprowadzmy proste rownolegle odpowiednio do
prostych BC, CA i AB wyznaczajace tréjkat o wierzchotkach D, F, F.

7Z faktu, ze tréjkat ABC ma najwigksze pole sposréd wszystkich tréjkatow
o wierzchotkach w wierzchotkach wielokata W wynika, ze wielokat W jest
zawarty w tréjkacie DEF.

Niech s bedzie polem tréjkata ABC, wtedy kazdy z trojkatéw BCD, CAE
i ABF réwniez ma pole réwne s. Przez x, y, z oznaczmy za$ odpowiednio pola
trojkatéw BCX, CAY i ABZ. Mamy wykazaé, ze x +y + z + s > 3/4.
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Rys. 7.

Nietrudno obliczyé¢, ze

2 2 2,2

[CBKL) =2z -, [CANM]=2y—L, [ABQP]=2:-=.
S S S
Pole szesciokata K LM N P(Q) jest wiec rowne
22 4 y? 4 22
—
A skoro ten szeSciokat zawiera wielokat W, to powyzsze wyrazenie jest nie
mniejsze niz 1. Zadanie bedzie wigc rozwiazane, jesli wykazemy, ze

$2+y2+22)

s+2x+4+2y+ 2z —

x+y+z+523/4(8+2x+2y+2z—
s

co jest rownowazne

(3z —8)2 + (3y — 5)* + (32 — 5)* > 0.

Rys. 6.
A oto inne podejécie do rozwigzania tego samego zadania.

Sposcb 11. Sposrdéd wszystkich odcinkdéw taczacych wierzchotki danego
wielokata wybierzmy najdtuzszy. Jesli jest on bokiem wielokata, to z dalszego
rozumowania wyniknie, ze zawiera on czworokat wypukly o polu réwnym co
najmniej 3/4, ktéry bedziemy mogli rozszerzy¢ do szeSciokata. Zalézmy wiec,
ze dany odcinek jest przekatna wielokata (zalézmy, ze A i B sa jej koncami).
Woéwezas dzieli on go na dwa mniejsze wielokaty — Wi i Ws. Wykazemy teraz,
ze wielokat W, zawiera czworokat o polu nie mniejszym niz 3/4 pola wielokata
Wy, ktorego jednym z bokéw jest wspomniana wezesniej przekatna. To samo
rozumowanie przeprowadzimy dla wielokata Ws i z tak otrzymanych dwéch
czworokatéw dostaniemy szesciokat, o ktéry chodzi.

Na obwodzie wielokata W, wybierzmy teraz takie punkty C i D, ze CD||AB
i 2CD = AB. Wykazemy, ze

[ABCD] > 3/4 - W1].
Niech E bedzie punktem przeciecia sie prostych AD i BC. Wtedy pole trojkata
ABE jest réwne 4/3 pola czworokata ABCD i wystarczy dowie$¢, ze jest ono
nie mniejsze niz pole wielokata W,;. Wielokat W, sklada sie z czterech czesci:
trapezu ABCD oraz wielokatow wypuklych Py, Po, Ps odcietych odpowiednio
przekatnymi AD, CD, BC. Wystarczy wiec dowiesé, ze pole trojkata CDE
jest nie mniejsze niz suma pol trzech ostatnich wielokatéw. Niech k, [, m beda
prostymi prostopadtymi do AB przechodzacymi odpowiednio przez punkty
A, E, B. Ponadto niech P; i P} beda wielokatami symetrycznymi do Py i Ps
wzgledem punktéw D i C. Poniewaz odcinek AB byt najdiuzszym sposréd
wszystkich taczacych wierzcholki wyjsciowego wielokata, to wielokat W, zawiera
si¢ miedzy prostymi k i m. W takim razie prosta [ rozdziela oba wielokaty
P11 Pi. Dodatkowo wypuklosé wielokata Wy implikuje, ze wielokat Pa jest
roztaczny z kazdym z wielokatéw Pp i Pj, a to oznacza, ze suma tych pdl tych
trzech wielokatéw nie moze przekraczaé pola trojkata CDE
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Zadanie 14. (Problem Sylvestera)

Na plaszczyznie danych jest n > 3 punktow. Wiadomo, ze kazda prosta, ktora
przechodzi przez dwa z tych punktow, przechodzi jeszcze przez trzeci z nich.
Wykazaé, ze wszystkie dane punkty leZg na jednej prostej.

Rozwigzanie. Rozpatrzmy zbior £ wszystkich prostych przechodzacych przez co
najmniej dwa punkty sposrdéd n rozwazanych. W zbiorze par (£, P) (gdzie P jest
jednym z n danych punktéw) wybierzmy ta (¢1, Py), dla ktérej odlegto$é punktu
Py od prostej ¢1 € L jest najmniejsza (istnieje, bo jest to zbidr skonczony).

Rys. 8.

Niech @ bedzie punktem na prostej ¢; najblizszym punktowi P;. Gdyby na
prostej 1 istnialy trzy punkty spoéréd rozwazanych, to pewne dwa spo$réd nich
P, i P3 leza po tej samej stronie punktu @ — jak pokazano na rysunku 8 (byé
moze jeden z nich si¢ pokrywa z Q). Wowczas odlegto$é punktu P od P P3 jest
mniejsza niz P1Q.

Porzadkowanie rozumowan

Okazuje sie, ze wyréznienie elementu ekstemalnego moze by¢ wykorzystane do
zgrabnego i uporzadkowanego zapisania dowodu. Dotyczy to miedzy innymi
niektoérych rozumowan indukcyjnych, metody péiniezmiennikéw czy metody
regresji

Rozpocznijmy od dos¢ dobrze znanej zasady indukcji. Jak wiadomo jest ona
rownowazna zasadzie minimum. Zdarza sie, ze zamiast przeprowadza¢ dowod
indukcyjny znacznie zgrabniej jest sie¢ wlasnie postuzy¢ zasada minimum. Oto
przyktad.

Zadanie 15.
Dany jest ciag (b,) okreSlony wzorami

by =by=1 oraz b, =b,_1+6b,_o dlan>2.
Wykazaé, ze ciag (b,,) nie zawiera wyrazéw podzielnych przez 6.

Jedli chcielibySmy sie postuzy¢ jakas typowa indukcja, to nalezaloby najpierw
przeanalizowaé potencjalne pary reszt modulo 6, jakie daja dwa kolejne

wyrazy ciagu (b, ), a potem wykorzystaé¢ ich okresowosé. Potencjalnie moze

ich by¢ sporo (zwlaszcza jesli inaczej dobraliby$my dane), co sprawia, ze takie
rozumowanie staje sie albo bardzo uciazliwe albo wrecz niewykonalne. Jednak
pomystowe wykorzystanie metody dowodzenia nie wprost oraz zasady minimum
pozwala pokonaé problem bez zadnych trudnodci.

Rozwigzanie. Przypusémy, ze teza jest falszywa. Zbiér elementéw ciagu (by,)
podzielnych przez 6 jest wiec niepusty, a zatem posiada element najmniejszy by.
Ponadto k£ > 3, bowiem elementy by i by nie sg podzielne przez 6. Zatem
korzystajac z zaleznosci wnosimy, ze 6|bg—1 + 6bg_o albo 6]bg_1. Otrzymujemy
sprzeczno$¢, bowiem otrzymali$émy mniejszy element ciagu (b,,) podzielny

przez 6.
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Ekstremalnos$é bywa takze pomocna w zgrabnym zapisaniu rozwiazania

opartego na metodzie péiniezmiennikéw. Zaldézmy, ze w danym zadaniu
wystepuje pewien proces albo my sami konstruujemy ten proces w rozwiazaniu.
Wowczas metoda polega na znalezieniu pewnej wielkosci, ktora si¢ zmienia
kontrolowanie i dziki ktérej mozemy wyciagnaé¢ pewne wnioski (np., ze procesu
nie mozna kontynuowaé w nieskonczonosé¢ albo ze doprowadzi on nas w koncu do
oczekiwanej przez nas sytuacji). Czesto zgrabne zapisanie takiego rozwiazania
nastrecza wielu klopotéw i wtedy dobrze jest wykorzystaé ekstremalno$é. Oto
przyktad.

Zadanie 16.

Na plaszczyznie danych jest 2n punktéow —n bialych i n czarnych (Zadne trzy
nie lezg na jednej prostej). Udowodnié, ze mozna tak polgczyé je n odcinkams,
aby kazdy odcinek mial korice roznych kolorow i aby Zadne dwa odcinki nie mialy
punktow wspdlnych.

Rozwigzanie. Niech B; beda punktami bialymi, zas C; czarnymi. Polaczmy
najpierw punkt B; z punktem C; dlai =1, 2, ..., n. Przypusémy, ze istnieja
odcinki, ktére sie przecinaja — np. B1C1 i BoCy. Wowczas naturalne jest
zamieni¢ je na B1Cs i BoCy (ktére s bokami czworokata o przekatnych B;Ch

i BoCy). Taka operacja moze jednak zwigkszy¢ liczbe punktéw przeciecia.
Jednakze nalezy zauwazy¢, ze ta operacja zmniejszyla sume diugosci wszystkich
odcinkéw. Poniewaz ta suma moze przyjmowaé jedynie skonczenie wiele
wartosci, to opisany proces musi si¢ kiedys$ zakonczy¢.

Powyzsze rozwiazanie mozna zapisaé znacznie zgrabniej. Polaczmy tak

punkty biale i czarne, ze suma dlugosci wszystkich otrzymanych odcinkéw

jest najmniejsza (taka istnieje, bowiem wszystkich sum jest skonczenie wiele).
Przyjmijmy dla ustalenia uwagi, ze sa to odcinki B1C1, B2Cs, ..., B,C,.
Przypus$émy, ze pewne dwa odcinki sie przecinaja — np. B1Cy i BoCy. Wtedy
zczymy punkty odcinkami B,Cy, BoCy, B3Cs, ..., B,C), — suma ich dlugosci
jest mniejsza niz poprzednia, co stoi w sprzecznoéci z poczynionym zalozeniem.

Na koniec przejdzmy do wspomnianej juz metody regresji. Podobnie jak
w metodzie péiniezmiennikéw takze i tutaj zazwyczaj konstruujemy pewien
proces, ktory nie moze si¢ zatrzymac. Zobaczmy to dokladniej na przyktadzie.

Zadanie 17.
Udowodnic, Ze rownanie

2a” + 3b* = ¢?
nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych dodatnich.

Rozwigzanie. Przypuéémy, ze liczby a, b, ¢ sa rozwiazaniem danego réwnania.
Kwadraty liczb catkowitych daja reszty 0 lub 1 z dzielenia przez 3. Badajac dane
réwnanie modulo 3 stwierdzamy, ze 2a® = ¢? (mod 3). W takim razie a = 3a;
i ¢ = 3c;. wstawiajac to do danego réwnania i dzielac przez 3 dostajemy

6a2 + b? = 3c3.
Stad wniosek, ze b = 3by, wiec

2a} + 3b7 = ci.
Otrzymalisémy réownanie identyczne z wyjéciowym. Zatem jesli liczby a, b, ¢ sa
rozwiazaniem danego réwnania, to réwniez liczby a1 = a/3, by =b/3, ¢1 = ¢/3
sa rozwiazaniem. Kontynuujac to postepowanie dostajemy, ze liczby a,, = a/3",
by, =b/3", ¢, = ¢/3™. Ale to jest niemozliwe.

Znéw powyzsze rozumowanie mozna zredagowaé znacznie zgrabniej.
Przypus$émy, ze dane réwnanie ma rozwiazanie. Wybierzmy w zbiorze tych
rozwiazan taka tréjke (a,b,c), ze suma a + b + ¢ jest najmniejsza (w zbiorze
liczb catkowitych dodatnich istnieje element najmniejszy). Przeprowadzajac
identyczne rozumowanie jak wyzej otrzymujemy, ze liczby a1 = a/3, by = b/3,
¢1 = ¢/3 réwniez sa rozwigzaniem danego réwnania. Jednak suma a; + b1 + ¢
jest mniejsza od a + b + ¢. Sprzecznosc.
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Kilka zadan

Na koniec przedstawiamy kilka innych zadan, ktére réwniez mozna zrecznie
rozwiazaé rozwazajac elementy ekstremalne.

Zadanie 18. (55. Olimpiada Matematyczna, zawody stopnia drugiego)
Liczby dodatnie a, b, ¢, d spetniajq uklad réwnan
a® 4+ b° + ¢ = 3d°
bt 4 ¢t +d* = 3a*
A +d° +a® =30
Udowodnié, ze a = b=c=d.
Zadanie 19. (nier6wno$é Schura)
Udowodnic, zZe dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi nierownosé
a® 4+ b3 4 3 + 3abe > a’b + ab® + b?c + be? + Pa + ca®.

Zadanie 20.
Udowodnié, zZe w dowolnym pieciokgcie wypuklym istniejq trzy przekgtne,
z ktorych mozna zbudowaé trojkqt.

Zadanie 21.
Wykazaé, ze kazdy wielokgt wypukly o polu 1 jest zawarty w pewnym
réwnolegloboku o polu /2.

W istocie najlepszym oszacowaniem jest 4/3, lecz dowéd w tym przypadku jest
znacznie trudniejszy.

Zadanie 22. (62. Olimpiada Matematyczna, zawody stopnia trzeciego)
Udowodnic, zZe nie istniejq takie wielomiany f1, fo, f3, fa 0 wspolczynnikach
wymiernych, zZe dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi réwnosé

22 + 7= (f1(2))* + (f2(2))* + (f3(2))® + (fa(z)).

Zadanie 23.

Udowodnié, ze rownanie

ottt =22

nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych dodatnich.

30



Literatura
Broszury Olimpiady Matematycznej: 33., 37., 55., 56. ,57., 61., 62.

Sprawozdanie z Obozu Naukowego Olimpiady Matematycznej w Zwardoniu
w 2007 roku.

Henryk Pawlowski Zadania z olimpiad matematycznych z calego swiata.
Trygonometria i geometria, Oficyna Wydawnicza ,, Tutor”, Torun 2003.

Lev Kourliandtchik Wedréwki po krainie nierdwnosci, Wydawnictwo Aksjomat,
Torun 2000.

Martin Aigner, Giinter Ziegler Dowody z Ksiegi, Wydawnictwo Naukowe PWN]
Warszawa 2002.

Wactaw Sierpinski 200 zadar z elementarnej teorii liczb, Panstwowe Zaklady
Wydawnictw Szkolnych, Warszawa 1964.

Krzysztof Chelminski, Waldemar Pompe Kqcik Olimpijski (18), Niezmienniki
i pdiniezmienniki (I1I), Delta 8/1996.

31



