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W sierpniu 1900 roku w Paryzu odbyt sie¢ Miedzynarodowy Kongres
Matematykéw. Formalnie byt to drugi lub trzeci Kongres, ale te poprzednie byty
tak nieudane, ze od tej pory Kongresow sie nie numeruje, tylko datuje.

Na owym Kongresie, 8 sierpnia, na wspolnym posiedzeniu sekcji piatej —

historii i bibliografii — oraz szostej — dydaktyki i metodologii, wystapit David
Hilbert z wyktadem Problemy matematyczne. Na wyktad przyszedt ttum
matematykow z wszystkich sekcji, bowiem trzydziestoosmioletni Hilbert

cieszyl sie niecodzienng stawg lidera naszej dyscypliny. Zamiar wyktadu byt tez
niecodzienny — Hilbert postanowil nakresli¢ strategie dla matematyki XX wieku.

Zalozenia przyjal proste. Z jego obserwacji wynikalo, ze matematyka powstaje
przez zmagania z konkretnymi zadaniami. Wszelkie nowe pojecia czy sposoby
dowodzenia powstajg wlasnie i jedynie w tym celu, by odpowiedzie¢ na
konkretne pytania. Teze te uzasadnil licznymi i przekonujacymi przyktadami

z historii matematyki, po czym zaczal wymienia¢ problemy, zmaganie z ktérymi
— jego zdaniem — napedza¢ bedzie matematyke zblizajacego sie stulecia.

Ile byto tych probleméw, nie wiadomo. Stenogram stwierdza, ze niejednokrotnie
kto$ przerywal Hilbertowi, méwiac, ze juz zna odpowiedz. Zanotowanych

w tym stenogramie probleméw jest 23. Wszyscy matematycy, ktorych szczyt
aktywnosci wypadl w ubieglym stuleciu, grupowali sie wokol ktéregos z tych
probleméw. Mnie zdarzylo sie¢ dtubaé przy problemie czwartym. Dla ilustracji,
jak bardzo Hilbert przemawial potocznym jezykiem, najpierw przedstawie
mozliwie dokladne tlumaczenie tego fragmentu stenogramu.

IV problem Hilberta

Jesli z calego ukladu aksjomatow, koniecznych do zbudowania zwyktej geometrii
euklidesowey, odrzucimy aksjomat o rownoleglych i przyjmiemy, Ze wszystkie
pozostate aksjomaty sq spelnione, a ten aksjomat nie jest spelniony, to, jak
wiadomo, otrzymamy geometrie Lobaczewskiego (czyli hiperboliczng). Dlatego
mozemy powiedzieé, Ze geometria ta jest, w pewnym sensie, najblizsza geometrii
Euklidesa. Jezeli nastepnie zaZgdamy, by nie byl spetniony aksjomat mowigcey, Ze
sposrad trzech punktow na jednej prostej doktadnie jeden lezy miedzy pozostatymsi
dwoma, to przejdziemy do geometrii Riemanna (czyli eliptycznej), ktérg, w tym
sensie, mozna uznaé za najblizszq geometrii Lobaczewskiego.

Jezeli zechcemy przeprowadzi¢ w analogiczny sposéb rozwazania dotyczgce
aksjomatu Archimedesa, to, przyjowszy, ze aksjomat ten nie jest spelniony,
przejdziemy do geometrii niearchimedesowych, badanych przez Veronese i przeze
mnie.

Powstaje przy tym bardziej ogélny problem, polegajgcy na pytaniu, czy mozna,
wychodzgc z innych plodnych punktow widzenia, zbudowaé geometrie, ktore
rownie zasadnie moglyby bycé uwazane za najblizsze zwyklej euklidesowej
geometrii.

Chciatbym przy tym zwrécié vwage Panstwa na jedno zdanie, przyjmowane nawet
przez niektorych autorow za okreslenie linii prostej, zgodnie z ktorym linia prosta
jest nagkrotszym polgczeniem dwoch punktow. Sens tego zdania sprowadza sie

w istocie do twierdzenia Fuklidesa o tym, Ze suma dwdch bokow trojkqta jest
zawsze wieksza od trzeciego boku; jak tatwo zauwazyé, twierdzenie to jest oparte
tylko ma pojeciach elementarnych, czyli takich, ktore mozna uzyskac bezposrednio
z aksjomatow i dlatego poddajq sie catkowicie badaniom logiks.

Euklides dowiodl tego twierdzenia o trojkgcie za pomocg twierdzenia o kgcie
zewnetrznym, wykorzystujgc wlasnosci przystawania. Latwo jednak przekonac
sie, ze dla dowodu tego euklidesowego twierdzenia nie wystarczajq wiasnosci
przystawania mowigce o odkladaniu odcinkow i kgtow, lecz niezbedne jest jeszcze
twierdzenie mowigce o rownosci tréjkgtow.
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Jest to sytuacja podobna do pytania

o metryzacj¢ przestrzeni topologicznej:
chodzi tam o taka metryke, ktéra
indukuje topologie¢ réwnowazna
wyjsciowej.

W ten sposdb powstaje pytanie o takg geometrie, w ktorej spelnione sq wszystkie
aksjomaty zwyklej geometriv euklidesowej i, w szczegolnosci, wszystkie aksjomaty
przystawania, z wyjgtkiem jednego — aksjomatu przystawania trédjkgtéw (albo
zalozenia o réwnodci kgtdw przy podstawie tréjkgta réwnoramiennego), ale

w ktorej przyjmuje sie dodatkowo aksjomat, Ze w kazdym triojkgcie suma dwoch
bokow jest wieksza od trzeciego.

Okazuje sie, Ze taka geometria rzeczywiscie istnieje 1 jest to mic innego, jak
geometria, ktorg stworzyl Minkowski w swojej ksigzce ,,Geometria liczb”

i ktorej uzyl za podstawe swoich badan arytmetycznych. W ten sposob geometria
Minkowskiego jest rowniez jedng z najblizszych zwyklej geometrii euklidesowey.

Podstawowe zalozenia tej geometrii s¢ nastepujgce. Po pierwsze, zbior punktow
réwno oddalonych od danego punktu O przedstawia wypukiq i domknietq
powierzchnie ze Srodkiem symetrii w punkcie O w zwyklej przestrzeni
euklidesowej. Po drugie, dwa odcinki vwazamy za rowne takze i w tym przypadku,
gdy jeden z nich moze byc¢ nalozony na drugi za pomocg przesuniecia przestrzeni
euklidesowej.

W geometrii Minkowskiego spelniony jest aksjomat o réwnoleglych. W jednej

z prac, poswieconej zagadnieniu linii prostej jako najkrétszemu polgczeniu dwoch
punktow, udato mi sie zbudowaé geometrie, w ktorej nie jest spetniony aksjomat
o rownoleglo$ci, a wszystkie inne aksjomaty geometrii Minkowskiego sq spelnione.

Uwazam za bardzo pozgdane zbudowanie i systematyczne zbadanie wszystkich
moZliwych takich geometrii ze wzgledu na wielkie znaczenie, jakie ma zaloZenie
o prostej, jako najkrétszym polgczeniu dwdch punktéw i (w istocie réwnowazne
mu) twierdzenie Fuklidesa o bokach tréjkata nie tylko w teorii liczb, lecz takze
1w teorit powierzchni, © w rachunku wariacyjnym.

Wuydage sie, Ze wszechstronne zbadanie sytuacji, w ktorych to zaloZenie jest
spelnione, wniesie nowe swiatlo zaréwno w sprawe pojecia odleglosci, jak
réwniez w sprawe innych poje¢ elementarnych, na przyklad pojecie plaszczyzny
1 mozliwosci jej okreslenia za pomocg pojecia proste;.

W przypadku plaszczyzny, jesli przyjeé rowniez aksjomat cigglosci, zarysowana
problematyka prowadzi do zadania postawionego przez Darbouz: znaleZé na
plaszczyznie wszystkie zadania wariacyjne, ktorych rozwigzaniami sq wszystkie
proste tej plaszczyzny.

Takie postawienie pytania wydaje mi sie sensowne i majgce bardzo wiele daleko
idgcych uogolnien.

Interpretacja problemu i rozstrzygniecie Hamela

Tak swobodne postawienie problemu nie spowodowalo jednak powstania réznic
w jego bardziej konkretnym rozumieniu. Wszyscy zrozumieli, ze chodzi tu

o pytanie, jak wygladaja wszystkie przyzwoite geometrie?

Co wiecej, okazalo sie, ze poglad na to, co nazywamy przyzwoitoscia (zazwyczaj
wyjatkowo rozbiezny) wéréd matematykéw nie budzil watpliwosci: wszyscy,

bez sondazy ani glosowania, zgodzili sie, ze przyzwoita geometria to kazda
z mozliwych metryzacji przestrzeni rzutowej lub jej wypuklego podzbioru.

Jak wiec wygladaja te metryzacje?

Wydaje sig, ze tu potrzebne jest wyjadnienie, co mianowicie w tej sytuacji
znaczy termin metryzacja.

Metryzacja przestrzeni rzutowej (lub jej podzbioru) to taka metryka, w ktérej
proste rzutowe (dane nam wraz z przestrzenia) okaza sie prostymi lub okregami
wielkimi w sensie metryki.

Uscislijmy wiec jeszcze i to: prosta w metryce p to taki zbiér punktow, ze dla
dowolnych trzech z nich A, B, C' zachodzi

p(AB) + p(BC) = p(AC) V p(BC) + p(CA) = p(BA) V p(CA) + p(AB) = p(CB);
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z kolei okrag wielki w metryce p to zbiér punktéw, w ktérym istnieja takie trzy
punkty A, B, C, ze dla kazdego z punktéw X tego zbioru zachodzi

p(AX) + p(XB) = p(AB) V p(BX) + p(XC) = p(BC) V p(CX) + p(XA) = p(CA).

Jak wida¢, Hamel nawigzuje rowniez do
dostownych sformutowan Hilberta.

Stowo ograniczony tu oznacza zbior,
ktorego brzegiem jest krzywa zwyczajna
zamknieta. Pominiete metryki Hilberta
sg literalnym powtdérzeniem metryk

z modelu Kleina geometrii hiperbolicznej:
dlugoé¢ odcinka AB lezacego na cigciwie
PQ rozwazanego zbioru to

PA PB‘

In — ;

QA QB
oba ulamki sa dobrze okreslone jako
afiniczny stosunek podzialu odcinka PQ.

Rys. 1

Odpowiedz na tak rozumiane pytanie Hilberta przyszta po trzech latach i jest
zawarta w pracy

Georg Hamel, Uber die Geometrien in denen Geraden die Kiirzesten sind,
Math.Ann. 57(1903), 231-264

Hamel stwierdza przede wszystkim, ze w jednej przestrzeni nie moga by¢
zrealizowane obie mozliwosci: albo sa w niej jedynie metryczne proste, albo
jedynie same metryczne okregi wielkie.

W tym drugim przypadku zmetryzowana jest cala przestrzen rzutowa i jedyna
metryka jest metryka eliptyczna (czyli naturalna metryka sfery podzielona przez
antypodyzm).

W przeciwnym przypadku metryzacji podlega tylko przestrzen afiniczna i jej
wypukte ograniczone podzbiory otwarte.

W przypadku calej przestrzeni afinicznej odpowiednie metryki to wymienione
w tekscie Hilberta metryki Minkowskiego.

W przypadku wypuklego ograniczonego podzbioru przestrzeni afinicznej sa to
tzw. metryki Hilberta.

Dalej bedzie mowa tylko o metryzacji calej przestrzeni afinicznej. Zasadnicze
wyniki przedstawie — dla pogladowosci rysunkéw — tylko w wymiarze 2.
Ograniczenie wymiaru nie bedzie miatlo wplywu na ogdlnoé¢ przytaczanych
rezultatéw.

Na zakonczenie, oczywiscie, powrdce do rozwazan w dowolnym skonczonym
wymiarze.

Ciata cechujace

Pojeciem ogdélniejszym od metryk Minkowskiego jest metryka dana przez ciato
cechujgce. Od razu wypada dodaé, ze nazwa ta wyszla z uzycia jakie$ 40 lat
temu. Ciekawe, ze specjalisci od analizy funkcjonalnej nie zastapili jej zadna
inng nazwa. A wiec postugiwanie si¢ cialem cechujgcym obecnie znajduje si¢
w klasie (skadinad zawierajacej wiele czynnosci atrakeyjnych) rzeczy, ktére sie
robi, ale o ktérych sie nie méwi.

Definicja tej metryki jest na rysunku obok:

OB’

OAs’

gdzie ® ogranicza zbiér wypukly o §rodku symetrii O, ABB’O jest
réwnoleglobokiem, a punkt Ag jest przecieciem @ z pélprosta OB’ ulamek zas
to modut stosunku afinicznego podziatu odcinka Ag B’ punktem O.

pa(AB) =

Oto najbardziej znane przyktady.

— Gdy @ jest kwadratem (1, 0)(0, 1)(—1, 0)(0, —1), otrzymujemy metryke
miejska — oczywidcie, nie jest to metryka Minkowskiego (proste metryczne sa ,za
grube”).

— Gdy @ jest elipsa, otrzymujemy metryke euklidesowa (poprawna nazwa,
bo otrzymana geometria to geometria euklidesowa; tylko, gdy elipsa nie jest
okregiem, o niejednakowych odcinkach jednostkowych na osiach).

Teraz przeprowadzimy dowdd, ze pg jest metryka przesuwalng i odpowiemy na
pytanie, kiedy jest metryka Minkowskiego.

Dalej rozpatrzymy pytanie, jak od wlasnosci ¢ zalezy zdefiniowana przez nig
geometria.
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Rys. 2 Rys.

Rys. 4

W dowodzie, ze zdefiniowana funkcja jest metryka przesuwalna, wszystko, poza
nieréwnodcia trojkata, jest niezwykle proste.
Z ponizszego rachunku

po(AB) =0« p(OB') =0 < p(AB) =0 < a =b,
(gdzie p to dowolnie obrana metryka euklidesowa) wynika, ze aksjomat
przestrzeni metrycznej, moéwiacy o zerowaniu sie metryki, jest spelniony.

2 Rysunek 2 wskazuje na symetryczno$¢ funkcji pg

— i pokazuje, do czego potrzebne jest zatozenie
y o $érodkowosymetrycznosci ®:
A / !
p(OB) _ p(OA")
AB) = = = BA).

B
" Rysunek 3 stanowi dowdd przesuwalnosci pg:
A@:(A—F’U)@, B,:(B+U)/.

’ Dosé oczywisty jest tez dowdd, ze punkty afinicznie
wspoltliniowe pozostaja wspotliniowe ze wzgledu na pg:
p(AX) + p(XB) = p(AB) — p(OX') + p(X'B’) = p(OB') —
p(OX') + p(X'B’) = p(OB’)
B p(OAs)
gdzie ré6wnosé p(X'B’)/p(OAs) = pe(X B) bierze sie z przesuwalnosci.

— pa(AX) + pa(XB) = po(AB),

Aby wykazaé, ze pe jest metryka nalezy wykazaé jeszcze, ze
(1) p(AX)+ p(XB) > p(AB) — po(AX) + ps(XB) > po(AB),

czyli udowodnié nieréwnoéé tréjkata dla punktéw afinicznie niewspélliniowych.
Natomiast, by wykazaé, ze jest metryka Minkowskiego, nalezy wykazaé wiecej:
() p(AX) +p(XB) > p(AB) — pa(AX) + pa(XB) > po(AB),

czyli ze je$li punkt X nie jest punktem prostej afinicznej, to nie jest punktem
prostej metryczne;j.

Istotnym technicznym elementem tego dowodu jest spostrzezenie (rys. 4), ze
pe(OP) = pe(0Q) < PQ | PoQo,

co jest oczywistym uogolnieniem trywialnej obserwacji dla ® bedacej okregiem.

Dla dowodu nieréwnosci (1) bez straty ogdlnodci
mozemy zalozy¢, ze pe(XB) < ps(AB).

Dosé odstreczajacy rysunek 5 powstaje w nastepujacy
sposéb. Najpierw tréjkat ABX przesuwamy o m,
otrzymujac A’OX’. Punkt P rysujemy tak, by A’X'OP
byt réwnoleglobokiem. Powstaja nam (patrz definicja
pa) punkty Ag, Xg i Pp. Nastepnie odkltadamy
(zgodnie z podanym wyzej spostrzezeniem) OA’ na
polprostej OX', otrzymujac X" — zgodnie z przyjetym
dodatkowym zaltozeniem X’ lezy w odcinku OX".

Punkt @ jest przecigciem poprowadzonej z X"/
réwnoleglej do X¢ Py 7z prosta A’ X'. Nier6wnosé (1)

Rys. 5

bedzie dowiedziona, gdy wykazemy, ze @) jest punktem
odcinka A’X’ - tak jak widaé na rysunku. Punkty R

i S rysujemy, odpowiednio na pStprostych OP~i OX"]
tak by X”QRS byl réwnoleglobokiem.

7 wypuktoséci ® wynika nier6wnosé

(3) {OXNQ == {OX@P@ S {OX@A@ == {OX/IA/,
co daje

pa(AB) = pa(XB) = pa(0X") = pe(0X') = pe(X'X") = pe(0S) = pa(OR) = pe(X'Q) < pa(X'A") = pe(AX),

czyli (1).
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Rys. 6

/

Rys. 7

Rys. 8

Rys. 9

Rys. 10

Zauwazmy, ze w ogblnym przypadku nieréwnosé (3) nie musi by¢ ostra (jak
na rysunku) — moze si¢ zdarzy¢, ze odcinek X¢ Pg lezy na krzywej @ i katy
sa rowne. Gdy jednak tak nie jest, nieréwno$¢ jest ostra i w konsekwencji
otrzymujemy (2).

Zatem cialo cechujace faktycznie daje metryke, w ktorej okregami (sferami
(n — 1)-wymiarowymi) sa wszystkie obrazy ® w przesunieciach

i jednokladnosciach, a samo @ jest okregiem (sfera) jednostkowym.

Gdy cialo cechujace jest mocno wypukte (czyli ® nie zawiera odcinkéw),
otrzymana metryka jest metryka Minkowskiego.

Roézne ciala — rézne geometrie

W geometriach danych przez ciato cechujace prostopadlosé definiuje si¢ za
pomoca rzutu prostokatnego.

Rzut prostokatny Py punktu P na prosta k to najblizszy punktowi P punkt
prostej k (rys. 6): gdy réwnolegla do k styczna k' do ® ma z ® punkt wspdluy
S, to PPy || OS.
Stad
kLleoVPQel (P,=Qk).
Nietrudno zauwazyé, ze k L1y Ak Ly — 1y || lo.

Rysunek 7 przekonuje nas jednak, ze nie musi by¢

ki LINky Ll — ks H ko.
Okazuje sie, ze w ogbélnym przypadku tak podnoszenie,
jak i opuszczanie prostopadlej do danej prostej moze nie
by¢ jednoznaczne.

Nietrudno zauwazy¢, ze jednoznaczno$é¢ zapewnia
dopiero gtadkos$é (czyli jednoznacznosé stycznej)
krzywej ®.

Ale na tym nie koniec klopotéw z prostopadloscig — nawet dla gladkiej ® nie
musi ona by¢ symetryczna, co demonstruje rysunek 8, na ktérym

kLIALLE.

Tu trudniej byto odgadnaé¢ potrzebna wlasnosé krzywej ®. Okazuje sie, ze aby
prostopadlos$¢ byla symetryczna, potrzeba i wystarcza, zeby ® miala wlasnosé
réwnolegloboku, co oznacza, ze

jesli opiszemy na ® rownoleglobok, ktorego dwa przeciwlegle boki sq styczne do ®
w swoich $rodkach, to jest tak i dla drugiej pary bokéw.

Jeden z takich rownolegtobokéw jest na rysunku 9.

W takim mniej wiecej stanie, mniej wigcej stulecie temu rzecz sie zatrzymala.
Pojawila sie hipoteza, wrecz nadzieja, ze gdy krzywa ® bedzie mocno wypukta,
gladka i bedzie miala wlasno$é¢ rownolegtoboku, to wyznaczone przez nia ciato
cechujace da nam geometrie euklidesowa.

Nalezalo zatem rozstrzygnaé pytanie, czy kazda taka krzywa jest elipsa.

Pytanie okazato sie¢ trudne, a odpowiedz — whrew oczekiwaniom — negatywna.
Zostata ona opublikowana w pracy

Johann Radon, Uber eine besondere Art ebener konvexer Kurven,
Ber.Vehr.Sachs.Akad., 68 (1916), 123-128.

Dopetlnia te warunki — charakteryzujac elipse — wlasnos$é symetrii:

dla kazdej Srednicy | krzywej ® istnieje taka Srednica k, Ze wszystkie sieczne
réownolegle do k majqg $rodek na l.

Nazwa warunku bierze si¢ stad, ze implikuje on istnienie symetrii osiowej
wzgledem kazdej proste;j.
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W tytule pracy Johna pojawia si¢ hasto
Szkoly: poszukujemy ekstremalnych
elips: opisanej i wpisanej w ®. Dlatego
tez pozwolilem sobie taki temat
zaproponowad i — po uzyskaniu zgody —
przedstawic.

Zapewne przyda si¢ w tym miejscu zwrocenie uwagi, ze chodzi o symetrie osiowa
w sensie metryki pg, a wiec o fakt, iz przeksztalcenie, ktére — dla ustalonej
prostej k — kazdemu punktowi P przyporzadkowuje taki punkt @, ze érodek

PQ lezy na k, a prosta PQ jest prostopadla (w sensie pg) do k, jest izometria
(w sensie pg).

Nie sposéb nie zauwazy¢, ze uzyskany rezultat doskonale odpowiadal 6wezesnym
nowinkom metodologicznym, zmierzajacym w kierunku wyartykutowanym

przez bourbakistéw, a mianowicie uczynienia centrum matematycznych badan

z przeksztalcen, pdzniejszych teoriokategoryjnych morfizméw.

Vive la petite différence?

No wladnie, czy wskazane réznice migdzy geometriami danymi przez rézne ciata
cechujace sa istotne?

Skoro umiemy wyrdznié, spoéréd geometrii danych w przestrzeni afinicznej przez
cialo cechujace, geometrie euklidesowa, powstaje tez pytanie, jak dalece réznia
sie one od tej ich najdoskonalszej wersji.

Odpowiedz jest przykra: roznia si¢ niewiele, a doktadniej:
dla kazdej krzywej @ istnieje taka elipsa (elipsoida) E, ze

pE < pe <Vn-pg,
gdzie n jest wymiarem przestrzeni.

Rezultat zostal opublikowany w pracy

Fritz John, Extremum Problems with Inequalities as Subsidiary Conditions
in Studies and Essays presented to R.Courant..., NY 1948.

Dowdéd twierdzenia Johna dogodnie jest przeprowadzié przez trzy lematy:

Lemat 1. Dia ograniczonego $rodkowosymetrycznego ciala wypuklego istnieje
zawarta w nim elipsa o maksymalnym polu, co wiecej, jest z nim wspotsrodkowa.

(Ach, jak cudownag wlasnoscia jest zwartosé. .. )

Lemat 2. Ze wszystkich romboscianow opisanych na jednostkowej kuli
najmniejszqg miare ma kostka.

Dowdd. Romboscian to obraz kostki w powinowactwie prostokatnym o kierunku
jednej z gtéwnych przekatnych. Przyjmiemy tez, ze powinowactwo to ma skale
wieksza od jednosci. Przy takim rozumieniu tej nazwy jego objetosé jest postaci
Vn(a) = kn ca- bnila
gdzie a to odleglo$¢ najdalszego wierzchotka romboécianu od jego $rodka
symetrii (bedacego, oczywiscie, Srodkiem wymienionej w twierdzeniu kuli); b to
promien (n — 1)-wymiarowej kuli wpisanej w przeciecie romboscianu symetralna
odcinka laczacego jego najodleglejsze wierzcholki; k,, to wspdlczynnik
charakterystyczny dla wymiaru n przestrzeni (np. ko = 1, k3 = 2/3).

Skoro romboscian jest opisany na kuli jednostkowej, wiec

%:7”(12;—112 i b:a(a2—1)_(1/2),

Oznaczmy
—(n—1)

fola) :=Vy(a)/kp=a-b"" ' =a™(a®—-1)"= .

Jak tatwo obliczy¢,

—(n—1) n—1

f'(a) =na""(@® -=1)7 7 +a" (-

) - 2a(a® — 1)

2
=a""a® 1) = (n(a® = 1) — (n —1)a®) =

=a""a® - 1) —5 (a* —n).

Zatem ekstremum jest dla /n.
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Lemat 3. Jesli najwiekszq elipsoidg zawartq w ciele C jest kula jednostkowa, to C
zawiera sie w kuli o promieniu \/n.

Dowdéd. Niech P bedzie punktem C najdalszym od O — jego $rodka symetrii

(i érodka kuli K). Opiszmy na kuli kostke tak, by @ — jeden z jej wierzchotkéw

— lezal na pdlprostej OP” Niech P bedzie symetrycznym uwypukleniem K U {P},
Q za$ KU{Q}.

Przypusémy, ze @ jest wewnatrz odcinka OP. Wowczas K C Q C P C C.

IC jest, wobec lematu 2, najwieksza elipsoida w kostce, wigc tym bardziej

w Q. Wykonajmy powinowactwo prostokatne ¢ o hiperptaszczyznie stalej
przechodzacej przez O, w ktérym ¢(Q) = P. Obraz K w ¢ jest elipsoida wpisana
w P, a wiec zawartag w C i wieksza od K — sprzeczno$c.

Zatem P jest punktem odcinka OQ i p(OP) < /n.
Dowdd twierdzenia Johna:

Oznaczmy najwieksza elipsoide wpisana w cialo C przez &, a przez ¢
powinowactwo osiowe przeksztalcajace £ na kule 1 wreszcie przez x
jednokladnos$é przeksztalcajaca te kule na kule jednostkowa /.

Wobec lematu 3 istnieje kula K’ o promieniu 1/n zawierajaca x (¢ (C)).
Zatem & = 1~ (x"1(K)) jest szukang elipsoida, jednokltadng z £ w skali \/n
i zawierajaca C.

* * *

Dla pesymistéw wynika stad moral, ze wszelkie geometrie skonczenie wymiarowe
dane przez ciala cechujace réznia sie nieistotnie, bo wszystko w nich daje sie
oszacowaé dosé dobrze tak z gory, jak z dotu, przez geometrie euklidesows.

Dla optymistow wynika stad moral, ze wszelkie problemy asymptotyczne
pojawiajace sie w analizie funkcjonalnej (bo tam stosuje sie tego rodzaju
metryki — czy, jak wola widzie¢ to specjali$ci: normy) mozna rozstrzygaé przez
zreczne stosowanie metod euklidesowych, w czym niewiele tylko przeszkadza 6w

wymiarowy +/n.
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