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W matematyce jest jak w zyciu — czasem zupelnie nie wiadomo co zrobié,
jaka droge wybraé. W naszym ,normalnym” zyciu w takich przypadkach
podejmujemy losowa decyzje i patrzymy co z tego wyjdzie. Okazuje sie, ze
takie samo losowe podejécie mozna skutecznie zastosowaé¢ w wielu problemach
kombinatorycznych. W ponizszym artykule postaramy sie usystematyzowaé to
podejscie i opisaé kilka uzytecznych metod probabilistycznych.

Najpierw rozwazmy podejscie standardowe. Zdefiniujmy funkcje m(n) jako
najmniejsza liczbe [ o tej wlasnosci, ze istnieje [-elementowa rodzina S zbioréw
n-elementowych taka, ze przy kazdym kolorowaniu dwoma kolorami elementéw
zbioréw, istnieje w S zbidr jednokolorowy.

Zadanie 1. Udowodnié, Ze m(n) > 2"~1 cayli ze rodzine | < 2"~' 2bioréw mozna
pokolorowac bez wystgpienia zbioru jednokolorowego.

Dowdd. Oznaczmy przez B zbiér wszystkich elementéw wystepujacych

w zbiorach w §. Musimy pokazaé, ze ten zbiér mozna dobrze pokolorowad,
ale nie wiemy jak mozna to zrobié¢. Zatem pomalujmy go losowo. Jesli uda
nam sie¢ pokazaé, ze prawdopodobienstwo niewystapienia zadnego zbioru
jednokolorowego jest dodatnie, to bedzie to oznaczaé, ze istnieje dobry dobér
koloréw.

Niech A; oznacza zdarzenie losowe, ze i-ty zbiér w S jest jednokolorowy. Wtedy
1

on—1"

Stad prawdopodobienstwo, ze jaki$ zbiér jest jednokolorowy wynosi

P(Ja) <Y P - % <1.

To oznacza, ze prawdopodobienstwo, ze zaden zbiér nie jest jednokolorowy,
czyli P (N A;) jest wieksze od 0. Czyli istnieje kolorowanie bez zbioréw
jednokolorowych, co mieliémy wykazac.

P(A) =

Podobnie zadanie to mozna rozwiazaé uzywajac tak zwanej metody pierwszego
momentu. Jej zasada dzialania jest prosta — jesli wartosé¢ oczekiwana pewnej
zmiennej losowej jest réwna a, to istnieje takie zdarzenie, ze wartosé tej
zmiennej jest wigksza lub rowna a oraz zdarzenie, w ktérym zmienna ma
warto$¢ mniejsza lub réwna a.

W naszym zadaniu mozemy zdefiniowaé¢ zmienng X = > X;, gdzie X; jest réwne
1 jesli i-ty zbiér w S jest jednokolorowy, a 0 w przeciwnym przypadku. Innymi
stowy, zmienna X mowi, ile zbioréw jest jednokolorowych. Wtedy, z liniowosci
warto$ci oczekiwanej, mamy

EX:Z]EXizl-P(Xizl):z-Q%la.
Wiec, skoro zmienna X przyjmuje tylko wartosci catkowite, istnieje kolorowanie,
w ktérym liczba zbioréw jednokolorowych jest réwna 0, co mieliémy wykazac.

W powyzszym zadaniu bylo dos$¢ tatwo domysli¢ sie, co nalezy losowaé. Niestety
nie zawsze tak jest. Ale czesto w takim przypadkach mozemy cos zmodyfikowaé
dodatkowo, by osiggnaé cel. Zobrazujemy to nastepnym zadaniem.

Zadanie 2. Na konferencje przyjechato n 0sob, wsrod ktorych kazda znata co
nagmniej d innych 0séb. Chcemy wybraé sposrod nich delegacje takaq, zeby kazda
osoba na konferencji znata co nagmniej jednego delegata. Jaka liczno$é delegaciji
bedzie zawsze wystarczajgca?

Jedli bedziemy losowaé ludzi do delegacji, to ciezko nam oszacowaé¢ mozliwoéé
zajScia wymaganego warunku. Drugiem podejsciem byloby losowanie sposréd
zbioréw oséb, dla ktérych wymagany warunek jest spelniony, ale w takim
wypadku ciezko nam jest szacowaé liczebnoé¢ tych zbiorow.
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Wylosujmy zatem dowolny zbiér oséb (wybierajac kazda osobe

z prawdopodobiefistwem p), a nastepnie dodajmy do delegacji wszystkich
tych, ktérzy nie znaja nikogo z wylosowanego zbioru. Niech wiec R bedzie tym
losowym zbiorem, a Z zbiorem oséb nie znajacych nikogo z R. Wtedy

E[R[ = np,
E|Z] <n(l —p)**! < ne P+,
gdyz, zeby ktos nie znal nikogo wylosowanego do R, to w szczegdlnosci nie mogli
zostaé wylosowani jego znajomi, ktorych jest co najmniej d, ani on sam.
Stad mozemy oszacowaé liczno$¢ delegacji spelniajacej warunki zadania

E|IRUZ| <n (p+ e_p(d+1)> .

Minimalizujac po p, dostajemy, ze dla p = % <1
In(d+1)+1
E|RU Z| < M
d+1

Zatem istnieje taki wyboér co najwyzej w

najmniej 1 delegata.

delegatow, ze kazdy zna co

Innym bardzo ciekawym zastosowaniem metody probabilistycznej jest tzw.
podnoszenie lokalnych wtasnosci. Opiera sie na takim pomysle: jesli umiemy

co$ pokazaé lokalnie, czyli ze co$ musi zachodzi¢ dla kazdego podzbioru, to musi
to tez zachodzi¢ dla zbioru losowego. Korzystajac z tego mozna dostaé lepsze
wlasnosci globalne. Dobrze zilustruje to nastepne zadanie.

Zadanie 3. Ile co najmniej samoprzecie¢ musi mieé¢ graf o n wierzcholkach
i e krawedziach narysowany na papierze?

Zauwazmy, ze jak narysujemy graf, ktéry nie ma samoprzecieé (graf planarny),
to musi by¢ spelniony warunek Eulera, czyli

f—e+n=2
gdzie f to liczba Scian.

Skoro kazda krawed nalezy do dwéch Scian, a kazda $ciana ma co najmniej trzy
krawedzie, to 2e > 3f, wiec e < 3n — 6.

Wemy teraz dowolny graf narysowany na papierze. Niech ¢ bedzie liczba
samoprzecie¢. Mozemy tak usunaé tyle krawedzi ile jest samoprzecie¢, aby
dosta¢ graf planarny, zatem

(e —¢) <3n—6,
a stad
c>e—3n+6.

To oszacowanie nie jest dobre. Zauwazmy, ze jesli liczba krawedzi jest
kwadratowa ze wzgledu na liczbe wierzcholtkéw, to oszacowanie daje nam liczbe
samoprzecie¢ wielkosci n?. Natomiast w rzeczywistosci bedzie ona duzo wyzsza
— rzedu nt.

Ale zauwazmy, ze to oszacowanie dziala takze dla kazdego podgrafu, stad

tez dla podgrafu losowego. Stwérzmy taki podgraf H wybierajac wierzchotki
z prawdopodobienstwem p. Warto$¢ oczekiwana liczby wierzchotkéw bedzie
réwna np, liczby krawedzi — ep?, natomiast liczby samoprzecie¢ — cp?, gdyz
zeby bylo samoprzeciecie, musimy wylosowaé konice obu krawedzi, ktore go
tworza. Udowodniony warunek daje nam

ep* > ep? — 3np + 6 > ep? — 3np,

czyli
ep —3n
c > pig
p
Minimalizujac po p dostajemy, ze jesli e > 4n, to dla p = 47"
3
e> S
64n?’

co jest znacznie lepszym oszacowaniem dla duzej liczby krawedzi w grafie.
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Na koniec, warto zaprezentowaé¢ metode, ktéra spowodowata bardzo duzy
skok w rozwoju kombinatoryki i obecnie jest uwazana za jedno z najbardziej
podstawowych narzedzi w dowodach kombinatorycznych, czyli Lemat
Lovasza. Idea opiera sie na nastepujacej obserwacji. Jesli mamy zbior zdarzen
niezaleznych o prawdopodobiefistwie mniejszym niz 1, to z pewnoscia
prawdopodobienstwo, ze zadne z tych zdarzen nie zajdzie jest dodatnie.
Natomiast co jesli mamy zbiér wielu zdarzen, ktore zaleza od siebie, ale tylko
lokalnie, tzn. kazde zdarzenie wptywa tylko na niewielka cze$¢ wszystkich
zdarzen? Okazuje sie, ze przy odpowiednim zalozeniu o lokalnosci, wtedy
rowniez da si¢ osiagna¢ dodatnie prawdopodobienstwo, ze zadne zdarzenie nie
zajdzie.

Twierdzenie 1 (Lemat Lovédsza). Niech A; bedzie rodzing zlych zdarzer, ktdrych
prawdopodobienstwo jest nie wieksze niz p. Niech kazde A; bedzie niezaleine

od wszystkich A; opricz co najwyzej d z nich. Wtedy, jesli ep(d + 1) < 1, to

P (ﬂ E) > 0, czyli mozliwe jest, ze wszystkie zdarzenia nie zajdg.

Zobrazujemy mozliwosci zastosowania tego twierdzenia na przyktadzie.

Zadanie 4. Mamy rodzine zbioréw 12-elementowych takich, Ze kazdy element jest
w co najwyzej 46 zbiorach. Czy da sie tak pomalowaé elementy dwoma kolorami,
by nie bylo zbioru jednokolorowego?

Dowdd. Tu mamy problem polegajacy na tym, ze nie posiadamy zadnej kontroli
nad tym, jak zbiory na siebie nachodza. Nie wiemy, jak zmiana koloru jednego
elementu wplywa na to, co sie dzieje w réznych zbiorach. Na szczescie Lemat
Lovésza moze nam pomoc.

Pomalujmy elementy losowo z prawdopodobienstwem 1/2. Niech A; to zdarzenie,
ze i-ty zbidr jest jednokolorowy. Wtedy
1 1
P(A4)=—=—.
(4:) 211 2048

Zdarzenie A; jest zalezne od co najwyzej 45-12 = 540 innych zdarzen, czyli
zeby skorzystaé¢ z Lematu Lovasza musimy mieé e - ﬁ -541 < 1, a to akurat
zachodzi. Zatem da sie tak pomalowac.

Oczywidcie, istnieja tez bardziej szczegdlowe wersje tego lematu, np. gdy
prawdopodobienstwa ztych zdarzen sa rézne i wspdélne ograniczenie jest za
stabym zatozeniem, by co$ udowodnié.

Jak wida¢ na przykladzie przedstawionych zadan, metody probabilistyczne
dostarczaja uzytecznych narzedzi do pomocy w sytuacjach, gdy mamy za malo
informacji, by prébowaé cos dowodzié konstruktywnie. Co warto zapamietaé

z tego artykutu? To co wielu kombinatorykéw powtarza — gdy nie wiadomo co
robié, nalezy losowacé.



