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Chyba kazdy czasem lubi oddac sie niezobowiazujacej rozrywce intelektualne;j.
Dla tych z Panstwa, ktorym nie wystarczaja zwykte krzyzowki, sudoku, czy
proste tamiglowki przygotowaliémy zestaw mniej standardowych problemoéw.
Wprawdzie do rozwiazania niektérych nie wystarczy wiedza matematyczna
na podstawowym poziomie, ale odpowiedzi okazuja sie tak zaskakujace, ze bez
watpienia warto sie z nimi zapoznad.

Wolnos$é ukryta w pudelkach
Problem

Stu wiezniéw odsiadujacych wyrok w pewnym zakladzie karnym staneto przed
szansa wyjscia na wolno$¢. Ich imiona umieszczono w stu pudetkach, utozonych
w rzedzie w zamknietym pokoju. Kazdego z wiezniéw, po kolei, wpuszczano

do pokoju z zadaniem odnalezienia pudetka ze swoim imieniem. W tym celu
wiezien mogl otwiera¢ dowolne pudetka, w liczbie co najwyzej piecdziesiat.

Po kazdej wizycie skazanca pokdj zostaje przywrocony do stanu wyjsciowego

— wszystkie pudelka i wszystkie imiona wracaja dokladnie na swoje miejsce.
WieZniowie nie moga si¢ komunikowaé po przystapieniu do realizacji zadania,
ale moga wczesniej ustali¢ wspdlng strategie. Wszyscy odzyskaja wolnosé, jezeli
kazdy z nich odnajdzie swoje imie. Czy istnieje strategia, ktora daje im szanse
na opuszczenie wiezienia wigksza niz strategia losowa? Jak bardzo moga oni
zwigkszy¢ swoje szanse?

Rozwigzanie

Strategia losowa nie daje wiezniom duzych nadziei na opuszczenie zaktadu.
Kazdy z nich moze otworzy¢ co najwyzej potowe pudelek, wiec jezeli beda
oni postepowali w sposéb losowy, szansa, na znalezienie swojego imienia przez

konkretnego wieznia wynosi %, wiec szansa, ze odgadng wszyscy jest réwna
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Na pierwszy rzut oka wydaje sie, ze nie moze istnie¢ strategia dajaca lepszy
rezultat — imiona w pudetkach sa umieszczone w sposéb losowy, a wigzniowie
nie maja zadnej mozliwosci komunikacji w trakcie wykonywania zadania. Taka
wlagnie hipoteze w jednej ze swoich prac postawili Peter Bro Miltersen i Anna
Gal [2]. Tymczasem okazuje sie, ze nie dosé, ze istnieje strategia lepsza niz
losowa, to jeszcze zwieksza ona szanse wiezniow na odzyskanie wolnosci do
ponad 30%!

WieZniowie musza wykonaé pewne czynnosci przygotowawcze — ponumerowaé
pudetka (stoja one w rzedzie, wiec jest mozliwe ustalenie jednej wspélnej
numeracji dla wszystkich wieZniéw), ponumerowac siebie (na przyktad zgodnie
z kolejnoscia wchodzenia do pokoju) oraz przyjaé, ze imi¢ wigznia bedzie
odpowiadato jego numerowi. Teraz kazdy z wiezniéw, zupelnie niezaleznie,
powinien postepowaé zgodnie z nastepujaca strategia:

e otworzy¢ najpierw pudetko o takim samym numerze, jak ten, ktory zostal mu
przypisany,

e w kazdym kolejnym kroku otwiera¢ pudetko o numerze, ktéry znalazt
w poprzednio otwartym pudetku.

Tylko dlaczego ta prosta strategia daje tak nieoczekiwanie dobry rezultat?
Zeby to zrozumieé¢ musimy najpierw zauwazy¢, ze po wykonaniu takiego
ponumerowania wiezniowie dostali w pudetkach po prostu pewna permutacje
liczb od 1 do 100. Kazda permutacja jest suma roztacznych cykli, a wigzniowie
postepujac w podany wyzej sposéb poruszaja sie po prostu po jednym z nich.
Jezeli cykl, w ktérym akurat znajduje sie liczba odpowiadajaca ich imionom
nie bedzie dtuzszy niz piecdziesiat, odnajda odpowiednie pudetko zanim
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przekrocza maksymalng dozwolong liczbe otwaré. Zeby taka sztuka udala sie
kazdemu z nich permutacja, ktora dostali nie moze zawieraé cyklu o dtugosci
przekraczajaca potowe liczby wiezniow. Poniewaz imiona w pudetkach nie
zostaly rozmieszczone zlosliwie, a w sposob losowy, to przy zastosowaniu takiej
strategii szansa wiezniéw na odzyskanie wolnosci jest taka sama, jak szansa ze
losowa permutacja nie posiada dlugiego cyklu. Policzmy to wiec dla dowolnej,
parzystej liczby 2n wiezniéw.

Jaka jest szansa na pojawienie sie w dowolnej permutacji liczb od 1 do 2n cyklu
dtugosci k, jezeli k > n? Elementy, ktore maja si¢ pojawi¢ w cyklu mozemy
wybraé¢ na (2:) sposobéw. Ustawié¢ je mozemy na (k — 1)! sposobéw. Pozostale

elementy mozemy ustawi¢ na (2n — k)! sposobéw. Po wymnozeniu wszystkich
tych wartosci otrzymujemy liczbe permutacji z cyklem dlugosci k: (2,?)!.
Poniewaz k > n, wigc w konkretnej permutacji moze pojawié¢ sie co najwyzej
jeden taki cykl, stad prawdopodobienstwo jego wystapienia wynosi ,5(22"73)', = %
Po zsumowaniu tych wartoéci dla wszystkich mozliwych k& mozemy policzyé
prawdopodobienstwo nie pojawienia sie dtugiego cyklu w losowej permutacji:

1 1 1
l1-————— ... — — =1-1n2~ 31.1827821%,
n+l n+2 2n

co jest wynikiem calkiem przyzwoitym. Eugene Curtin i Max Warshauer
pokazali, ze wyniku tego nie da sie juz poprawié¢ [3].

Liczac na wolnos¢

Problem skonczony

W pewnym zakladzie karnym wyrok odsiadywalo n wiezniéw. Ktorego$ dnia
wszystkich umieszczono w jednej sali i kazdemu zatozono na glowe czapke

z wypisana na niej liczba z zakresu od 0 do n — 1 (liczby mogly sie powtarzad).
Kazdy wiezien dostal za zadanie odgadniegcie liczby, jaka ma na czapce, przy
czym odpowiedzi wiezniowie udzieli¢ mieli jednoczeénie, piszac wybrang

liczbe na kartce. Jezeli chociaz jeden wiezien udzieli poprawnej odpowiedzi, to
wszyscy odzyskaja wolnosé. W trakcie udzielania odpowiedzi wiezniowie nie
mogli wymienia¢ zadnych informacji, dostali jednak czas na ustalenie wspodlnej
strategii. Czy istnieje strategia, ktora daje im szanse na opuszczenie wigzienia
wieksza niz strategia losowa? Jak bardzo moga oni zwiekszy¢ swoje szanse?

Rozwigzanie

Strategia losowa daje wiezniom szanse na wolnosé w wysokosei 1 — (2=1)",
czyli blisko 63%. Moze sie wydawaé, ze to calkiem sporo. Okazuje sie jednak,

ze istnieje strategia, ktéra da wiezniom pewnos$é wygranej!

Zobaczmy najpierw co sie dzieje w przypadku malego n. Jezeli weZmiemy

n = 2, to tatwo mozemy zauwazy¢, ze sg tylko dwa istotnie rézne przypadki
rozmieszczenia liczb na czapkach. Wigzniowie moga mie¢ na czapce tylko zero
lub jedynke — dwie mozliwe wartosci, ktére moga by¢ takie same lub rézne. Co
wiec moga zrobi¢? Umoéwié sie, ze jeden z nich zalozy, Ze zaistniata pierwsza
sytuacja (liczby na czapkach sa takie same), a drugi przyjmie, ze zastali sytuacje
druga (liczby na czapkach sa rézne). Pierwszy bedzie wigc obstawial taka liczbe,
jaka zobaczyl u kolegi, drugi za$ przeciwnie. Ktora$ z wymienionych sytuacji
zaj$¢é musi, wiec ktérys$ z wieZzniéw na pewno trafil

Pozostaje pytanie, co mozna zrobié, kiedy wiezniéw jest wiecej? Przede
wszystkim zrozumieé, co tak naprawde sie stalo w przypadku n = 2. Jezeli liczby
na czolach wiezniéw byty takie same, to w sumie dawaly liczbe parzysta. Jezeli
byly rézne, to ich suma byla liczba nieparzysta. Kazdy z wiezniow obstawial
wiec po prostu inng reszte z dzielenia przez 2 sumy numeréw na czotach. Mozna
zrobi¢ dokladnie to samo dla dowolnego n. Wystarczy, ze wiezniowie ustala,
ktéra reszte z dzielenia przez n kazdy z nich bedzie obstawial. Potem kazdy
zsumuje liczby widoczne na czotach towarzyszy i sam dobierze taka, zeby po
dodaniu jej do uzyskanej sumy otrzymac liczbe, ktéra z dzielenia przez n daje
reszte mu przypisana. Wiezniowie dysponuja liczbami z zakresu od zera do n — 1
wiec liczba taka jest okreslona jednoznacznie.
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Problem nieskonczony

W pewnym wiezieniu wyrok odsiaduje nieskonczenie wielu skazancéw. Ktéregos
dnia wszystkich umieszczono w jednej sali i kazdemu zalozono na glowe czapke

z wypisana na niej dowolna liczba naturalna (liczby tym razem moga sie
powtarzad!). Kazdy wiezien dostal za zadanie odgadniecie liczby, ktéra ma

na czapce. Jezeli co najwyzej skoniczona liczba odpowiadajacych sie pomyli
wszyscy wiezniowie mieli odzyskaé¢ wolnoéé. Odpowiedzi wiezniowie udzieli¢ mieli
jednoczesnie, piszac wybrana liczbe na kartce. W trakcie udzielania odpowiedzi
wiezniowie nie mogli wymienia¢ zadnych informacji, dostali jednak czas na
ustalenie wspolnej strategii. Czy teraz rowniez moga ustali¢ strategie, ktora da
im pewno$¢ zwyciestwa?

Rozwigzanie

Mimo, iz problem wyglada na trudniejszy, rowniez w tym przypadku istnieje
strategia, ktéra da wiezniom pewnosé zwyciestwa. Nic nie stoi na przeszkodzie,
zeby wiezniowie po raz kolejny nadali sobie numery. Na przyklad zgodne

z numerami cel, ktére zajmuja (zakladajac, ze kazdy zajmuje osobna cele).
Ponumerowani wiezniowie z liczbami na czapkach tworza nieskonczony ciag

o wyrazach naturalnych. W wyniku zgadywania przez nich liczb na czapkach
rowniez powstanie pewien cigg. W tym ujeciu, zadanie ktére wigZniowie maja
do wykonania sprowadza sie do tego, zeby ciag powstaly w wyniku zgadywania
roznil sie od tego na czapkach tylko na skonczonej liczbie pozycji. W zbiorze
wszystkich ciagdéw nieskonczonych o wyrazach naturalnych mozemy okresli¢
bardzo przydatna relacje rownowaznoéci. Powiemy, ze dwa ciagi sa ze soba

w relacji, jezeli réznia sie tylko na skonczonej liczbie pozycji. Widzimy, ze

dwa ciagi, ktére nas interesuja znajda sie w tej samej klasie rownowaznosci.

Co wiecej, kazdy z wieznidow, nie znajac jedynie liczby na pozycji, ktéra sam
zajmuje, jest w stanie jednoznacznie okresli¢ w ktérej. Tym co skazancy
powinni zrobié, przed przystapieniem do zadania, jest wybranie dla kazdej klasy
ciagu-reprezentanta. Wystarczy, ze po ustaleniu, w ktérej klasie znajduje sie ciag
z ich czapek, kazdy z wiezniéw bedzie obstawiat liczbe, ktéra na odpowiadajacej
mu pozycji w ciagu ma ustalony reprezentant. Ciag wybrany w ten sposob
bedzie nalezal do tej samej klasy, co ciag z czapek, wiec tylko skonczona liczba
wiezniow sie pomyli!

Wolnos$¢é wypisana na twarzy

Bardzo dobrze znane szerokiemu gronu odbiorcéw sg rézne warianty zagadki

o wiezniach w dwukolorowych czapeczkach. Najpopularniejszy méwi o trzech
wiezniach, ktorzy zostali posadzeni w rzedzie — jeden za drugim, w taki

sposob, ze kazdy widzial tylko towarzyszy siedzacych przed nim. Kazdemu
zalozono na glowe czapke w kolorze czerwonym lub niebieskim. Powiedziano
im, ze wyjda na wolno$¢, jezeli co najmniej jeden odgadnie jaka czapke ma na
glowie. Jezeli ktorykolwiek sie¢ pomyli, wszyscy natychmiast zostana straceni.
Mozliwa jest odpowiedz ,nie wiem”. Zeby jednak zadanie byto mozliwe do
wykonania, wigzniowie dostali pewna dodatkowsg informacje — co najmniej jedna
z czapek jest czerwona. Wiezniowie odpowiedzi udzielaja po kolei, poczynajac
od tego, ktéry widzi przed soba dwéch kolegdw (rozwiazanie tej zagadki
pozostawiamy Czytelnikowi). W rozwiazaniach zadan tego typu (ze wzgledu
na sekwencyjnos$é¢ odpowiedzi i fakt, ze odpowiadajacy slysza sie nawzajem)
przewaznie niemozno$¢ udzielenia odpowiedzi przez poprzednika traktowana
jest jako dodatkowa informacja. Tym co chcemy tu zaprezentowaé, jest zadanie
w zaskakujacy sposéb uogdlniajace wszystkie tego typu przypadki.

Problem

W pewnym wigzieniu wyrok odsiaduje n wiezniéw. Kazdy z nich ma na
czole czerwona lub niebieska kropke. Codziennie wigzniowie spotykaja sie na
spacerniaku, tak ze kazdy widzi ilu kolegéw zostato oraz jakie kolory kropek
znajduja sie na czapkach wspolwiezniéw. Kazdy dostaje szanse opuszczenia
wiezienia odgadujac kolor kropki, ktéra ma na czole. Jezeli ktérys sie pomyli,
to zostaje stracony (kazdy z wieZniéw odpytywany jest niezaleznie). Pewnego
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dnia jeden ze straznikow lituje sie nad wiezniami i udziela im pewnej informacji
odnosnie tacznej liczby niebieskich kropek, ktére maja na czotach. Czy to
mozliwe, zeby po udzieleniu przez straznika dowolnej nietrywialnej informacji
(takiej, ze istnieje liczba niebieskich kropek, ktéra jg realizuje) po skonczonym
czasie wszyscy wieZniowie opuscili wiezienie (zakladamy, ze zaden z osadzonych
nie bedzie gral w rosyjska ruletke, udzielajac odpowiedzi, co do ktorej
prawdziwosci nie ma pewnosci)?

Rozwigzanie

Zar6éwno problem jak i dowdd, ktéry tu przedstawimy pochodza ze wspomnianej
wyzej pracy Petera Winklera [1]. OdpowiedZ na postawione wyzej pytanie jest
twierdzaca! Fakt ten udowodnimy za pomocg indukcji wstecznej, ze wzgledu

na liczbe zabronionych liczb niebieskich kropek. Po uzyskaniu od straznika
informacji wiezniowie moga wykluczyé pewne liczby niebieskich kropek (jezeli
informacja brzmiata na przyklad ,,Jest parzysta liczba niebieskich kropek”,

to wieZniowie wykluczaja wszystkie liczby nieparzyste). Zbidr wszystkich
wykluczonych liczb oznaczmy przez K. Indukcje przeprowadzaé bedziemy ze
wzgledu na moc zbioru K.

Dla |K| = n — 1 mozliwa jest tylko jedna liczba niebieskich kropek, w zwiazku

z czym wigzniowie, ktérzy maja czerwona kropke widza dokladnie tyle kropek
niebieskich. Wiedza stad, ze kropka na ich glowie jest czerwona. Natomiast
wiezniowie z niebieska kropka na czole widza o jedna niebieska kropke za malo,
w zwigzku z czym wiedza, ze ich kropka musi byé réwniez niebieska. Zatézmy, ze
|K| =k, k <n—11ijezeli moc zbioru liczb zabronionych jest wieksza, wszyscy
wiezniowie potrafia odgadnaé¢ po skonczonej liczbie dni, jaka majg kropke na
czole. Zal6zmy dalej, ze faktyczna liczba niebieskich kropek wynosi j. Mozliwe
sg nastepujace przypadki:

e Liczba j — 1 jest liczba zabroniona. Wtedy wszyscy wiezniowie, ktorzy
maja na czole niebieska kropke widza j — 1 niebieskich kropek. Poniewaz

nie moze by¢ ich tyle, to juz pierwszego dnia wszyscy oni potrafig okresli¢

kolor swojej kropki. Skoro po pierwszym dniu zaden z wigzniow nie widzi juz
niebieskiej kropki na czotach towarzyszy, to wszyscy wiedza juz, ze zaszla
wlasnie ta sytuacja. Wiedza wiec, ze maja czerwona kropke na czole i wychodza
na wolnoé¢ drugiego dnia.

e Liczba j + 1 jest liczba zabroniong. Wtedy sytuacja jest analogiczna, z tym
ze pierwszego dnia moga wyj$¢ na wolno$¢ wigzniowie majacy na czole czerwona
kropke.

e Zadna z powyzszych sytuacji nie zachodzi. Pierwszego dnia wszyscy
wiezniowie majacy na czole niebieska kropke widza j — 1 niebieskich kropek

u towarzyszy, natomiast wszyscy majacy na czole czerwona kropke, widza j
niebieskich kropek. Niestety ta informacja nie przydaje im sie do niczego, wiec
nastepnego dnia spotykaja sie w niezmienionym skladzie. Dodatkows informacja
jaka maja w tej chwili jest taka, ze nie zaszta zadna z poprzednich sytuacji,
czyli ani j — 1, ani 5 + 1 nie sa zabronione. Moga wiec rozszerzy¢ zbiér K

o liczby mniejsze i wieksze o 1 od wszystkich liczb juz w nim zawartych. W ten
sposob dostajemy zbior liczb zabronionych o wiekszej mocy, a dla takiego, na
mocy zalozenia indukcyjnego, mamy pewno$¢, ze wszyscy wiezniowie odzyskaja
wolnos¢.
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