Jest to tekst zwigzany z odczytem
wygloszonym na XLV Szkole Matematyki
Pogladowej, Co mi sie podoba, Jachranka,
sierpien 2010.

! Wszystkie rysunki w artykule sa
przedstawione w sposéb ,odwrécony”,
czyli tak, jak Czytelnik wigzac krawat na
sobie, widzi odpowiednie ruchy w lustrze.
Moze si¢ to wydawaé nienaturalne, ale
utatwia praktyczne stosowanie informacji
z artykutu

Matematyka krawatéow i sznuréwek
Grzegorz KOSIOROWSKI, Krakow

Matematyka stereotypowo uwazana jest za nauke zwigzana z twardymi faktami,
nieliczaca sie z kryteriami estetyki. Wszyscy matematycy wiedza, jak dalekie
od prawdy jest to stwierdzenie (sam w MSN pisalem o tym — [Ko]). Ale nawet
dla matematyka czyms zaskakujacym i do$é egzotycznym moze by¢ préba
matematycznej oceny urody i uzytecznosci rozmaitych elementéow garderoby.

A wlasnie matematyczne podejscie do mody stalo sie tematem badan, ktére
dotarly nawet na strony slynnego czasopisma Nature ([FM1], [P1])!

Krawaty

Pierwszym przedmiotem analizy byla chyba najdziwniejsza i najbardziej
bezuzyteczna z popularnych czesci stroju: krawat. Dlaczego ten prosty kawaltek
materialu, zawiazywany pod szyja uznawany jest powszechnie za elegancki
dodatek? Istnieje zartobliwe tlumaczenie, objasniajace, ze zakladanie co

rano petli na szyje wyraza ped do samozagltady brzydszej potowy ludzkosci,
ale prawdopodobnie powdd byl prostszy: wymyslono go na dworze kréla
francuskiego, w czasach, gdy ten wlasnie dwér mial przemozny wplyw na
europejska mode. Jakkolwiek ozdobne chusty wiazane pod szyja znane sa

od czaséw starozytnosci (mozna je zobaczy¢ m.in. na zolnierzach stynnej
Terakotowej Armii pierwszego cesarza chifiskiego Qin Shih-huang-di), sama
nazwa ,krawat” pochodzi z konca XVII wieku, z czaséw kréla Ludwika XIV.
Pochodzi ona od krolewskiego regimentu najemnikéw chorwackich zwanego
»,Royal Cravattes” (to z kolei od przekreconego stowa Croates - Chorwaci).
Regiment ten stynal z tradycyjnych chust, w dos¢ skomplikowany sposéb
wiazanych na szyi. Podobno przed bitwa pod Steenkerke , Royal Cravattes”,
nagle wezwani do boju, nie mieli czasu na kunsztowne wezly i zawiazali cos
podobnego do dzisiejszego wezla prostego. Jako, ze wyrdznili sie w boju, na ich
cze$¢ krol ubral tak zawiazang chuste i dalej wszystko potoczylo sie juz samo...

Jednak nie estetyka krawata jako kolorowego paska materialu zainteresowata
matematykéw. Ciekawszy byl sam proces wigzania: w koncu kazdy, kto bez
wczesniejszego przygotowania pierwszy raz probowal zawigzaé krawat, wie,

ze wiazac go na ,chybil-trafil” mozna sie spodziewaé raczej nieforemnego
guzta pod szyja, niz eleganckiej ozdoby stroju. Z drugiej strony, praktyka
pokazala, ze nie istnieje ,jedynie stuszny” sposéb wigzania. Do dominujacego
w XIX wieku, gdy moda na krawaty stala sie naprawde powszechna, sposobu
wiazania (czyli wezla prostego) wkrétce dolaczyly nowe, znane jako windsor

i pétwindsor (nazwane tak na czesé¢ ksiecia Windsoru, wezesniej Edwarda VII,
kréla angielskiego), a dopiero pod koniec XX wieku w Nowym Jorku powstal
wezel Pratta. Wszystkie one byly uzywane na pokazach przez projektantow
mody, wiec mozna przypuszczaé, ze uznano je za mniej wiecej jednakowo tadne.

Dlatego w roku 1999 dwaj matematycy z Cambridge: Thomas Fink i Yong Mao
stwierdzili, ze nie ma sensu zdawac si¢ na los i czekaé¢ 100 lat na wynalezienie
kolejnego sposobu wiazania. Trzeba sprawdzi¢, czy nie da si¢ naukowo opisac
tych weztéw i przy pomocy obiektywnych kryteriéw wskazaé wszystkie
najbardziej uzyteczne i estetyczne. Owocem ich pracy byla ksiazka 85 ways to
tie a tie (85 sposobdw wigzania krawata).

Zanim zaczniemy problem krawatéw rozwigzywaé, musimy go wpierw
przettumaczy¢ na jezyk matematyczny. Okazuje sie, ze kazda sekwencje ruchdéw
prowadzaca do powstania krawata (od tej pory bede ja nazywaé wezlem
krawatowym) mozna zapisa¢ jako pewien ciag, ktérego wlasnosci mozna badaé.

Krawat zawsze zaczynamy wiazaé, przewieszajac waski koniec przez lewe ramie,
a szeroki przez prawe. Wiazac krawat, manewrujemy jedynie szerokim koncem,
w ustalony sposob owijajac go wokdt waskiego. To powoduje, ze pierwszy ruch
naszej sekwencji jest oczywisty - przetozenie szerokiego konca na lewo, pod lub
nad waskim koficem krawata, jak na rysunku 1'.
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Rys. 1. Pierwszy ruch wezla krawatowego. Natychmiast powstaja trzy strefy: R, L'i C,
uzaleznione od polozenia wzgledem skrzyzowania koncéw.

Jak widaé, przestrzen mozliwych polozen szerokiego konca krawata: R - na
prawo od miejsca powstawania wezla (czyli skrzyzowania szerokiego i waskiego
konca krawata), L - na lewo, C - w centrum, pod szyja, powyzej wezta. Tych
stref mozna uzy¢, by zapisaé¢ ciag kolejnych polozen szerokiego konca krawata
(w skrécie: cigg wezla krawatowego). Po kazdym przelozeniu szerokiego kofica
przez waski, notujemy w ktorej strefie sie znajduje. Ruch przeciagniecia krawata
przez powstajaca petle, konczacy wezel, oznaczamy litera T. Dla ulatwienia,
dodajemy oznaczenie, czy przetozylidmy szeroki koniec pod (matla litera o), czy
nad (mala litera i) waskim.?

Rys. 2. Wszystkie mozliwe polozenia w wersji rysunkowe;j.

Czy te wszystkie oznaczenia sa konieczne dla opisu wezta? Okazuje sie, ze

nie. Tak naprawde, nie musimy zapisywa¢ malych liter: z charakteru krawata
(przede wszystkim z faktu, ze w koficowym efekcie widoczna powinna by¢ jego
reprezentacyjna strona) wynika, ze ruchy pod i nad wezlem musza wystepowaé
naprzemiennie, a ostatni ruch przed T musi by¢ ruchem ,pod”. Dzieki temu
zawsze jesteSmy w stanie odtworzy¢ potozenie liter ,i” oraz ,,0” przy danej
sekwencji liter R,L,C.

Ponadto, ruch T nie ma wplywu na rodzaj wezta krawatowego, gdyz w kazdym
wystepuje na koncu. Mozna go zatem pominaé¢ bez szkody dla jednoznacznoéci
zapisu.

Zatem kazdy sposob wigzania krawata mozna zapisaé jako ciag liter L, R,C.
Przyktadem niech bedzie klasyczny wezel prosty, przedstawiony na rysunku 3.

2Uwaga praktyczna: by po zawigzaniu na wierzchu znalazla sie wlasciwa, ,reprezentacyjna”
strona krawata, przekladajac szeroki jego koniec pod waskim, musimy odwracaé krawat ta wlasnie
reprezentacyjna strong do siebie. Przekladajac nad, krawat odwracamy reprezentacyjna strona do
zewnatrz — jak na rysunkach.
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Rys. 3. Wezel prosty w wersji rysunkowej.

Sekwencje ruchow prowadzaca do wezta przedstawionego na powyzszym
rysunku, zgodnie z wczesniejszymi rozwazaniami, mozna zapisaé¢ ciagiem: Li Ro
Li Co T, a po skroceniu: LRLC.

Kolejne pytanie, jakie trzeba sobie postawi¢ brzmi: czy kazda sekwencja liter
R,L,C odpowiada jakiemu$ weztowi krawatowemu? Oczywiscie, nie. Kazdy
wezel krawatowy spelnia bowiem ponizsze warunki (i kazdy ciag spelniajacy te
warunki jest ciagiem wezla krawatowego):

e Nie mozna dwa razy z rzedu przeniesé krawata do tej samej strefy, czyli
w ciagu wezla krawatowego nie moze by¢ dwéch tych samych liter z rzedu.
Istotnie, taki ruch nie wniést by nic nowego do konstrukeji wezta.

e Zgodnie z wczesniejsza obserwacja, ciag wezta krawatowego musi sie
rozpoczynad litera L.

e Ciag wezta krawatowego musi konczy¢ sig sekwencja RLC lub LRC, ktéra
tworzy petle, przez ktéra mozna wykonaé konczacy ruch T.

Jak juz wspomnialem, dane empiryczne wskazywaly na to, ze istnieja istotnie
rozniace sie od siebie wezly, ktére nie sa poréwnywalne pod wzgledem
estetycznym: sa uwazane za mniej wiecej jednakowo eleganckie, a wybér
konkretnego zalezy od okolicznosci i gustu danej osoby. Dlatego Mao i Fink
zaczeli od wybrania matematycznych cech weztow krawatowych, ktére wplywaja
na wyglad wezta, ale nie na jego estetyke. Tymi cechy mozna wyrazié¢ liczbowo,
a okazaly sie nimi:

e i - ilo§¢ ruchéw potrzebnych do zawiazania krawata (nie liczac ruchu T). Im
wieksza jest ta liczba, tym krawat jest krotszy, a wezel wigkszy.

e 7 - ilo§¢ ruchéw C, uzytych w danym wezle. Im wickszy jest stosunek 7, tym
szerszy jest koncowy wezel.

Istotnie, dlugo$¢ krawata, czy szeroko$¢ wezlta nie sa kryteriami estetycznymi
(o ile oczywiscie nie popadamy w przesade w zadnym z tych aspektéw): kazdy
dostosowuje je do swoich indywidualnych preferencji. W tym momencie, Mao
i Fink mogli juz formalnie przedstawi¢ cel swoich badan. Zbiér ciagéw wezldéw
krawatowych podzielili na klasy réwnowaznoéci. Krawaty o tych samych
liczbach h i 7y naleza do tej samej klasy i mozna je poréwnywaé ze wzgledu

na estetyke. Zatem celem jest wybranie w kazdej klasie wezta w jakim$ sensie
najladniejszego.

Zanim i to pytanie zapiszemy w jezyku matematycznym, przyjrzyjmy sie
kilku elementarnym obliczeniom. Po pierwsze, ile jest weztéw krawatowych
dla ustalonego h? Oznaczmy te liczbe przez K (h). Niech Fp (k) bedzie liczba
k-wyrazowych poczatkéw ciggow krawatowych, ktérych k-tym wyrazem jest L
(analogicznie definiujemy Fr(k) i Fo(k)).

Zauwazmy, ze (k) + Fo(k) + Fr(k) = 2871, gdyz pierwszy wyraz ciagu

wezla krawatowego jest zawsze taki sam (L), a na kazdym kolejnym miejscu
wybieramy z 2 mozliwosci (gdyz w ciagu wezla krawatowego nie moze byé

dwu takich samych wyrazéw z rzedu). Jednoczesnie, ze wzgledu na warunek
dwdch mozliwych sekwencji konczacych wezet krawatowy, dwa ostatnie wyrazy
ciagu krawatowego sa wymuszone trzecim od konca, wiec zachodzi réwnosé

K(h) = Fr(h—2)+ Fg(h — 2). Oczywiscie,

Fr(n+2) = Fo(n+1) 4+ Fr(n+ 1) = 2Fp(n) + Fo(n) + Fr(n) = Fr(n) + 2" 1.
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Korzystajac z zasady indukcji matematycznej z dodatkowymi warunkami
poczatkowymi Fr, (1) =11 F1(2) = 0 latwo mozna udowodnié wzdr:

Fy(n) = (22 4 (1)),

Rozumujac analogicznie (z wyjatkiem podstawienia innych warunkéw
poczatkowych) dostajemy wzor
1

Fr(n) = 52" 4 (-1)" ).
Ostatecznie:
K(h) = 52" — (-1)"2).

Kolejna niewiadoma jest liczba weztéow krawatowych w jednej klasie tj. przy
ustalonym h i ~y. Ciag takiego wezla sklada sie z vy grup ztozonych z na przemian
wystepujacych wyrazéw R, L, rozdzielonych wyrazami C' (C' jest dodatkowo
ostatnim wyrazem tego ciagu). Ile zatem istnieje podzialéw liczby h — v na
sume ~ liczb catkowitych dodatnich? Jest to oczywiscie (h;ZIl) Jako, ze
ostatnia grupa nie moze mieé¢ dlugosci 1 (z waruneku sekwencji koficowej wezla
krawatowego) to musimy zmniejszy¢ otrzymana wczesniej liczbe o (h;152)
Wreszcie, ze wzgledu na to, ze kazda grupa, poza pierwsza, moze réwnie dobrze
zaczynaé sie od L jak i R, musimy koficowy wynik przemnozy¢ przez 27~ 1.

Ostatecznie liczba wezléw krawatowych w klasie (h,v), to:

R (R e R e

Na koniec tego przygotowania, konieczne okazalo sie dodanie dwu warunkow
technicznych.

e Ze wzgledu na skonczona dlugosé krawatéw, Fink i Mao ustalili maksymalna
warto$¢ h = 9. Przy wiekszej ilodci ruchow w ciagu wezta krawatowego, wezet
staje sie bardzo gruby, a krawat zdecydowanie si¢ skraca, co bardzo utrudnia
wiazanie. Stad pochodzi tytulowa ilosé¢ weztéw:

9
> K (i) =85.

e Fink i Mao ostatecznie odrzucili tez wezly, dla ktérych 7 < %, gdyz nie byly
stabilne tzn. mialy tendencje do rozluZniania sie i ,zjezdzania” w dét (choé
zostaly one opisane we wspomnianej ksiazce).

Pozostalo znalezienie najtadniejszych reprezentantéw pozostatych 13 powstatych
w ten sposob klas abstrakcji. Jak jednak matematycznie oceni¢ estetyke

wezla? Naturalnym, narzucajacym sie kryterium jest symetria wezta. Nie

od dzi§ wiadomo, ze ludziom generalnie bardziej podobaja sie rzeczy bliskie
symetrii np. za przystojniejszych uznawani sa ludzie o mozliwie symetrycznych
twarzach. Rowniez w przypadku wezta krawatowego symetria jest pozadana —
oznacza bowiem, ze wezel nie jest przechylony na bok. Z punktu widzenia pracy
Mao i Finka, symetria ma jeszcze jedna olbrzymia zalete: posiada naturalna
interpretacje matematyczng.

Symetria wezla to liczba s = [ilo§éruchéwR — iloséruchéw L|. Najestetyczniejsze
wezly to te, ktére maja liczbe s jak najmniejsza (0 lub 1), czyli ilo§é ruchéw
w prawo i w lewo jest mniej wiecej taka sama.

Zatem, jako najestetyczniejszy wezet w danej klasie wybieramy ten

o najmniejszym wspélczynniku symetrii. Niestety, kryterium to nie dla
wszystkich klas byto wystarczajace: zdarzalo sie, ze kilka weztow z danej
klasy miato ten wspdtczynnik najnizszy: w celu wybrania najtadniejszego
potrzebna byla ,dogrywka”. Na wspolczynnik rozstrzygajacy tego rodzaju
sestetyczne remisy” autorzy wybrali wspolczynnik balansu, odpowiadajacy za
dobre wymieszanie ruchéow. W praktyce, decyduje ona o trwatosci wezta, czyli
utrzymywaniu przez wezel wlasciwego ksztattu.
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By zdefiniowaé te liczbe, potrzebujemy pojecia kierunku wigzania. Krawat
mozna wigzaé zgodnie z ruchem wskazéwek zegara w odbiciu lustrzanym

(czyli po ruchu C nastepuje ruch R, nastepnie L, ponownie R) lub przeciwnie.
Wspdlczynnik balansu b to ilo§¢ zmian kierunku wiazania w wezle. Czyli

za kazdym razem, kiedy na n-tym i n + 2-gim miejscu ciagu krawatowego
wystepuje ta sama litera, do wspdlczynnika b dodajemy 1. Im mniejszy jest ten
wspotcezynnik, tym estetyczniejszy wedtug Mao i Finka jest wezel krawatowy.

Okazalo sie, ze te dwa kryteria wystarczaja, by wybraé najestetyczniejszy
wezel w kazdej klasie. Efektem pracy dwoch wspomnianych matematykéw byta
ponizsza tabela najtadniejszych wezléw:

hpy [K(h,y) |s b |ew. nazwa ciag wezla

3 |1 1 0 0 LoRiCo T

4 11 1 1 |1 | prosty LiRoLiCo T

5 |1 1 0 |2 LoRiLoRiCo T

5 |2 2 1 [0 | Pratta LoCiRoLiCo T

6 |1 1 113 LiRoLiRoLi Co T

6 2 4 0 |0 [pétwindsor LiRoCiLoRi Co T

7 12 6 111 LoRiLoCiRoLi Co T
713 4 0 |1 LoCiRoCiLoRi Co T

8 |2 8 0 |2 LiRoLiCoRiLoRi Co T
8 3 12 1 |0 | Windsor LiCoRiLoCiRoLi Co T
9 2 10 13 LoRiLoRiCoLiRoLi Co T
9 3 24 0 0 LoRiCoLiRoCiLoRiCo T
9 |4 8 12 Lo CiRoCiLoCi RoLi Co T

W tym momencie mozna skonfrontowaé teoretyczne rozwazania Mao i Finka

z rzeczywistoscia. Okazalo sie, ze wérdéd wezléw matematycznie wskazanych jako
najtadniejsze znalazty sie cztery dotychczas znane i powszechnie uznawane za
eleganckie (te, ktérych nazwy znalazly sie w tabelce)®. Stad mozna wnioskowad,
ze kryteria wybrane przez Mao i Finka byly sensowne. Istotnie, od czasu
opublikowania ich prac, projektanci mody wprowadzaja do swoich kreacji
wszystkie wezty z tabelki. Tak wiec mozna powiedzieé, ze cel pracy zostal

osiggniety.

Jednak autorzy na tym nie poprzestali. Skoro juz udalo sie zapisaé¢ wezty
krawatowe w jezyku matematycznym, to warto sie zastanowic¢, czego jeszcze
mozna sie dowiedzie¢ o danym krawacie majac dany odpowiadajacy mu ciag.

Na przyktad: krawat mozna rozwiaza¢, wyciagajac przez wezel jego wezszy
koniec. Rezultatem bedzie albo rozprostowany krawat bez zadnego wezla (jak

w przypadku wezla prostego) albo prostszy (choé mocniej zaci$niety) wezel (tzw.
Ltrojlistnik”), jak w wypadku pierwszego wezla z tabeli. Od czego to zalezy?

Okazuje sig, ze tylko od trzech ostatnich ruchéw! Istotnie, zauwazmy, ze
wszystkie poprzednie ruchy sa tylko owinieciem szerokiego konca wokdt waskiego
i przed wykonaniem konczacej sekwencji RoLiCo lub LoRiCo wyciagniecie
szerokiego konca powoduje rozprostowanie krawata. Dopiero jedna z tych dwu
sekwencji tworzy petle, przez ktora przeciagamy krawat ruchem T. Rysunek 4
pokazuje, jak zauwazy¢, ktéra z sekwencji do jakiego skutku prowadzi.

Kontynuacja tych rozwazan prowadzi do dzialu matematyki, ktéry w naturalny
sposob wydaje sie¢ by¢ najblizszy krawatom: teorii weztow. Wezlem nazywamy
pewne zanurzenie S' w R3. Oczywiécie, wszystkie takie zanurzenia sa
homeomorficzne, ale nie s3 homeomorficzne ich dopelnienia do R? i po tym
mozna te wezly rozrézni¢. Przyklady weztéw mozna zobaczy¢ na rysunku 5.

3Juz po opublikowaniu wynikéw, autorzy dowiedzieli sie, ze pierwszy wezel w tabeli jest réwniez
powszechnie uzywany przez cztonkéw mlodziezéwki Komunistycznej Partii Chin.
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Rys. 4. Na obydwu rysunkach waski koniec krawata spoczywa na lewym ramieniu, za$ efekty
wszystkich ruchéw poza sekwencja koniczaca zostaly uproszczone do duzej kropki. Na rysunku
po lewej przedstawiony jest efekt sekwencji RoLiCoT, ewidentnie nie tworzacy petli nie dajacej
sie rozluznié¢, a na rysunku po prawej - efekt sekwencji LoRiCoT, ktéry powoduje powstanie
wezla, ktéremu nie przeszkadza usuniecie waskiego konca. Przypominam, ze krawaty na
rysunkach przedstawiane sg w odbiciu lustrzanym.
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Rys. 5. Galeria najprostszych weztéw wraz z ich indeksami. Jedyny wezet o indeksie 3 zwany
jest tréjlistnikiem.

Po sklejeniu koncéw krawata (zgodnie z linia przerywana na rysunku 4),
traktowanego jako odcinek, otrzymamy jeden z weztéw w rozumieniu
topologicznym. Przy pomocy odrobiny wyobrazni przestrzennej mozna
sprawdzi¢, ktoremu z wezléw jest rownowazny dany wezel krawatowy.
Przykladowo, rysunek 6 uzasadnia, dlaczego po takim polaczeniu wezel windsor
jest réwnowazny tréjlistnikowi.
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Rys. 6. Deformacja windsora do tréjlistnika.

Fink i Mao znalezli spos6b latwego znalezienia indeksu wezla (czyli jego
minimalnej liczby samoprzecigé po zrzutowaniu na plaszczyzne), bez
skomplikowanych manipulacji geometrycznych. W tym celu, przeanalizujmy
doktadniej, jakie deformacje sa ,,dozwolone” i jakim zmianom ciagu wezta
krawatowego odpowiadaja.
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Rys. 7. Deformacja windsora do tréjlistnika - schemat ,uzyteczny”.

Na rysunku 7, po lewej stronie, widzimy wezel windsor przedstawiony w postaci
schematycznej, uzyteczniejszej dla naszej analizy. Na ,szkielet” utworzony

z odpowiednio naciagnietych prostych (czyli nietworzacych wezla) fragmentéw
szerokiego i waskiego konca krawata wraz z ich potaczeniem, nawijamy
fragmenty tworzace wezel, odtwarzajac kolejne ruchy. Dzieki temu, mamy
wyrazny podzial na strefy i latwoéé manipulacji?.

Po pierwsze, zauwazmy, ze w celu uproszczenia wezta, mozna przetozyc
s~wypustke” symbolizujaca ostatni (czyli najwyzej polozony na rysunku ruch L
ponad ,szkieletem”. W ten sposéb, czes¢ rysunku odpowiadajaca za tworzenie
petli sekwencja konicowa, laduje ,za szkieletem”, wiec mozna ja uprosci¢ do
jednego ruchu C, jak na rysunku drugim od lewej i w sekwencji zapisanej pod
spodem®.

W tym momencie, zredukowany ciag krawatowy konczy sie dwoma ruchami

C, a czedé za te ruchy odpowiadajaca znajduje si¢ ,,przed szkieletem”, co
powoduje natychmiastowa mozliwos¢ deformacji do trzeciego od lewej rysunku,
odpowiadajacego trzeciemu od lewej ciagowi.

Kolejna redukcje uzyskujemy dzigki spostrzezeniu, ze dowolnie dltuga serie
przemiennych ruchéw R i L mozna pomingé¢ w zredukowanym ciagu, o ile
wystepuje na koncu. Wystarczy w tym celu przelozy¢ odpowiadajacy im
fragment schematu ,nad szkieletem”, jak na czwartym rysunku.

Analizujac tego typu schematy, autorzy pracy wskazali mozliwe redukcje ciggu
krawatowego, z ktérych trzy pierwsze opisalem powyzej, a czwarta jest tatwa do
zauwazenia:

e ...RLCT® (lub ...LRCT) — ...C

o...Cf(R,L)— ...C, gdzie f(R, L) jest ciagiem zlozonym z naprzemiennych
elementéw R, L.

o...CC— ...0.
e C (Iub f(R,L)) — 0.

Ciagi wezlow, ktére da sie w ten sposéb zredukowaé do ciggu pustego
odpowiadaja weztom réwnowaznym trywialnemu, za$ pozostate wezlty maja
indeks o jeden wigkszy od dlugoéci ich ciagu po redukeji. Ponizsza tabela
zawiera liste estetycznych weztéw i réwnowaznych im wezléw topologicznych.

AW teorii wezléw, ruchy ,dozwolone”, ktére za chwile przedstawie, znane sa jako ruchy
Reidemeistera.

5Rysunek drugi nie do kofica zgadza si¢ z ta sekwencja, jednak zauwazmy, ze cala ,wypustka”
symbolizujaca ostatni ruch na prawo znajduje si¢ ,za szkieletem”, wigc mozna ja wciagnaé¢ do strefy
C. Pominglem ten ruch, gdyz pierwsza operacja jest najtrudniejsza do przeanalizowania.

6. .. oznacza, ze wczesniejsze wyrazy ciaggu nie sg istotne dla tej reguly.
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ciag wezlta krawatowego [réwnowazny wezel

LoRiCo T trywialny
LiRoLiCo T 31
LoRiLoRiCo T 44

LoCiRoLiCo T trywialny
LiRoLiRoLiCo T 59

LiRoCiLoRi Co T trywialny
LoRiLoCiRoLi Co T trywialny

LoCiRoCiLoRiCo T 31
LiRoLiCoRiLoRiCo T T4
LiCoRiLoCiRoLiCoT 31

LoRiLoRiCoLiRoLi CoT 84
Lo Ri CoLi RoCiLoRi Co T 44
LoCiRoCiLoCiRoLi CoT 59

Sznuréwki

Zainteresowaniem matematykdéw cieszyl sie tez inny wiazany element garderoby:
sznuréwki. Szerokie spektrum rozmaitych wynikéw z nimi zwiazanych
przedstawil znany poszukiwacz matematycznych osobliwoéci Burkard Polster

w ksiazce [P2]. Ponizej opiszemy kilka z nich.

Naturalnie, trzeba zaczaé¢ od matematycznego modelu sznuréwki. Rozwazmy
wyidealizowany but, czyli 2n ,oczek” (n > 2). Oczka sa punktami przecie¢ dwu
linii pionowych (oddalonych o 1) i n réwnoodleglych (oddalonych od siebie

o h) linii poziomych. n-sznurowaniem nazywam droge na plaszczyZnie, zlozong
z 2n odcinkéw, ktorych koncami sa wszystkie oczka. Dodatkowo zakladamy,

ze dla dowolnego oczka, przynajmniej jeden z dwu odcinkéw zakonczonych

w danym oczku, musi mieé¢ drugi koniec w innej kolumnie niz to oczko. Ten
ostatni warunek moze wydawaé si¢ zbedny. W istocie jednak jest konieczny, jesli
pamietamy o funkcji, jaka sznuréwki pelnia: maja ,,przyciaga¢” do siebie obie
strony buta. Dzigki ostatniemu warunkowi, kazde oczko ma w tym przyciaganiu
swbj udzial. Gdyby go nie spelnialo, moznaby je usunaé¢ z sznurowania bez
szkody dla funkcji sznuréwki.

.
|
/

L

Rys. 8. Przykltady réznych sznurowan.

Zbiér matematycznie interesujacych sposobéw sznurowania buta jest
zdecydowanie wiekszy od zbioru interesujacych weztéow krawatowych.
Elementarne kombinatoryczne obliczenia wystarcza, by zauwazy¢, ze istnieje

((n2!)2) [:i] nik<n;k>2

roznych n-sznurowan. Na przyklad, istnieje 382838 400 réznych 7-sznurowan.
Ale ktére z tych sznurowan sa (w jakims sensie) najlepsze? Jako, ze sznuréwki
zazwyczaj nie sa eksponowanym elementem stroju, estetyka sznurowania
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schodzi na drugi plan. Bardziej interesujace sa kryteria uzytecznosci: chcemy,
by sznuréwka mogta by¢ jak najkrétsza i by dane sznurowanie byto jak
najmocniejsze.

Ustalmy jeszcze kilka definicji: odcinek sznurowania jest pionowy, jesli jego
konce naleza do tej samej kolumny. W innym wypadku nazywamy taki odcinek
przekgtng. Diugo$ciq sznurowania nazywam sume dlugosci wszystkich jego
odcinkéw.

Rys. 9. Fragmenty sznurowania ,muszki”: koniec, skrzyzowanie i luka

Na rysunku 9 przedstawiono pewne szczegdlne fragmenty sznurowan. Koncami
nazywamy poziome odcinki laczace najwyzsza lub najnizsza pare oczek.
Skrzyzowanie to dwa rzedy oczek polaczone przekatnymi. Luka, to dwa

rzedy oczek, polaczone pionowymi odcinkami sznurowania. Dla dowolnego n
najkrétszymi n-sznurowaniami okazuja si¢ sznurowania zwane muszkami. Muszkq
nazywam n-sznurowanie, ktore mozna podzieli¢ na: 2 konce, maksymalng
mozliwa ilo$¢ luk i skrzyzowania umieszczone tam, gdzie trzeba uzupelnié
sznurowanie ze wzgledu na warunek odcinkéw konczacych sie w jednym oczku.
Istotnie, jesli w n-sznurowaniu istnieje wieksza liczba skrzyzowan, niz jest to
konieczne, mozna zastapi¢ kazde ,zbedne” skrzyzowanie luka, zmniejszajac tym
jego dlugosc.

Rys. 10. Przyklady muszek: najkrétsze 5-sznurowania i najkrétsze 6-sznurowanie.

Dla parzystych n istnieje doktadnie jedno takie sznurowanie. Dla n
nieparzystych jest ich ’%”1

Ciekawym podzbiorem wszystkich sznurowan sa sznurowania geste. Sznurowanie
nazywam gestym, jesli dla dowolnego oczka e, zaden z odcinkéw konczacych

sie w e nie ma drugiego konca w tej samej kolumnie. Innymi stowy, geste
sznurowanie to takie, ktore ,zygzakuje” pomiedzy kolumnami. Liczba

n-sznurowan gestych to TL'(”T_D' na przykltad 7-sznurowan gestych jest 1814 400.

KrzyZowym nazywam n-sznurowanie, skladajace sie jedynie z koncéw

i skrzyzowan. Okazuje sie (acz wymaga to bardziej skomplikowanej analizy),
ze sznurowanie krzyzowe jest zawsze najkrétszym ze sznurowan gestych ([H1]),
nawet jesli opuscimy zalozenie, ze ,oczka” z jednej kolumny leza na jednej
prostej ([M1]).

Sznurowania geste sa interesujace ze wzgledu na fakt, ze sa wyjatkowo mocne.
Kazde sznurowanie dziata jako ,$ciagacz”, utrzymujacy razem obie strony buta.
Zaktadamy, ze naprezenie sznuréwki T jest state, niezalezne od sznurowania.
To naprezenie generuje naprezenie sznurowki w kierunku ,,poziomym” T},.
Najmocniejsze jest n-sznurowanie, ktére maksymalizuje T}, gdyz najmocniej
Sciaga ku sobie przeciwne strony buta. Z kolei, T}, jest suma ,,poziomych”
sktadowych naprezen wzdluz wszystkich odcinkéw sznurowania. Dlatego mozna
przeanalizowaé naprezenie na kazdym odcinku z osobna.
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Rys. 11. Po lewej stronie — sznurowanie krzyzowe, pozostale dwa nazywamy prostymi.

Oczywiscie, pozioma sktadowa naprezenia wzdluz pionowego odcinka wynosi 0.
Pozioma skladowa naprezenia wzdluz przekatnej o dlugosci I wynosi T'/1.
Zatem, jesli n-sznurowanie zawiera odcinki pionowe, to zawsze mozemy znalezé
n-sznurowanie mocniejsze, zastepujac te odcinki odpowiednimi przekatnymi.
Stad wynika, ze najmocniejsze n-sznurowanie musi by¢ geste. W takim razie,
gdy oznaczymy przez lq,...,ls, dlugosci przekatnych takiego sznurowania, to
problem bedzie polega¢ na minimalizacji sumy

i 1

=k
Oczywiscie, dla n = 2 najmocniejszym sznurowaniem jest jedyne geste.
Polster udowadnia, ze dla n > 2 najmocniejsze sznurowanie zalezy od h
(czyli odlegtosci w pionie miedzy ,oczkami”), a najmocniejszymi wigzaniami
sg najpopularniejsze, przedstawione na rysunku 11 wiazania krzyzowe

i proste. Wedlug jego obliczen, dla kazdego n > 2 istnieje h,, > 0, takie, ze
najmocniejszymi n-sznurowaniami sa:

e krzyzowe, dla h < hy,;
e krzyzowe i proste dla h = hy;
e proste, dla h > h,.

Polster oszacowal tez, ile wynosi wspétczynnik h,, dla konkretnych n. Rezultaty
zawiera ponizsza tabela:

n 3 4 5 6 7 8 9 10
hn | 0,9029 | 0,7412 | 0,645 | 0,3794 | 0,3309 | 0,4931 | 0,4625 | 0,4372

Co ciekawe, w przypadku prawdziwych butéw, stosunek odlegltosci oczek

w kolumnie do odleglosci miedzy kolumnami jest zblizony do h,,. To oznacza,
ze niemal obojetne jest, ktére z najpopularniejszych sznurowan sie stosuje.
Tym razem wiec analiza matematyczna nie byla konieczna: rynek dotart do
optymalnych rozwigzan samorzutnie. Polster jednak zaznacza, ze podobno
wiekszo$¢ ludzi stosuje nieoptymalny sposéb wigzania koncéwek sznuréwki. Ale
to juz zupelnie inna historia...
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