Jest to tekst zwigzany z odczytem
wygloszonym na XLVI Szkole Matematyki
Pogladowej, Podejscie niestandardowe,
Warszawa—Miedzeszyn, styczen 2011.

Pie¢ dowodoéw jednej tozsamosci
Wojciech GUZICKI, Warszawa

W tym artykule udowodnimy nastepujaca tozsamosé kombinatoryczna:

S

0. Podstawowe pojecia i oznaczenia

Przypuéémy, ze dany jest zbior skonczony A. Wtedy
|A| = liczba elementéw zbioru A,
P(A)={B: BC A},
P,(A)={Be€ P(4): |B| =k}.

W szczegdlnodci

B(A) = {a},
Pi(A) = {{a}: a€ A},
Pn(4) = {A},

gdzie |A| = m. Ponadto

[0 :

(1] = {1},

2] = {1,2},
P(n) = P([n]) = P({1,2,...,n}),
Py(n) = Py([n]) = P.({1,2,...,n}),
Py (0) = Py(9).

Beda potrzebne dwie funkcje. Jedli 1 < k < mn, to
nrg=n-(n—1)-...-(n—k+1).
Dla k < 01idla k > n przyjmujemy (n), = 0; natomiast dla k = 0 przyjmujemy
(n)r = 1. Wreszcie
nl=Mn),=1-2-...-n
oraz 0! = 1.

Definiujemy wspoétczynnik dwumianowy (Z) wzorem

(7) = 1P

n
() -0
Przypomnijmy, ze jesli |A| = n, to
Py(A) ={@} oraz P,(A)={A}.

Ponadto

dla k£ < 0 oraz dla k > n.

Zatem

Twierdzenie 1. Jedli 0 < k < n, to

<Z> B (1/?!k R (:!— k)

Bedziemy réwniez korzystaé z nastepujacych rownosci:

(W) =(0) o (i) =1 ()

dla k=0,1,2,...,n.
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1. ,Tozsamos¢ 4"” i dowdd analityczny
Definiujemy funkcje S, (z) (n=0,1,2,...) wzorem:
"~ (2k\ (2n — 2k
Sn(x) = g
w=3(5) (0
k=0
dla z € R. Rézniczkujac obie strony otrzymujemy:

2k\ (2n — 2k

Sl k—1

-2 () ()
k=0

dla x € R. Zmieniajac kolejno$¢ sumowania (czyli podstawiajac k :==n — k),

otrzymujemy
- 2n — 2k
-2 ()G
k=0

skad dostajemy

"L (2k\ (2n — 2k
n.S (271 =" - k=n — G ().
x (z7) == %(k)(n—k)x (x)
Nastepnie rézniczkujemy obie strony réwnosci

Sp(z) =a" - Sp(z™1).
Otrzymujemy
Si(z) = (@) - Su(z™) + 2™ (Sp(z™h)) = na" 1S, (a7 )+
+2"- 8 (7Y () =na" L S (a7 — 22 8 (27 ).
Podstawiajac teraz x = 1, otrzymujemy
Sp(1) =n- 8, (1) = 5,(1),
czyli

Z drugiej strony

n+1

2k\ (2n+2 -2k

s =3 () (1)
k=0

skad otrzymujemy

n+1 n+1
2 +2-2k\ g 2k (2n+2—2k\ o,
(@ Zk( ><n+l—k)x _Zk<k><n+l—k>x -

k=1
n

%k +2\ (2n — 2K\
— ka1 —
kzzo( * )<k+1><n—k>x

2k+2 (2k+1\[(2n—2k\ ,
Z(’Hl)'kﬂ'( k )(n—k)x -
_ (2h+2). (2k+1) <2n_2k>xk _
k+1 n—k
k=0
2k +1 (2k\ (2n—2k\ ,
@k+2)- 575 (k)(n—k)x =
k=0
2k\ (2n —2k\ ,
2(2k+1)-(k><n_k>x =
k=0
" 2k\ [2n — 2k - 5N 2k (2n— 2K\ ,
e ()G () )=
k=0 k=0
= 2k\ (2n —2k\ ., 2k\ (2n —2k\ ,
3ok () Cao ) (1) (2l -

k=0

=
o

I
M§

s

I I
>~

Il
S

0
4z 8! () +2- Sp(x).
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Teraz podstawiamy x = 1:
1) =4-5,(1)+2-5,(1) =4- g S +2-5,(1) = (2n+2) - Sp(1).

Poniewaz takze

n+1

()= "0 8, (1),
wiec

1

P Sua(1) = (20 +2) - Sa(D),
czyli
Snt1(1) =4-5,(1).

Poniewaz

0
2%\ (0 — 2k _,
£ 2
k=0
wiec przez indukcje S, (1) = 4™. Zatem

S () s

2. Tozsamo$¢é Cauchy’ego-Vandermonde’a

co konczy dowdd.

Podamy najpierw bez dowodu nastepujace twierdzenie:
Twierdzenie 2. Dla dowolnych liczb naturalnych m, n i k zachodzi rownosé
9] k
m n m n m n m-+n
; (J)(kj> _j;,o (J)(kj> _; (J)(kj> - ( k )

Tozsamo$¢ udowodniona w powyzszym twierdzeniu nazywamy czasami
tozsamosciag Cauchy’ego-Vandermonde’a.

Symbolem (x),, oznaczymy wielomian

@p=z(z—-—D(z—-2)...-(x —n+1)
dlan=1,2,3,... Przyjmujemy réwniez (x)o = 1. Wprowadzmy takze oznaczenie:
(n) ~ Tl
dlan=0,1,2,... Zauwazmy, ze (z), oraz (2) sa wielomianami stopnia n

zmiennej x.

Niech teraz

vo-$()(,) o (1)

j=0

Wielomiany W (z) i V(x) przyjmuja te same wartosci dla nieskoniczenie wielu
argumentéw: W(m) = V(m) dla m € N. Zatem sa identyczne; w szczegdlnosci
W (z) = V(x) dla dowolnej liczby rzeczywistej x. Wezmy teraz dowolna liczbe
r € R i rozwazmy wielomiany zmiennej y:

k
r Y r+y
Uy) = <>< > oraz Ty:( )
w=2()(, w=(""
Wielomiany U(y) i T'(y) przyjmuja te same wartosci dla nieskoficzenie wielu

argumentéw: U(n) = T'(n) dla n € N. Zatem sg identyczne, czyli dla dowolnej
liczby rzeczywistej s zachodzi réwnosé U(s) = T(s). To znaczy, ze dla dowolnych

7,S€Rmamy:

Te tozsamos¢ tez bedziemy nazywaé tozsamo$cig
Cauchy’ego-Vandermonde’a.
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Uwaga. Mozna udowodnié¢ (co pozostawiamy jako ¢wiczenie), ze jesli dwa
wielomiany W (z,y) i V(z,y) dwéch zmiennych x i y przyjmuja te same
wartosci dla wszystkich r,s € R (tzn. W(r,s) = V(r,s)), to sa identyczne:
Wi(z,y) =V(z,y).

Podstawmy teraz w tozsamosci Cauchy’ego-Vandermonde’a r = s = —%.

Otrzymujemy
k
2 ()65)- ()
NI \kE—] k

Obliczymy teraz wspolczynniki dwumianowe wystepujace po obu stronach
powyzszej réwnosci.

Pokazemy najpierw, ze dla dowolnego n = 0,1,2,... mamy

()=

Dla n = 0 ta réwnosé jest oczywista. Niech n > 1. Mamy teraz

(—1) (D (D) (1= (-1=2) (<l =mt 1)

Pokazemy teraz, ze dla dowolnego n = 0,1,2,... mamy

-3 _ =D (2
n 4n n/)
Znéw dla n = 0 rownosé jest oczywista. Niech zatem n > 1. Mamy wéwczas

) INC HCRIRC EU IO LIEN

n! n!

_(53) (=) (=8 ()

(=1)-(=3)-(=B) ... (=(2n—1))  (-1)"-1-3-5-...-(2n—1)

B 27 . n! o om .yl -

_(=)*1-35-..-(2n—1) 2:4-6-...-(2n) _ (=1)"-(2n)! _

N 2n . ! 4-6-...-(2n)  2n-nl.2n.p!
(=D"-@n)! _ (=D)" (2n)! (1) 2n

T Avoplopl  4n plndl . an <n)

Podstawmy teraz obliczone wartosci do rownosci

SO -()

Otrzymamy
i (-1 (2j> LD (%—%) B
—w T\ k—j ’
czyli
Ek: ~Dk 27\ . (2k—2 —
= 4k k—j ) '
Zatem i
2k — 25
Z( (o) o
j=0 —J
czyli

z’“: (2j> (ka - 2j> 4
2\ )\ k=g

co konczy dowdd algebraiczny ,tozsamosci 4™”.
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3. Dow6d kombinatoryczny

Pokazemy najpierw geometryczna interpretacje
wspolczynnikow dwumianowych.

Mamy dany prostokat o wymiarach m x n podzielony
na mn kwadratéw jednostkowych. Chcemy obliczy¢
liczbe drég prowadzacych z punktu A do punktu B,
spelniajacych zalozenie: w czasie przechodzenia drogi
wolno poruszaé sie tylko w prawo i do gory.

Przyktad takiej drogi widzimy na nastepnym rysunku:

Kazda taka droge mozemy zakodowacé za pomocg m + n
znakéw: m poziomych i n pionowych kresek. Kolejnosé
tych kresek odpowiada przechodzonym odcinkom
poziomym i pionowym od punktu A do punktu B.
Powyzsza droge mozemy zatem zakodowaé za pomoca
ciggu

e I N e L
Oczywiste jest tez, ze kazdy taki ciag koduje dokladnie
jedna droge. Ciag sklada si¢ z m 4+ n znakéw. Jest on
wyznaczony jednoznacznie po wskazaniu, na ktérych
miejscach znajduja sie kreski poziome (réwnowaznie:
kreski pionowe). Zatem istnieje (™!") (réwnowaznie:
(m:")) takich ciggéw, a wiegc i tyle rozwazanych drég.
Mamy zatem

liczba drég z A do B = ("””) _ (”””).

m n

W szczegdlnosci dla m = n mamy drogi w kwadracie
o boku n:
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Innym kodem takiej drogi moze by¢ ciag dlugosci

2n skladajacy sie z n zer i n jedynek; dla drogi na

powyzszym rysunku mamy ciag:
(0,1,0,0,1,1,1,0,1,0,0,1,0,1).

Otrzymujemy w ten sposob pierwsza

z wykorzystywanych w dowodzie interpretacji

kombinatorycznych wspétczynnika dwumianowego (2:):

liczba ciagdéw dlugosci 2n, w ktérych wystepuje n zer i n

jedynek jest réwna (27?)

Przypomnijmy teraz ,tozsamos¢ 4™”:
z’“: (2]') <2k - Qj) 4
par A ANE A

Pokazemy teraz dowdéd kombinatoryczny tej tozsamosci.
Istnieje 4™ ciagéw dlugosci 2n o wyrazach ze zbioru

{0,1}:
f+2n] = {0,1}.
Niech A bedzie zbiorem wszystkich takich ciagow.

W kazdym takim ciaggu wyréznimy tzw. odcinek
réwnoliczny. Odcinkiem réwnolicznym ciagu

f = (f17f27"'7f2n)
nazywamy najdluzszy odcinek poczatkowy
I [2K] = (f1, f2,-- -, for)

ciagu f (gdzie 0 < k < n), w ktérym wystepuje tyle
samo zer i jedynek. Oto kilka przyktadéw odcinkéw
réwnolicznych; w tych przyktadach n = 6, odcinek
réwnoliczny zostal wyrézniony pogrubiong czcionka:
k=0: (0,0,0,1,0,0,1,0,0,0,1,0),

k=1: (0,1,0,0,0,0,1,0,0,1,0,0),
k=2: (0,0,1,1,0,0,0,0,1,0,0,0),
k=3: (0,1,1,0,0,1,0,0,0,1,0,1),

k=n: (0,1,0,0,1,0,0,1,1,1,1,0).

Popatrzmy na graficzng ilustracje ciagéw z powyzszych

przyktadéw. Przypomnijmy, ze w tych przyktadach

przyjelismy n = 6. Najpierw mamy przyktad ciagu bez

odcinka réwnolicznego (dokladniej: k = 0, czyli odcinek

réwnoliczny ma diugo$é 0). Oto ciag:
(0,0,0,1,0,0,1,0,0,0,1,0)

i jego ilustracja graficzna:




Zauwazmy, ze droga odpowiadajaca naszemu ciggowi
dotyka ,przekatnej” (odcinka AB, narysowanego
linig przerywana) tylko w punkcie A). W nastepnym
przyktadzie mamy k = 1 (a wigc odcinek réwnoliczny
ma dlugosé 2). Oto ciag:

(0,1,0,0,0,0,1,0,0,1,0,0)

i odpowiadajaca mu droga:

Tym razem droga dotyka przekatnej w jeszcze jednym
punkcie oprocz A. Jest to punkt nastepny po A na
narysowanej przerywana linia przekatnej AB,,. Dla k =2
mamy ciag:

(07 07 1’ 1) 07 07 0’ 07 17 07 07 0)

i droge:

Ta droga dotyka przekatnej w punkcie nastepnym po
punkcie z poprzedniego przykladu. Dla k=3ik =6
mamy nastepujace drogi:
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Zauwazmy, ze drogi te moga przecinaé¢ przekatna
wielokrotnie. Wazne jest to, gdzie dotykaja tej
przekatnej po raz ostatni.

Niech Ay bedzie zbiorem tych ciagéow dlugosci 2n,
w ktérych odcinek réownoliczny ma diugosé 2k.

Woéwezas
A=AgUAIUAU...UA,

oraz zbiory Ay sa parami rozlaczne. Zatem
n

> A = |A] = 4"

k=0

Wystarczy zatem udowodnié, ze
2k\ (2n — 2k
Ag| = .
4= () (25
Niech 0 < k < n. Oczywiscie istnieje (Qkk) odcinkéw
poczatkowych

f | [2k] = (f17f27' . '7f2k:)

dtugosci 2k, w ktérych wystepuje k zer i k jedynek. Do
zakonczenia dowodu wystarczy wiec pokazaé, ze istnieje
(QZ:ik) ciagéw

F1(2n]\ [2K]) = (f2k+1, fors2s - -5 fon)
dhugosci 2n — 2k o tej wlasnosci, ze w zadnym odcinku
poczatkowym takigo ciagu nie ma tyle samo zer
i jedynek. Wéwczas odcinek f | [2k] dlugosci 2k bedzie
odcinkiem réwnolicznym ciagu

f= 1, fo o, fors fort1s -5 fon)
nalezacego zatem do Ai. Dowdd twierdzenia bedzie
wiec zakonczony, gdy udowodnimy nastepujacy lemat
pokazujacy inna kombinatoryczna interpretacje

wspotezynnika dwumianowego (27:‘)

Lemat 3. Istnieje (27:‘) ciggow

f=(f1,fas---, fon)

dlugosci 2n o wyrazach ze zbioru {0, 1}, majacych
nastepujaca wlasnosé:

dla kazdej liczby k € [2n] w odcinku poczatkowym
f 2K = (f1, fas- o fon)

ciggu f wystepuje rézna liczba zer i jedynek. Inaczej
méwiac:

{ielkl: f(i) =0} #{ielk: f()=1}



Dowéd. Popatrzmy najpierw na ilustracje graficzna
naszego lematu. Ciagi zerojedynkowe (tzn. o wyrazach
ze zbioru {0,1}) kodujemy za pomoca drdg na papierze
w kratke. Wyrazowi 0 odpowiada odcinek poziomy,
wyrazowi 1 odpowiada odcinek pionowy; wyruszamy

z ustalonego punktu A i poruszamy sie wylacznie

w prawo i do gory.

Zauwazmy, ze droga dtugosci 2n zakonczy sie w jednym
z punktéw By, B1, ..., Bay,; sa to punkty lezace na

odcinku laczacym punkty By i Bs, oddalone od punktu

A o 2n kratek. Warunek sformutowany w lemacie

oznacza, ze poprowadzona droga nigdzie (poza punktem
wyjscia A) nie dotknie przekatnej: linii taczacej punkt A

z punktem B,,. Takie drogi bedziemy nazywa¢ drogami
omijajacymi przekatna. Przyktad drogi omijajacej
przekatna widzimy na nastepnym rysunku:

Na tym rysunku przyjeto n = 6. Zaznaczona droga
odpowiada ciggowi

(0,0,1,0,0,1,1,0,1,0,0,0).

Drogi omijajace przekatna dziela si¢ na dwa zbiory:
drogi zaczynajace sie od kroku w prawo (czyli do
punktu C) i drogi zaczynajace sie od kroku w gore
(do punktu D). Oczywiscie drogi omijajace przekatna
i przechodzace przez punkt C' muszg zakonczyé sie

w jednym z punktéw By, ..., B,_1. Drogi omijajace
przekatna i przechodzace przez punkt D zakoncza sie
w jednym z punktéw B, 41, ..., B2,. Na nastepnym
rysunku widzimy jedng z takich drog przechodzacych
przez punkt D.

30

Na tym rysunku zaznaczona droga odpowiada ciagowi
(1,1,1,0,0,1,1,1,1,0,0,1).

Ze wzgledu na symetrie liczba drég omijajacych
przekatna i przechodzacych przez punkt C' jest réwna
liczbie drég omijajacych przekatna i przechodzacych
przez punkt D. Policzymy te pierwsze drogi. Pomyst
polega na tym, by od liczby wszystkich drég odjaé
liczbe drég, ktére nie omijaja przekatne;j.

Wprowadzmy wygodne oznaczenie. Jesli X i Y sg
dwoma punktami kratowymi, to symbolem

d(X,Y)

bedziemy oznaczaé liczbe drég z X do Y zgodnych

z zasadami poruszania sie po kratkach (tzn. tylko

w prawo i do géry). Wiemy juz, ze drogi omijajace
przekatna i przechodzace przez punkt C' koricza sie

w jednym z punktéow By, ..., B,_1. Liczba wszystkich
drog z A przez C do jednego z tych n punktow jest
zatem réwna

n—1
> d(C, By).
k=0

Odejmijmy od tej liczby liczbe drog ,ztych”:
prowadzacych z A przez C' do jednego z tych n
punktéw, ale nie omijajacych przekatnej. Oto
przyktad takiej drogi:




Droga ,zta” w co najmniej jednym punkcie dotyka
przekatnej. Fragment tej drogi od punktu C' do
pierwszego punktu na przekatnej odbijamy symetrycznie
wzglegem przekatnej. Otrzymujemy droge z punktu

D do jednego z punktéw By, ..., B,_1 (zauwazmy, zZe
jedyna droga z C' do By nie dotyka przekatnej; dlatego
pomijamy punkt By jako jeden z punktéw koncowych
drég ,zlych”):

Odwrotnie, kazda droga z punktu D do jednego

z punktéw By, ..., B,_1 musi przeciaé¢ przekatna,

a wiec powstaje z doktadnie jednej drogi ,ztej” przez
odbicie symetryczne. Stad wynika, ze liczba drog
»zlych” jest rowna

n—1

> d(D,By).

k=1

Zauwazmy nastepnie, ze dla kazdego k =1,2,...,n—1
mamy réwnosé

d(D, By) = d(C, Bi—1).

Mianowicie kazda droge z D do By przesuwamy o jedna
kratke w prawo i jedna w dél, otrzymujac w ten

sposéb droge z C do By_1; to przeksztalcenie drog jest
oczywiscie wzajemnie jednoznaczne. Stad wynika, ze

liczba drég ,ztych” z C' do punktéow By, ..., B,_1 jest
rowna,
n—1 n—1 n—2
> d(D,By)=> d(C,Bx_1) =Y _d(C,By).
k=1 k=1 k=0

Liczba drég z A przez C omijajacych przekatna jest
zatem rowna

n—1 n—2
> d(C,By) = > d(C, By) = d(C, Bp_1).
k=0 k=0

Zauwazamy nastepnie, ze
d(C,B,,-1) =d(AE).

Mianowicie kazda droge z C' do B,,_; przesuwamy
o jedna kratke w lewo.
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Otrzymujemy wniosek: liczba drég z A przez C
omijajacych przekatna jest réwna d(A, E). Przez
symetrie, liczba drég z A przez D omijajacych
przekatng jest réwna d(A, F). A wiec liczba wszystkich
drég wychodzacych z A i omijajacych przekatng jest
réwna

d(A, )+ d(A, F) = d(A, B,) — (2:)

co konczy dowdd lematu.
Mozemy teraz przystapi¢ do dowodu ,tozsamosci 4™”:
z": 2k\ (20— 2K\ _ .
k n—k )
k=0

Niech A bedzie zbiorem wszystkich zerojedynkowych
ciagéw f dlugosci 2n:

A= [2][2n] = {f: (fl,f27"'7f2n) : flaf%"'af?n € [2]}
Definiujemy nastepnie zbiory Ay dla k =0,1,...,n:
Ay ={f€A:max{j€[n]:

IOy N 2] = [F71 1) N [24]] = 5} = k.

Inaczej méwiac, ciag (f1, fa, ..., for) jest najdiuzszym
odcinkiem poczatkowym ciagu f, w ktérym jest tyle
samo zer co jedynek. Wtedy

A" =22 = Al = | A
k=0

Wystarczy teraz zauwazy¢, ze jesli f € Ay, to ciag

f mozna podzieli¢ jednoznacznie na dwa ciagi: ciag
f1[2k], w ktorym jest po k zer i jedynek (jest (2kk) takich
ciagéw) i ciag f|{2k +1,...,2n}, kodowany za pomoca
drogi omijajacej przekatna (jest (Qijk) takich drég).
Zatem

2k\ (2n — 2k
= ()0t
skad wynika, ze

"L 2k [2n — 2k .
=3 () () -
0 k=0

co konczy dowdd.

n

k=



4. Algorytm Siostry Celine

Przejdziemy teraz do drugiej cze$ci wyktadu. Pokazemy w niej dowody
algorytmiczne; ich najwazniejsza cechg jest to, ze moga by¢ w caloéci lub
prawie w calosci przeprowadzone automatycznie, przez komputer wyposazony
w program do wykonywania obliczen symbolicznych. Pierwsza z omawianych
metod jest tzw. algorytm Siostry Celine, opracowany w 1945 roku w pracy
doktorskiej Siostry Mary Celine Fasenmyer ze Zgromadzenia Siéstr Milosierdzia
(Sisters of Mercy), zalozonego w polowie XIX w. w Irlandii. Ten algorytm
pozwala znalez¢ rownanie rekurencyjne spelnione przez funkcje okreslona za
pomocy sumy wspolczynnikéw dwumianowych.

Przypus$émy, ze funkcja f jest okreslona wzorem

f(n) - ZF(TL, k)v
k

gdzie F'(n, k) jest funkcja dwéch zmiennych catkowitych, spelniajaca nastepujacy
warunek: dla kazdej liczby naturalnej n istnieje tylko skonczona liczba liczb
catkowitych & takich, ze F(n,k) # 0. Méwimy wéwezas takze, ze F(n, k) = 0 dla
prawie wszystkich k. Jedli funkcja F(n, k) spelnia ten warunek, to sumowanie
w definicji funkcji f — teoretycznie rozciagniete na wszystkie liczby catkowite k

— ma sens: dodajemy tylko skonczenie wiele liczb réznych od zera. Ten warunek
bedziemy nazywaé¢ warunkiem sumowalnosci.

Zasade dzialania algorytmu Siostry Celine wyjasnimy na kilku przyktadach.
W tej czedci wykladu ograniczymy sie do opisu algorytmdw, nie dowodzac
twierdzen o ich poprawnoéci.

Przyktad 1. Niech funkcja f bedzie zdefiniowana wzorem
n
= k
o =3 (3)

dlan =0,1,2,... Zauwazmy, ze funkcja

Fln,k) =k (Z)

spelnia warunek sumowalno$ci: dla kazdej liczby naturalnej n rownosé

F(n,k) = 0 zachodzi dla prawie wszystkich k. Mianowicie F(n,k) =0

dla k < 0 oraz dla k > n.

Szukamy teraz wspélczynnikéw a, b, ¢ i d (byé moze zaleznych od n, ale

niezaleznych od k) takich, ze
a-Fn,k)+b-Fn+1,k)+c-F(n,k+1)+d-Fln+1,k+1)=0

dla wszystkich n € N i k € Z. Ustalmy zatem liczbe n > 0 oraz k spelniajaca

nieréwnoéci 1 < k < n — 1. Wéwczas bedziemy mogli korzystaé¢ z twierdzenia 1.

Podzielmy obie strony naszego réwnania przez F(n, k) (zauwazmy, ze
z przyjetych zalozen wynika, iz F(n,k) # 0):

_’_b.F(n—l—l,k) c-F<n’k+1)+d-F(n+1’k+1):O.
F(n, k) F(n,k) F(n,k)
Zauwazmy teraz, ze utamki
Fn+1,k) F(nk+1) Fin+1,k+1)
Fin k) Fmk) F(n, k)

wyrazaja sie prostymi funkcjami wymiernymi:
Fin+1,k) k- (") n+41

F(n,k) k-(})  n—k+1
F(n,k+1):(k+1)-(ki1):n—k
F(n, k) k(1) K
Fin+Lk+1) (*k+1)-(GF) n+1
F(n,k) k- (} ok
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Otrzymujemy zatem réwnanie
n+1 n—k n+1
b — : d- =0.
TRy TE T TR
Mnozymy obie strony przez wspélny mianownik k(n — k + 1), otrzymujac
a-kln—k+1)+b-k(n+1)+c-(n—k)n—k+1)+d-(n+1)(n—k+1)=0.
Po otwarciu nawiaséw i uporzadkowaniu wedlug poteg k, otrzymujemy
(c—a) - k*+ (a(n+1)+bn+1)—c2n+1)—d(n+1)) k+
+(en(n+1)+d(n+1)%) = 0.

Dobieramy teraz a, b, ¢ i d tak, by to réwnanie byto spelnione tozsamosciowo.
W tym celu wystarczy, by tréjmian kwadratowy zmiennej k wystepujacy po
lewej stronie, byt tréjmianem tozsamosciowo zerowym, czyli, by:

c—a=0
an+1)+bn+1)—c@2n+1)—dn+1)=0
en(n+1)+dn+1)?=0
Otrzymali$émy uktad jednorodny trzech réwnan z czterema niewiadomymi. Taki
uklad ma rozwiazanie niezerowe. Sprébujmy je znalezé. Podzielmy obie strony

ostatniego réwnania przez n + 1 i podstawmy w dwéch ostatnich réwnaniach
¢ = a. Otrzymamy uktad réownan:

c=a
an+1)4+bn+1)—al2n+1)—dn+1)=0
an+d(n+1)=0
czyli
c=a
—an+bn+1)—dn+1)=0
an+dn+1)=0
7 ostatniego réwnania wynika, ze mozemy przyja¢ a =n + 1 oraz d = —n.
Otrzymamy wéwczas uklad
a=n+1
c=n+1
d=—-n
—n(n+1)+bn+1)+nn+1)=0

skad wynika, ze b = 0. Mamy ostatecznie

a=n+1
b=0
c=n+1
d=-n

W ten sposéb otrzymujemy réwnanie
(n+1)-Fn,k)+ (n+1)-F(n,k+1)—n-Fn+1,k+1) =0,
czyli

(n+1)-k-(Z>+(n+1).(k+1)-(kil)_n-(kﬂ)-(Z:):o.

Te tozsamos¢ udowodniliSmy przy zalozeniu, ze n > 1 oraz 1 <k <n —1.
Nietrudno zauwazy¢, ze jest ona prawdziwa takze dla pozostatych k oraz dla
n = 0. Mianowicie:

e dla k < —1 wszystkie wspoélczynniki dwumianowe sa rowne 0;
e dla k = —1 otrzymujemy tozsamosé
(n+1)-(-1)-0+(n+1)-0-1-n-0-1=0;
e dla k£ = 0 otrzymujemy tozsamosé
n+1)-0-1+(n+1)-1-n—n-1-(n+1)=0;

33



e dla k = n otrzymujemy tozsamosé
m+1)n-1+Mn+1)-(n+1)-0—-n-(n+1)-1=0;
e dla k > n wszystkie wspoélczynniki dwumianowe sa réwne 0.

Ponadto dla n = 0 otrzymujemy réwnanie

1-k-(2>+1~(kz+1)~<k?_1>0~(k+1)~(ki1>0,
k~(2>+(k+1)~<kil>0.

Podobnie jak wyzej sprawdzamy, ze dla kazdego k to réwnanie jest
tozsamosciowe.

czyli

W ten sposéb otrzymaliSmy tozsamosé
(n+1)-Fn,k)+(n+1)-F(n,k+1)—n-F(n+1,k+1)=0
dlan € Nik € Z. Mamy zatem

(n+1)-Y F(n,k)+(n+1)-Y Fnk+1)—n-Y F(n+1,k+1)=0.
k k k

Korzystamy teraz z oczywistych rownosci:
Y F(mk)=> F(mk+1)=...=> F(mk+1)=f(m).
k k k

Mamy zatem
(n+1)-fln)+(n+1)- f(n)—n-fln+1)=0,
czyli
fln+1) = - f(n)

dla n > 1. Korzystajac z tego réwnania rekurencyjnego tatwo dowodzimy przez
indukcje, ze

2(n+1)

f(n)=n-2""1.

Ten wzér mozemy takze wyprowadzi¢ w nastepujacy sposéb. Najpierw

obliczamy
1 1
1) = —=1.-=—=1.
=Yk =1y

Nastepnie zauwazamy, ze

=1
@) =22 fay=2-2- ),
13 =22 fe)=2 5 f2),
J =22 @) =25 1)
fon-1) =20 )9 P2 ),
2-n

f) === fln—1)=2. = f(n—1).

Mnozac te n réwnosci stronami, otrzymujemy

F)-FQ) o fnm )y =2t 2T
czyli

f(n)=2"""1.n.

To, ze powyzsze postepowanie zakonczyto sie sukcesem i otrzymalidmy rownanie
rekurencyjne dla funkcji f, wynikato z tego, ze wszystkie ilorazy
Fin+1,k) F(n,k+1) Fin+1,k+1)
Fln k)~ Fmk) 7 F(n, k)
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wyrazaly sie tak prostymi funkcjami wymiernymi, iz po pomnozeniu réwnosci
F(n+1,k) F(n,k+1) d Fin+1,k+1)
Fok) ¢ T Fmk) YT Fmk)
przez wspélny mianownik, otrzymalismy po lewej stronie wielomian zmiennej
k (w naszym przypadku tréjmian kwadratowy) stopnia nizszego o 2 od
liczby niewiadomych (w tym przypadku réwnej 4). Mozna bylo zauwazy¢, ze
wybierajac tylko ilorazy
F(n+1,k) Fin+1,k+1)
Flnk) F(n, k)
otrzymaliby$émy trzy niewiadome i wielomian stopnia pierwszego:
n—=k n+1

. d- =0
a+c 2 + A s

+b- =0

czyli
ak +cn—k)+dn+1)=0.

Po uporzadkowaniu wyrazow wedlug poteg k, otrzymujemy teraz
(a—c)k+cen+dn+1)=0.

Tym razem otrzymujemy uklad réwnan

a—c=0
en+dn+1)=0

ktérego rozwiazanie otrzymujemy tak jak poprzednio:

a=n+1
c=n+1
d=—-n

W nastepnym przyktadzie zastosujemy takze te uproszczona metode
znajdowania wspétczynnikéw w rownaniu rekurencyjnym. Zauwazmy tylko,
ze w rozwiazaniu za pomoca komputera rozwazalibySmy uktad réwnan ze
wszystkimi niewiadomymi a, b, ¢ i d. Zauwazmy jeszcze, ze poza prostymi
przeksztalceniami algebraicznymi, stosowany program do obliczen symbolicznych
musi ,umie¢” skraca¢ wyrazenia zawierajace silnie, tzn. musi ,umie¢” stosowaé
wzér rekurencyjny

(n+D!'=nl-(n+1).
Wreszcie moze okazaé sie, ze rozwazane ilorazy wyrazaja sie bardziej
skomplikowanymi funkcjami wymiernymi. Musimy wtedy wprowadzié¢
wiecej niewiadomych i rozwaza¢ wiecej ilorazéw. Wybieramy state I oraz J
i rozwazamy réwnanie postaci

I J
> > aij - Fn+ik+j)=0
i=0 j=0
majace (I +1)(J 4 1) niewiadomych. Stale I oraz J dobieramy tak, by réwnanie
iiaw‘ Fntik+i)
i=0 j=0 7 F(n, k)
po skréceniu silnii i pomnozeniu przez wspélny mianownik mozna byto
doprowadzi¢ do postaci, w ktérej po lewej stronie wystapi wielomian zmiennej
k stopnia o co najmniej 2 nizszego niz liczba niewiadomych. Nie bedziemy tu
dowodzi¢, w jakich przypadkach jest to mozliwe.

W przypadku ,tozsamosci 4™” wybierzemy I = 2 oraz J = 1. Nie bedziemy
rozwigzywaé ukladu rownan z szeScioma niewiadomymi; pozostawimy jako
¢wiczenie przeprowadzenie odpowiednich obliczen prowadzace do znalezienia
wielomianu czwartego stopnia zmiennej k. Wystarczy do tego prosty program
do obliczen symbolicznych, np. DERIVE. My wybierzemy natomiast takie
ilorazy, by otrzymany na koncu wielomian zmiennej k byl stopnia drugiego.
Przyjmiemy takze odpowiednie zalozenia dotyczace n i k — tak, by méc
korzysta¢ z twierdzenia 1. Sprawdzenie, ze otrzymane rownanie rekurencyjne
jest spelnione przez wszystkie liczby n i k pozostawimy takze jako ¢wiczenie.
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Przyktad 2. Definiujemy funkcje f wzorem
2k\ (2n — 2k
M‘Z}(k)( " r)
Zauwazmy, ze

f(n) =" F(n,k),
k

2k\ (2n — 2k
F(n, k)=
dlan € Nik € Z. Oczywiscie funkcja F'(n, k) spelnia warunek sumowalnosci: dla

kazdego n € N i prawie wszystkich k € Z mamy réwnos$é F(n, k) = 0. Jest tak
bowiem dla £ < 01idla k > n.

gdzie

Przyjmujemy najpierw, ze 0 < k < n — 1 i obliczamy wszystkie ilorazy %
dla i € {0,1,2} oraz j € {0,1}; podamy tylko wyniki, szczegdly obliczen
pozostawiajac jako ¢wiczenie:

Fin+1,k)  2(2n—2k+1)

F(n,k)  n—k+1 7
F(n,k+1) 2k+1)(n—k)

F(n,k)  (k+1)(2n—2k—1)’
Fn+1,k+1) 2(2k+1)

F(n,k)  k+1
F(n+2,k)  4(2n—2k+1)(2n — 2k +3)
F(n,k) m—k+1)(n—k+2) ~’
Fln+2,k+1) 42k +1)(2n— 2k +1)
F(n, k) (k+1)(n—k+1)

Nietrudno zauwazy¢, ze ilorazy pierwszy, trzeci i piaty mozna doprowadzi¢ do
wspOlnego mianownika (k + 1)(n — k + 1) stopnia 2 ze wzgledu na zmienna

k. Zauwazamy réwniez, ze po pomnozeniu odpowiedniego rownania przez ten
wspoOlny mianownik, otrzymamy po lewej stronie tréjmian kwadratowy zmiennej
k. A oto obliczenia.

Rozwazamy réwnanie
a-F(n,k)+b-Fln+1,k)+c-Fln+Lk+1)+d-F(n+2,k+1)=0,
czyli
F(n+1,k) Fin+1,k+1) Fn+2,k+1)
Fnk) ¢ T Fmk T Bk
Po podstawieniu obliczonych ilorazéw otrzymujemy
(2n —2k+1) 2(2k+1) 42k +1)(2n — 2k + 1)
c- d-
n—k+1 E+1 (k+1)(n—k+1)
Nastepnie mnozymy obie strony réwnania przez wspélny mianownik
(k+1)(n — k + 1), otrzymujac réwnanie

alk+1)(n—k+1)+20(k+1)2n—2k+ 1)+
+2c¢(2k+1)(n—k+1)+4d2k+1)(2n —2k+ 1) =0,

ktére po otwarciu nawiaséw i uporzadkowaniu wyrazéw przybiera postaé

—(a+4b+4c+ 16d) - k* + (an + 2b(2n — 1) + 2¢(2n + 1) 4 16dn) - k+
+(a(n+1) +2b(2n + 1) + 2¢(n + 1) + 4d(2n + 1)) = 0.

Tak jak poprzednio, otrzymujemy uklad trzech réwnan z czterema
niewiadomymi:

a+b- = 0.

2
a+b- = 0.

a+4b+4c+16d =0
an+2b(2n — 1) +2¢(2n + 1) + 16dn =0
aln+1)+2b2n+1)+2c(n+1)+4d(2n+1) =0
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W podobny sposéb jak poprzednio mozemy otrzymaé rozwiazanie

a=16(n+1)
b= —2(2n+3)
c=-2(2n+3)
d=n+2

Otrzymujemy rownanie rekurencyjne

16(n+1)-F(n,k) —22n+3)-F(n+ 1,k) —2(2n+ 3)-F(n+ 1,k + 1)+
+(n+2)-F(n+2,k+1)=0.

Tak jak w poprzednim przykladzie mozemy sprawdzié, ze to rownanie jest

spelnione dla wszystkich liczb catkowitych k. Po zsumowaniu (wzgledem k)

i zastosowaniu réwnosci

Y F(nk)=f(n), Y Fn+1,k)=> Fn+1,k+1)=f(n+1)
k k k

S Fn+2,k+1)=f(n+2)
k

otrzymujemy réwnanie rekurencyjne
n+2)-f(n+2)—4(2n+3) - f(n+1)+16(n+1)- f(n) =0.

Przez indukcje mozna teraz udowodnié, ze f(n) = 4™, co zakonczy dowdd
ytozsamosci 4™”. Pokazemy takze sposob obliczenia, ze istotnie f(n) = 4™.

Podzielmy obie strony otrzymanego réwnania rekurencyjnego przez 4" 12:

fln+2) fin+1) f(n)

Definiujemy nowa funkcje g wzorem
_ f(n)
9(n) =3

dla n € N. Otrzymujemy réwnanie rekurencyjne dla funkcji g:
n+2)-gin+2)—(2n+3)-gln+ 1)+ (n+1) g(n)=0.

Przeksztalcamy otrzymane réwnanie:

n+2)-gn+2)—(n+2)-gln+1)—(n+1)-gln+1)+(n+1)-g(n) =0,
czyli

(n+2) (gn+2)—gn+1)) = (n+1)- (9(n+1) — g(n)) = 0.
Definiujemy nastepna funkcje wzorem
h(n) = g(n+1) — g(n)
dla n € N. Spelnia ona réwnanie rekurencyjne
(n+2)-h(n+1)—(n+1)-h(n) =0,

czyli
n+1
n+2

dla n € N. Teraz wystarczy zauwazy¢, ze

f() =4, [f(2)=16,

hin+1) = h(n)

skad dostajemy
g(1)=1, g(2)=1,
czyli h(1) = 0. Stad wynika, ze h(n) =0dlan > 1, czyli g(n) =1 dlan > 1.

Zatem
fn) = %: (2:) <2Z - zk) _

dla n > 1. Bezpoérednio obliczamy, ze takze f(0) = 4°. To koficzy dow6d
,tozsamosci 4™7.
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5. Pary Wilfa-Zeilbergera

W tym paragrafie pokazemy pochodzaca od Wilfa i Zeilbergera metode
dowodzenia tozsamosci kombinatorycznych. Przypusémy, ze chcemy udowodnié
tozsamos¢ postaci

> t(n.k) = P(n),

k

gdzie funkcja t(n, k) spelnia warunek sumowalnosci: dla kazdej liczby naturalnej
n réwnosé t(n, k) = 0 zachodzi dla prawie wszystkich liczb calkowitych k.
Przyjmujemy ponadto, ze P(n) # 0 dla kazdej liczby naturalnej n. Dzielimy
woéwezas obie strony dowodzonej tozsamosci przez P(n):

t(n, k)

—P()

Definiujemy
t(n, k)
P(n)
Oczywiscie funkcja F'(n, k) spelnia warunek sumowalnosci. Niech teraz G(n, k)
bedzie inna funkcjg spelniajaca warunek sumowalnosci. Méwimy, ze para funkcji
F(n,k) oraz G(n,k)

jest parg Wilfa-Zeilbergera dla tozsamosci

> tn,k) = P(n),

k
jesli dla kazdej liczby naturalnej n i kazdej liczby catkowitej k zachodzi réwnosé
Fn+1,k) — F(n,k) = G(n,k+ 1) — G(n, k).

Definiujemy nastepnie

f(n) = Z F(n,k) oraz g(n)= Z G(n, k).
k k

F(n,k) =

Mamy wéwczas
S Fn+1,k)=Y F(nk)=Y Gnk+1)=> G(n,k),
k k k k

czyli
fln+1) = f(n) = g(n) —g(n) = 0.

Korzystamy tu z rownosci
> G k+1)=> G(n,k)=g(n).
k k

Funkcja f(n) jest wiec stala i do zakoniczenia dowodu naszej tozsamosci
wystarczy pokazaé, ze f(n) = 1, czyli, ze
> t(1,k) = P(1).
k
Zilustrujemy teraz te metode dowodzenia tozsamosci dwoma przyktadami;
beda to te same tozsamosci, ktore wybraliSmy jako ilustracje algorytmu Siostry
Celine.

Przykltad 3. Udowodnimy tozsamosé

zk:k(;l) —n-2n L,

Pokazemy, ze para funkcji

k- (2
Fln,k) = 2%_)1,
(i=2)
277,
jest para Wilfa-Zeilbergera dla naszej tozsamo$ci. Nietrudno zauwazy¢, ze obie
funkcje spelniaja warunek sumowalnosci. Mamy udowodnié, ze dla kazdej liczby
naturalnej n i kazdej liczby catkowitej k zachodzi réwnosé

Fln+1,k) — F(n,k) = G(n,k + 1) — G(n, k),

G(n,k)=—
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czyli
1 -1 -1
E0E) k() 6D G
(n+1)-20  p.2n-1 2 on
Sprawdzenie tej rownosci dla k < 1 oraz dla k > n + 1 jest latwym ¢wiczeniem.
Przyjmijmy zatem, ze 2 < k < n i skorzystajmy z twierdzenia 1. Mamy pokazaé,
ze

k-(n+1)! k-n! B

(n+1)-27 k- (n—k+1) n-20-1.kl.-(n—k)!
_ (n—1)! . (n—1)!
2 (k=1 (n—=k)! 2 (k—=2)-(n—k+ 1)
Dzielimy obie strony tej rownosci przez
(n—1)!
2n=1.(k—2)- (n— k)’
otrzymujac réwnos¢ réwnowazna
kn(n+1) kn 1 1

Wk —Dn—k+Dnt1) k-1 2k—1)  2m—k+1)
Nastepnie skracamy utamki
n r 1 1
Sk Dn—Fk+D) k-1 20-1) 2m—k+D)
i po pomnozeniu obu stron przez wspdlny mianownik, otwarciu nawiasow
i redukcji wyrazéw podobnych po obu stronach, otrzymujemy réwnowazna
rownosé prawdziwa

—n+2k—2=-n+2k-—2.

To konczy dowodd naszej tozsamosci.

Przyktad 4. Udowodnimy teraz ,tozsamos¢ 4™”:
k n—k )

k
Definiujemy funkcje
() =)

F(nv k) = 92n )
k 2k\ (2n—2k+1

Oczywiscie obie te funkcje spelniaja warunek sumowalnosci. Pokazemy, ze te
funkcje tworza pare Wilfa-Zeilbergera dla tozsamosci 4. W tym celu musimy
pokazaé, ze dla kazdej liczby naturalnej n i kazdej liczby catkowitej k zachodzi
réwnosé
F(n+1,k)— F(n,k) =G(n,k+1) — G(n, k),
czyli
Lo o WO e e WO o [
22n+2 22n (n+1)22n+l (n+1)22n+1 ~
Udowodnimy te réwnos¢ przy zalozeniu, ze 0 < k < n; dla pozostalych k jest to
proste ¢wiczenie. Skorzystajmy zatem z twierdzenia 1. Mamy udowodnié, ze
(2K)!- (2n — 2k + 2)! (2k)!- (2n —2k)!
202 k12 (n—k4+1)12 220 k2. (n— k)12
_ (k+1)-2k+2)!(2n—2k—1)! n
(n+1)22ntl . (E+1)12-(n—k)!-(n—k—1)!
k- (2k)! - (2n — 2k 4+ 1)!
(n+1)22+1 k2. (n—k+ 1) (n— k)

+

Dzielimy obie strony réwnosci przez
(2K)! - (2n — 2k — 1)!
220 k12 (n— k) - (n—k—1)

otrzymujac réwnos¢ réwnowazna
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(2n—2k)(2n —2k+1)(2n —2k+2) 2n—2k _

dn—k+1)2%(n—k) n—k
(k+1)(2k+1)(2k +2) k(2n — 2k)(2n — 2k + 1)
2+ 1) (k+1)2 2n+1)(n—k+1)(n—k)
Po skréceniu utamkéw otrzymujemy
2n —2k+1 2k +1 kE(2n —2k +1)
n—k+1 a4+l (+D)n-k+1)

Mnozymy obie strony tej réwnosci przez wspdlny mianownik (n+ 1)(n — k + 1),
otrzymujac
(n+1)2n—2k+1)—2n+1)(n—k+1)=—-2k+1)(n—k+1)+k(2n—2k+1)
i bez trudu sprawdzamy, ze otrzymana rownosé jest tozsamoscia. To konczy
dowdd tozsamosci 4™.

Zauwazmy, ze — podobnie jak w przypadku algorytmu Siostry Celine — wszystkie
obliczenia mogly by¢ wykonane automatycznie przez komputer za pomoca
programu do obliczenn symbolicznych. Tak jak poprzednio, ten program
musi umie¢ skraca¢ wyrazenia zawierajace silnie, tzn. musi umieé¢ korzystaé
z indukcyjnej definicji:

(n+D!'=nl-(n+1).
Ponadto musi umie¢ wykonywaé proste obliczenia symboliczne: sprowadzaé
do wspélnego mianownika czy redukowaé wyrazy podobne. Zasadaniczym
problemem w metodzie Wilfa-Zeilbergera jest zatem nie wykonanie obliczen,
ale znalezienie funkcji G(n, k). Tym problemem zajmiemy sie w nastepnym
paragrafie.

6. Algorytm Gospera

Obliczanie wielu sum sprowadza sie do obliczania tzw. ,sum teleskopowych”.
Popatrzmy na dwa przyktady.

Przyktad 5. Udowodnimy wzér
= 1 1
!
= k(k+1) n+1

Przyjmijmy oznaczenia:

1 1
Sp = ———~ oraz zp = ——.
P Rk U OFT TR
Proste obliczenie pokazuje, ze
Sk = Zht1 — Zk
dla £k =1,2,3,... Mamy zatem
n 1 n n n n n+1 n
DR D) ST A T A=) s ) B =) ) =
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=2 k=1
1 (1) =1 1
= Zz — 2 = — — (= -1 —=
o ! n+1 n+1

Sumy postaci
n
Z 21 — 2k = (22 —21) + (23 —22) + ... 4+ (2n — Zn—1) + (Zng1 — 2n) = Znt1 — 21
f;;ywamy czasami sumami teleskopowymi. Obliczenie sumy
k=1

byto mozliwe dzieki wyrazeniu kazdego sktadnika sj za pomocg takiej réznicy, ze
otrzymana suma stata si¢ suma teleskopowa.

Przyktad 6. Udowodnimy wzor

> kekl=(m+1) -1,
k=1
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Niech tym razem

sp=Fk-k! oraz z,=k!
Nietrudno sprawdzi¢, ze i tym razem s; = zx+1 — 2k, skad — tak jak wyzej —
wynika, ze

> kkl=zp -z =n+1) -1
k=1

Opiszemy teraz najprostsza wersje algorytmu pochodzacego od Gospera, za
pomocy ktorego w wielu przypadkach potrafimy wyrazi¢ dang sume za pomoca
sumy teleskopowej. Przypu$émy zatem, ze musimy obliczy¢ sume

n
E Sk-
k=1

Sk+1
Sk '
Nastepnie znajdujemy wielomiany p(k), ¢(k) i r(k) (by¢ moze z parametrami,
np. z parametrem n) takie, ze
skr1 _ q(k+1) pk+1)

se. r(k+1)  p(k)
Teraz znajdujemy wielomian f(k) taki, ze

q(k+1) - f(k) —r(k) - f(k—1) = p(k).
W przypadku, gdy spelnione jest zalozenie, ze NWD(q(k),r(k+j))=1dla j €N
oraz istnieje funkcja wymierna f(k) spelniajaca ostatnie réwnanie, to ta funkcja
jest wielomianem. Jesli taki wielomian f(k) znajdziemy, to definiujemy
r(k)

Zk_p(k) f(k‘ 1)-Sk.
W przypadku, gdy takiego wielomianu nie znajdziemy, wykonanie algorytmu
konczymy odnotowujac porazke.

Najpierw obliczamy iloraz

Przyklad 5 — c. d. Poniewaz

1
Tk + 1)
wiec
Sk+1 ko
Sk k42
Przyjmujemy
plk)=1, qk)=k—-1, rk)=k+1.
Woéwezas
spe1 k1 q(k+1) p(k+1)
sk k+2 1 r(k+1)  plk)
Przyjmujemy nastepnie f(k) = ¢ (tzn. przyjmujemy, ze wielomian f(k) jest

staly). Mamy wéwezas
q(k+1)- f(k) =r(k)- f(k =1) = ke = (k+ 1)c = —c = p(k) = 1,

skad f(k) = ¢ = —1. Zatem

r(k)

p(k)

Przykltad 6 — c. d. Tym razem

k+1 1 1
S e I S

flk—=1) s = (-

ZE = 1

Skzk'k‘!,

skad wynika, ze
spe1 (B+1)2  k+1 k+1
Sk - k o 1 k

Przyjmujemy
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Woéwezas
skpr _k+1 k+1  qk+1) p(k+1)

Sk 1 ko or(k+1)  plk)
Znéw zauwazamy, ze wielomian f(k) moze by¢ staly: f(k) = ¢ oraz
q(k+1)- f(k) —r(k)- f(k—1) = (k+ 1)c — ¢ = ke = p(k) = k,
skad wynika, ze f(k) = c = 1. Zatem
r(k)
2k = ——~
* 7 p(k)

Przyktad 7. Obliczymy sume

1
f(k=1) s = 1ok =K

k=0 \k
Mamy zatem
—1)k
G
()
czyli
Spr1 k+1
s, k—n
Przyjmujemy
p(k) =1, qk)=k, r(k)=k-n—1
Wéwczas
plk+1) =1, qk+1)=k+1, r(k+1)=k-n,
a wiec

skl _ k+1 1 q(k+1) pk+1)
sk k-n 1 r(k+1) pk)

Tak samo jak w poprzednich przyktadach przypuszczamy, ze wielomian f(k) jest

staly i podobne obliczenia pokazuja, ze

1
Fk) = —
Zatem
L) gy, k=l 1 (DR (DR (k—n—1)
= TS TS ) T i ()

Sprawdzenie, ze jedli 0 < k <n — 1, to sy = 2+1 — 2k, pozostawimy jako
¢éwiczenie. Obliczymy natomiast poszukiwana sume:

n n—1 n—1
E skzsn—kg skzsn—kg Zk+1 — 2k = Spt+2Zp — 20 =
k=0 k=0 k=0

()", (D" (1) (=)’ (~n-1) ) a1

P L S N A T I
42 )"+ ) (1) (41 (14 (D7)
- n+2 B n+2 ’
Zatem
n 2 1
(=1)* _ M dla n parzystych,
k=0 (k 0 dla n nieparzystych.

Za pomoca algorytmu Gospera mozemy szukaé funkcji G(n, k) takiej, by para
(F,G) byla para Wilfa-Zeilbergera dla pewnej tozsamosci kombinatorycznej.
W tym celu przyjmujemy

sp=F(n+1,k)— F(n,k)
i po znalezieniu zj przyjmujemy G(n, k) = z;. Popatrzmy na dwa przyklady;
znajdziemy w nich pary Wilfa-Zeilbergera dla tozsamosci rozwazanych
w przyktadach 3 i 4 poprzedniego paragrafu.

Przykltad 8. Szukamy pary Wilfa-Zeilbergera dla tozsamosci
Zk(Z) 2,
k
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Przyjmujemy

F(n,k) = k- (Z)

oraz

. n+1 (n
sp=F(n+1,k)— F(n, k)= (:_'_(1)’“ )2n — nk- 2&’1% =

kE-(n+1)! k- n!

T n+1)-2v k- (n—k+1)! n-2r1 kKl (n—k)

B k- nl n+1 I
_21Lm.mmf(ﬂn+nmk+n_n)_
n! n—2n—k+1)
2T (k=) (n—k)! 2n(n—k+1)
~n=D(n=2n+2k-2)  (n—-1)! (2k—n—2)
2. (k-1 (n—k+1! 2. (k—1)!-(n—k+1)!

Stad dostajemy

_(n—=1)!-(2k —n)
ST o k- (n— k)

i nastepnie
spr1 . (n—=1)V- 2k —mn)-2" - (k-1 (n—k+1)!  (k—n—1)(2k —n)
sk 20 kl-(n—k)-(n—1!-2k—-n—-2) k(k—-n-2)
Przyjmujemy teraz

pk)=2k—n—-2, qk)=—-(k—-n-2), rk)=k-1.

Wowczas
plk+1)=2k—n, qgk+1)=—(k—n—-1), rlk+1)=k,
a wiec
ske1 —(k—n—1) 2k-—n gk+1) pk+1)
sk i 2%k-n-2 rk+1) plk)

Jeszcze raz szukamy wielomianu stalego f(k) = ¢ takiego, by

q(k+1) - f(k) —r(k) - f(k—1) = p(k).
Mamy wiec réwnanie z niewiadoma c:

—(k=-n—-1c—(k—1)c=2k—n—-2,

z ktorego otrzymujemy ¢ = —1. Ostatecznie dostajemy znany nam z przykladu 3
wzér na funkcje G(n, k):
r(k) k-1 (n—1!(2k—n-2)
G(n,k)=z,= flk—1)-sp=————-(—1)- =
n—1
_ (n—1)! :7(1@—2)
2 (k=2)-(n—k+1)! 2n

Przyktad 9. Szukamy pary Wilfa-Zeilbergera dla ,tozsamosci 4™”:
2k\ (2n — 2k

S () () e
k n—=k

GO )

22n

Przyjmujemy

F(n,k) =

oraz
sp=F(n+1,k)— F(n,k).
Zanim obliczymy s, udowodnimy nastepujacy lemat:
Lemat. (2m+2> _ 22m+1) <2m>'
m+1 m+1 m

Dowdéd. Korzystamy kilkakrotnie z rownosci podanych po twierdzeniu 1:

2m+2\ 2m+2 (2m+1 _o 2m+1\  2(2m+1) [2m
m+1) m+1 m B m+1/)  m+1 m
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Powracamy do przykladu 9. Mamy teraz
1 2k\ (2n — 2k + 2 1 [2k\[/2n —2k
1 2k 2(2n—2k+1) [2n—2k 4 2n —2k\ |
 4ntl k n—k+1 n—=k n—=k N

1 2k 2n—2k\ (2n—-2k+1)—-2(n—k+1)
22n+1\ k n—k n—k+1

1 2k [2n—2k 1
T 92n+l k n—k k—n—1

Stad — po nietrudnych obliczeniach — wynika, ze
spr1 . k+1)(k—n—1)

sk (k+1)(2k—2n+1)

Przyjmujemy teraz
plk)=1, qk)=02k-1)(k—n—-2), rk)=k(2k—-2n-1),
czyli
plk+1)=1, qk+1)=02k+1)(k—n—-1), rk+1)=((k+1)2k—-2n+1).

Mamy zatem
se+1 _ gk+1) p(k+1)

s r(k+1)  pk)
Po raz kolejny szukamy wielomianu stalego f(k) = ¢ takiego, by

q(k +1) - f(k) = r(k) - f(k = 1) = p(k).

Tym razem

1
)= ———
f9 =,
skad dostajemy znany z przykladu 4 wzér na funkcje G(n, k):
r(k)
G(nk)=z,=—%-f(k—1) s =

k(k—2n-1) -1 1 2k on — 2k 1 _
- 1 n+1 220+l \ n—k E—n—1
. k 2k\ /2n — 2k +1
 (n+ 12t \ K n—k+1 )

7. Kilka zadan

Za pomoca algorytmu Siostry Celine znajdz réwnania rekurencyjne dla
nastepujacych funkcji, a nastepnie znajdz wzory jawne:

L) =3 (Z)

k

N
=
S

Il

TN
> 3
~

. [ V]

(924
~
—

3
=

Il
(V)
=3
S—
[v]
s
N>

oSG ()
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Udowodnij nastepujace tozsamodci, sprawdzajac, ze podane pary funkcji sg
parami Wilfa-Zeilbergera dla tych tozsamosci:

7. zk: (Z) _ g

Fn,k) = (275) 7
e
=3 (1) = ()

n

3n—2k+3 (k—1)2
22n+1) (Qn) .

() )

P, = (o GG

G(n, k) = —

0.3 (1) ()= (")
riny = (D4,

Glo k) = o Pl k1)
MBI
F(n,k) = W

Gln, ) — (Z‘;%(g)‘b

12. Zk: (2n — 3k) (Z)2 (2:) .
- )

G(n,k) = k(k " 1>2 (2:)

13. Za pomoca algorytmu Gospera oblicz sume:
k (4n
Z (_1)2 (2k).
= (G0
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9. Dodatek

Podamy tu szésty dowdd ,tozsamosci 4™”. Korzysta on z tzw. funkcji
tworzacych. Funkcja tworzaca dla ciagu (a,) nazywamy funkcje F(z) zmiennej
zespolonej z okreslona za pomoca wzoru

oo
F(z2) = Z anz".
n=0

Skorzystamy z dwoch wzordéw, ktérych nie bedziemy dowodzi¢:
oo

oraz

o = 55 (o

n=0

dla a € C oraz a € R. Obie sumy istnieja dla z takich, ze |az| < 1, czyli |z| < |71\

Mamy zatem

1423 (‘ni) (ayan

n=0

(=5 ()

wyprowadzonego w paragrafie 2, otrzymujemy

o3 () - SR (. -3 ()

n=0 n=0

i korzystajac ze wzoru

Nastepnie

1 (o]
= 4n 2",
1—4z Z :
n=0
Skorzystamy teraz ze wzoru Cauchy’ego na iloczyn szeregéw potegowych. Niech

F(z) = Z anz" oraz G(z) = Z by 2",
n=0 n=0
Woéwezas oo
F(z)-G(2) = cn2",
n=0

gdzie ciag (c,) jest okre$lony wzorem

n
Cn = E arbn—p.
k=0

Przyjmijmy

Fz)=G(z)=(1- 42)_1/2.
Woéwezas

()
ap =b, =
n
oraz )
F(2)-G(z)=(1—42)"' = T 5

Zatem dla ciagu (c,) okre$lonego wyzej mamy:
n n
1
n n = F . G = = 4” n’
,;)C z (z) - G(2) T4 nz:% z

skad wynika, ze ¢, = 4™. Zatem

N~ N (2K (20— 2k
4 —Cn—kz_oakbn_k—z:(k><n_k>a

k=0

co koniczy dowdd.
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