Problem aniota
Jakub RADOSZEWSKI, Warszawa

Wprowadzenie

Aniot z diablem graja na nieskonczonej planszy—kratownicy w nastepujaca

gre. Diabel w kazdym ruchu moze zablokowaé¢ dowolnie wybrane pole planszy

— od tego momentu gry jest to pole zabronione dla aniota. Aniot porusza sie

po planszy jak figura szachowa — zaczyna gre na dowolnie wybranym polu,
powiedzmy o wspélrzednych (0,0), i w kazdym ruchu moze przemiescié sie na
pole odlegle od aktualnego o co najwyzej m ruchéw zwyklego krola szachowego.
Innymi stowy, aniol moze przeskoczy¢ z pola (x1,y1) na pole (z2,y2) wtedy

i tylko wtedy, gdy |x1 — 22| < m oraz |y1 — y2| < m (patrz rysunek 1). Méwimy,
ze aniol ma moc m. Aniol, jak to aniol, ma skrzydla, moze wiec fruwaé nad
polami zabronionymi, natomiast nie moze na zadnym takim polu wyladowaé.

Rys. 1. Fragment planszy do gry; kétko oznacza aktualna pozycje aniota o mocy 2, pola
zamalowane na szaro to pola, na ktore moze on przeskoczyé¢ w jednym ruchu, natomiast na

czarno zamalowane sa pola zabronione w wyniku ruchu diabta.

Celem diabla jest przyblokowanie aniota na dobre, czyli doprowadzenie do
sytuacji, w ktorej aniol nie moze juz wykonaé¢ zadnego ruchu. Natomiast aniot
wygrywa, jezeli moze wykonywaé¢ ruchy w nieskonczonosc.

W tym artykule postaramy sie odpowiedzie¢ na nastepujace, naturalne pytanie:
czy ktory$ z graczy (aniol lub diabel) ma w tej grze strategie wygrywajaca, to
znaczy moze wygraé¢ niezaleznie od ruchow przeciwnika? A moze zalezy to od
mocy aniota?

Aniol o mocy 1

Na poczatku rozpatrzymy szczegdlny przypadek aniota o mocy 1. Jest on

o tyle nietypowy, ze wéwczas aniol zachowuje sie dokladnie jak krél szachowy,
a co za tym idzie, jest pozbawiony skrzydel, czyli nie moze przeskoczy¢

nad zadng z putapek diabta. W takim razie diablu wystarczy, ze otoczy
takiego przyziemnego aniota murkiem o szerokosci 1; potem bedzie juz mégt
konsekwentnie blokowaé kolejne z otoczonych murkiem pél, az aniotowi nie
pozostanie zaden dozwolony ruch. Oméwimy teraz z grubsza strategie diabta,
ktéra pozwala ztapaé takiego aniota w pulapke.

Na poczatku diabel obiera sobie kwadratowa plansze odpowiednio duzych
rozmiaréw (2N + 1) x (2N + 1), ktérej srodek przypada dokladnie

w poczatkowej pozycji aniota. Celem diabta bedzie niepozwolenie na to, aby
aniot wydostal sie z tej planszy.

Diabet rozpoczyna budowanie putapki od zablokowania najgrozniejszej dla
niego drogi ucieczki aniola, a mianowicie naroznikéw planszy. W kazdym z nich
blokuje on odpowiednio duzy kwadrat, np. 6 x 6 — tacznie zajmie mu to 144
ruchy. Jezeli teraz N > 144 + 6 = 150, to zanim aniol zdazy dotrze¢ do brzegu
planszy na odleglo$é nie wigksza niz 6 jednostek, pulapki beda gotowe (patrz
rysunek 2).
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Jesli komus$ bardzo zalezy na tej
ksiazce, to chyba najlatwiej jg znalezé
w internecie np. na rapidshare [przyp.
red.]

Rys. 2. Gdy diabel buduje putapki naroznikowe, aniot caly czas znajduje sie odpowiednio
daleko od krawedzi planszy (rysunek pogladowy, rzeczywiste wymiary kwadratu ograniczonego

linig przerywang sa wigksze).

Odtad kazda prébe ucieczki w wykonaniu aniola mozna traktowaé jako atak
na pewna krawedz planszy, a krawedzie rozpatrywaé osobno. Gdy tylko aniol
znajdzie sie w odleglosci nie wigkszej niz 6 od danej krawedzi planszy, diabet
zaczyna budowanie polowicznego murku, czyli blokowanie co drugiego pola
przy brzegu planszy, poczynajac od pdl najblizszych aktualnemu potozeniu
aniota. Kiedy za$ aniol zblizy sie do krawedzi na odlegtos¢ trzech pél, diabetl
przystepuje do uzupetniania dziur w murku, ponownie poczawszy od tych
najblizszych aniotowi, remisy za$ rozstrzygajac na korzysé pol znajdujacych
sie poza zbudowanym fragmentem polowicznego murku. Rozwazajac pewna
liczbe mozliwosci, mozna sprawdzié, ze jesli aniol dotrze kiedykolwiek do rzedu
pol sasiadujacego z murkiem, natrafi na blokade zlozona z co najmniej trzech
kolejnych zablokowanych pél, ktéra uniemozliwi mu ucieczke (przyklad na
rysunku 3).

Rys. 3. Przyktadowa, nieskuteczna szarza aniota ku krawedzi planszy.

Szczegdlowe dopracowanie strategii diabta w konfrontacji z aniotem o mocy 1

i dalsze eksperymenty pozostawiamy Czytelnikowi. Dodajmy tylko, ze znane

sg duzo subtelniejsze strategie diabta, ktore pozwalaja zablokowaé aniola

w kwadracie 35 x 35, a nawet i 33 x 33. Do$¢ techniczny opis tych strategii
mozna znalez¢ w trzecim tomie ksiazki Winning Ways for your Mathematical
Plays autorstwa Elwyna Berlekampa, Johna Conwaya i Richarda Guya (ksiazka
niestety trudno dostepna, i tylko w angielskiej wersji jezykowej).
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Co z aniolami o mocy m > 17

OdpowiedZ na pytanie o strategie wygrywajaca w przypadku m > 1 jest duzo
mniej oczywista. Skadinad wiadomo, ze na pewno jeden z graczy ma w tej grze
strategie wygrywajaca (w ogélnosci, w przypadku gier nieskoniczonych nie jest
to oczywiste). Niemniej jednak, od chwili, gdy w roku 1982 stynny matematyk
John Conway wymy$lil gre miedzy aniotem i diablem, przez ponad 20 lat nie
byto znane zadne rozstrzygniecie w ogbélnym przypadku, niezaleznie od tego, jak
duza moca dysponuje aniot! W 1996 r. Conway wyznaczy! nawet nagrode: 100$
za podanie strategii wygrywajacej dla aniola, a 1000$ za strategie dla diabla.

Podane stawki sugeruja, jakie rozstrzygniecie problemu ,obstawial” sam
Conway. AbySmy i my mogli nabra¢ pewnej intuicji odnosnie do tego problemu,
przeanalizujemy kilka przykladowych, sensownie brzmiacych strategii aniota,

i zastanowimy sie, czy ktoras z nich daje nadzieje na skuteczna ucieczke

w nieskonczonosé.

Pedzacy aniot

Niezla strategia dla aniola, w szczegdlnosci takiego o odpowiednio duzej

mocy (np. m = 1000), wydaje sie uciekanie caly czas w tym samym kierunku,
dajmy na to na poélnoc, ewentualnie omijajac drobnymi zygzakami napotkane
zasadzki diabla. Powiedzmy zatem, ze aniot obieca diabtu, ze przez cala gre,
po kazdym jego skoku wzro$nie wspélrzedna y jego poltozenia. Czy diabel moze
w jakikolwiek sposob uczyni¢ pozytek z tej informacji i przeszkodzi¢ aniotowi
W jego szarzy?

Okazuje sie, ze tak. Zauwazmy, ze jezeli aniol znajduje sie w pewnym momencie
gry na pozycji P, to juz do konca gry jego ruchy beda odbywaly sie¢ w wycinku
szachownicy ograniczonym polprostymi o poczatku w P i nachyleniach j:%
(rysunek 4). Wiedzac o tym, diabel moze zaczaé¢ budowaé putapke na aniola na
pewnej, bardzo duzej wysokosci H ponad punktem P (odcinek AB) — doktadna
warto$¢ H obliczymy potem. Zauwazmy, ze wowczas |AB| = 2Hm + 1.

o
v

(a) (b)

Rys. 4. Wycinek szachownicy ograniczajacy aniola; (a) ilustracja schematyczna, proporcje

celowo niezachowane; (b) ilustracja faktyczna dla m = 2.

Pierwszym krokiem ku zbudowaniu putapki bedzie zablokowanie co k-tego pola
na odcinku AB; warto$¢ k powinna zosta¢ dobrana tak, by diabel spokojnie
zdazyt wykonaé¢ swoje zadanie, zanim aniol pokona polowe drogi dzielacej go

od odcinka AB, czyli znajdzie sie w pewnym punkcie @ odleglym o %H od AB
(rysunek 5). Zauwazmy, ze trasa ta zajmie aniolowi co najmniej % ruchéw. Aby

zatem diabel mégl zablokowaé zadane 24 ’;’;H pél, musi zachodzié¢ nieréwnosé

2H 1 H
mt 1 <—, czyli k>4m?+1.
k 2m
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Rys. 5. Kolejne fazy budowy blokady diabta.

Po tym jak aniol osiggnie punkt @, bedzie sie juz zawsze znajdowal w wycinku
planszy QCD, przy czym |CD| = %|AB\. Odtad strategia diabta bedzie polegaé
na blokowaniu co k-tego wolnego pola na tym odcinku. Jezeli i tym razem diabet
dobierze warto$¢ parametru k tak jak poprzednio, to w momencie, gdy aniot
znajdzie sie¢ w pewnym punkcie R polozonym %H jednostek pod odcinkiem C'D,
na catym tym odcinku dwa z kazdych kolejnych k pél beda juz zablokowane.
Widaé zatem, ze po wykonaniu k takich faz, z ktérych kazda skraca dwukrotnie
dystans aniola do odcinka AB, wszystkie pola fragmentu tego odcinka, ktory
znajduje sie wciaz w zasiegu aniota, beda zablokowane.

No dobrze, ale przeciez aniot moze mie¢ dowolnie duza moc, wiec taka cieniutka
pulapka nie bedzie stanowié¢ dla niego zagrozenia! To prawda, ale zachecony

tym sukcesem, diabel moze zacza¢ budowaé¢ drugi rzadek putapki, polozony tuz
pod dotychczas zbudowanym. .. W ten sposéb, po kolejnych k fazach, z ktérych
kazda polega na blokowaniu co k-tego wolnego pola w drugim rzedzie na odcinku
wciaz osiggalnym dla aniota, diabtu uda sie¢ ukonczyé blokade o szerokosci 2.
Latwo widaé, ze lacznie m takich duzych faz (nazwijmy je megafazami) jest
potrzebnych do tego, zeby powstala pelna blokada o szerokosci m, ktora juz
zdola zatrzymaé pedzacego aniota. m megafaz sktada sie z mk > 4m3 +m
zwyklych faz. To oznacza, ze jezeli dobierzemy

_ 4m3+m
H=m-2 ,

to po m megafazach aniol bedzie si¢ znajdowal na pewno w odlegloéci nie
mniejszej niz m od odcinka AB i bedzie mial przed sobg blokade szeroka na m
pol, ktora go skutecznie zatrzyma. Nie oznacza to oczywiScie zwyciestwa diabta,
a jedynie to, ze opisana strategia nie umozliwia wygranej aniota.

Dodajmy na koniec, ze powyzszy wzér na wartos¢ parametru H produkuje idcie
astronomiczne wyniki, chociazby dla rozwazanego m = 1000. Jednak céz z tego,
skoro aniol z diablem maja cala wieczno$¢ na prowadzenie swojej rozgrywki?

Honorowy diabel

Aby nieco ulatwi¢ ucieczke pedzacemu na poéinoc aniotowi, diabetl obiecal

mu, ze zamiast blokowaé jakies pole po kazdym jego ruchu, bedzie to czynit
tylko po co p-tym ruchu. Czy to juz umozliwi aniotowi ucieczke? Bynajmniej.
Jezeli bedziemy przygladaé sie¢ pozycjom aniota co p skokéw, beda one
wygladaly dokladnie tak, jakby po planszy skakal aniol o mocy m - p. A opisana
w poprzedniej sekcji strategia diabla pozwala poradzié¢ sobie z aniotem

o dowolnej mocy, w tym takze i m - p.
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Nieco zapobiegliwy pedzacy aniot

Ze strachu przed niebezpiecznymi putapkami diabla, aniol postanowit, poza
ruchami stricte na péinoc, pozostawié¢ sobie mozliwos¢é swobodnego poruszania
sie w poziomie, czyli w linii wschod-zachéd. Innymi stowy, obiecal, ze w zadnym
ruchu nie zmniejszy swojej rzednej. Czy diabel znajdzie jaki$ sposéb na taka
strategie aniota?

Owszem, znajdzie. Wystarczy, ze podzieli swoje
ruchy na te o numerach parzystych i nieparzystych.
W nieparzystych ruchach jego celem bedzie
niepozwolenie na to, zeby aniol uciekal w poziomie

w nieskonczono$¢. W tym celu bedzie w nich
przygotowywal putapki dlugie na m zablokowanych
pdl kazda, po lewej (L) i po prawej (R) stronie aniola,
w odlegtosci 4m? pdl od jego pozycji poczatkowej

(rysunek 6). Dlaczego akurat 4m?? Ot6z diabel bedzie
blokowatl w co drugim nieparzystym ruchu pole po lewej,

Rys. 6. Lewa (L) i prawa (R) pozioma pulapka diabla. a w co drugim — po prawej, czyli po 4m jego ruchach

108 +1

obie putapki beda przygotowane. No a w tym czasie
aniot moze uciec w jednym kierunku w poziomie co
najwyzej o 4m? pol.
To oznacza, ze aniol moze pozostaé¢ na tym samym poziomie jedynie przez 8m?
ruchow, po czym zostanie zmuszony przez diabta do posuniecia na péinoc. A jak
tylko w jakim$ momencie aniot przeskoczy na wyzszy poziom, diabel rozpoczyna
od nowa budowanie tam swoich putapek po lewej i prawej jego stronie.

Jezeli spojrzymy na cigg posunieé¢ aniota, ktére prowadza cho¢ troche na
péinoc (czyli nie w poziomie), bedziemy mogli je sobie wyobrazi¢ jako ruch
pedzacego aniota, tyle ze o duzo wickszej mocy, a dokladniej o mocy 4m? + m.
I na takiego aniota diabet bedzie szykowal putapke gdzie$ hen daleko na
polnocy, wykorzystujac do tego swoje parzyste ruchy. Zauwazmy, ze diablu nie
przeszkadza w tym w zaden sposob to, ze ma do dyspozycji jedynie co drugi
ruch — moze si¢ wtedy uznawaé za troche bardziej honorowego. . .

Bardzo zapobiegliwy pedzacy aniol

Dostrzeglszy, ze mozliwos¢ omijania putapek diabta w poziomie na nic mu

sie zdata, aniol postanowil p6jéé¢ na catoéé: bedzie odtad wykonywal takze
ruchy na poludnie. Zeby jednak pozostawi¢ diablu jakies szanse, obiecal mu, ze
w zadnym momencie nie wycofa si¢ w dot o wigcej niz milion pél. Innymi stowy,
jezeli aniol znajduje sie¢ w jakim$ momencie rozgrywki na polu o wspélrzednych
(z,y), obiecuje, ze od tego momentu nigdy nie znajdzie si¢ juz na zadnej pozycji
o rzednej mniejszej niz y — 1 000 000.

Ku zdziwieniu owego aniota, jego nowa strategia nie
zrobila na diable wiekszego wrazenia. Zauwazyl on
mianowicie, ze moze uzy¢ swojej poprzedniej strategii
parzysto-nieparzystej, przy czym musi jedynie poszerzy¢
tworzone po lewej i po prawej stronie pulapki, tak by
siegaly na gleboko$é miliona plus jeden pdl (rysunek 7).
Obliczenie odleglosci putapek od wyjéciowego polozenia
aniota oraz mocy zwyklego pedzacego aniota, do ktérego
sprowadza si¢ 6w bardzo zapobiegliwy pedzacy aniol,
jezeli przyjrzeé sie jedynie ruchom, ktore zwickszaja
jego rzedng do nigdy wczesniej nieosiagnietych wartosci,
s pozostawiamy Czytelnikowi.

108 +1

Rys. 7. Remedium na ogromna zapobiegliwo$¢ aniota jest

poglebienie putapek.
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Rys. 8. Podzial ptaszczyzny na

¢éwiartki.
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Rys. 9. Odbicia lustrzane aniota
znajdujacego sie faktycznie

w ¢éwiartce A.

Uciekajacy aniot

Jak dotychczas rozwazalidémy tylko mozliwe strategie aniola, ktéry koniec
koncéw i tak ostatecznie przemieszczal sie na poinoc. Teraz sprébujemy innego
podejscia, w ktérym aniol obiecuje diabtu, ze w kazdym ruchu zwiekszy swoja
odlegltosé od érodka uktadu wspéirzednych — zauwazmy, ze nie ma w tym

zadnej deklaracji odnos$nie do kierunku ruchu. Taka strategia réwniez wydaje

sie catkiem naturalna — po prostu aniol ucieka w niej ,byle dalej”, nie baczac na
to gdzie konkretnie. Co na to diabel? Tym razem bedzie on musial skorzystaé

z pomocy swoich demonéw. .. Ale po kolei.

Podzielmy plansze na cztery é¢wiartki, mniej wiecej tak jak uktad wspéirzednych,
przy czym jako srodek podziatu obierzmy poczatkowe potozenie aniota
(rysunek 8).

W kazdej nastepnej chwili swojej ucieczki aniot bedzie znajdowat si¢ w jednej

z tych éwiartek, no ewentualnie na skraju dwoch. Poniewaz diabel nie jest

w stanie przewidzie¢ z gory, ktora éwiartka to bedzie, moze uwzglednié
najbardziej pesymistyczny wariant i mie¢ oko na wszystkie. Do tego celu
Swietnie nadaje sie korzystanie z odbi¢ lustrzanych aniota we wszystkich
¢wiartkach (rysunek 9). Mozna powiedzieé, ze diabel sam sobie utrudnia zadanie
— zamiast lapa¢ jednego aniola, bedzie blokowal czterech. Jak tatwo sprawdzié,
przy uwzglednieniu odbié¢ lustrzanych nawet przeskoczenie ,prawdziwego” aniota
do sasiedniej ¢wiartki moze zosta¢ potraktowane jako ruch w ramach tej samej
¢wiartki.

,Opieke” nad kazda z ¢wiartek diabel powierzy jednemu demonowi; w praktyce
bedzie to wygladalo tak, ze w kazdej z ¢wiartek bedzie blokowal po jednym polu
raz na cztery ruchy. Natomiast w ramach jednej ¢wiartki obraz aniota zachowuje
sie mniej wiecej jak klasyczny pedzacy aniot. Mniej wiecej, bo zbior osiggalnych
przez niego pél w kazdym momencie ma ksztalt wycinka szachownicy podobnego
do tego u pedzacego na péinoc aniola, tylko troche obréconego. Co prawda nie
mozna powiedzieé, ze jest to dokladnie taki sam wycinek (chociazby ze wzgledu
na inne ulozenie pdl), ale podobienstwo jest na tyle duze, ze kazdy z demonéw
bedzie mégl zastosowaé z grubsza te samag strategie co w przypadku pedzacego
aniota — a przypomnijmy, ze w takiej sytuacji wykonywanie ruchéw co czwarty
ruch aniota nie stanowi dla diabla wigkszego utrudnienia.

Bardzo zapobiegliwy uciekajacy aniol

Podobnie jak to mialo miejsce w przypadku pedzacego aniola, takze i tym
razem aniol moze pozostawi¢ sobie wiecej swobody, obiecujac diabtu tylko to,
ze w zadnej sekwencji ruchéw nie zblizy sie do Srodka uktadu wspoétrzednych

o wiecej niz milion jednostek (w stosunku do raz osiagnietego polozenia). I nie
powinno to stanowi¢ dla Czytelnika wigkszego zaskoczenia, ze takze i w tej
sytuacji diabel bez problemu moze zablokowaé jego ucieczke, zlecajac kazdemu
ze swoich demonéw stosowanie wszystkich sztuczek, jakich nauczyl sie podczas
rozgrywki z bardzo zapobiegliwym pedzacym aniotem.

A wiec kto wygra?

Wszystkie powyzsze analizy potencjalnych strategii aniola sugeruja, ze

w calej rozgrywce to diabel jest w duzo korzystniejszej sytuacji. Co wiecej,

w przeciwienstwie do aniola, diabel nie moze wykonaé¢ naprawde zlego ruchu —
niezaleznie od wszystkich swoich posunieé¢, w dowolnym momencie gry znajduje
sie on w lepszej sytuacji niz na samym poczatku, wiec moze bez problemu
zaczal szkodzi¢ aniolowi ,,od nowa”. Z drugiej strony, aniot o duzej mocy jest
bardzo mobilny i putapki diabta nie zdaja si¢ mu realnie zagrazac. ..

Ostateczna odpowiedz na pytanie o to, ktéry z graczy ma w tej grze strategie
wygrywajaca, pojawita sie bardzo niedawno — w 2006 roku. Wéwczas, mniej
wiecej réwnoczesnie, opublikowane zostaly cztery rézne dowody faktu, ze. ..
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Jednak to aniol wygrywa!

W swoich pracach Oddvar Kloster i Andras Mathé udowodnili, ze juz aniot

0 mocy 2 ma strategie wygrywajaca, Brian Bowditch pokazal to samo dla aniota
o mocy 4, natomiast Péter Géacs uzasadnia tylko, ze aniol o odpowiednio duzej
(niesprecyzowanej w pracy) mocy moze pokonaé diabta. W niniejszym artykule
opiszemy strategie podana w pracy Klostera, natomiast skrécone i pelne opisy
wszystkich wspomnianych dowodéw mozna znalez¢é na prowadzonej przez niego
stronie internetowej http:/home.broadpark.no/~oddvark/angel.

Lamana brzegowa

Przez cata rozgrywke aniot bedzie przemieszczal sie wzdtuz tak zwanej tamanej
brzegowej. Na samym poczatku gry tamana ta jest prosta pionowsa skierowana ku
gorze, stykajaca sie z lewej z polem startowym aniola (rysunek 10), natomiast

w ciagu rozgrywki jej ksztalt bedzie ulegal zmianom. Pola polozone po
przeciwnej stronie lamanej w stosunku do aniola bedziemy nazywali unikanyms;
sg to pola, na ktorych aniol postanawia nigdy nie wyladowaé, niezaleznie od
tego, czy zostaly zablokowane przez diabla, czy nie.

Rys. 10. Poczatkowa lamana brzegowa; pola unikane zamalowane na szaro.

Odcinek jednostkowy tamanej, z ktérym styka sie w danym momencie aniol

z lewej strony, nazwiemy aktualnym. Kazdy ruch aniola bedzie polegal na
przesunieciu aktualnego odcinka tamanej o dwie jednostki w przéd, a nastepnie
wykonaniu takiego skoku, zeby nowy odcinek sasiadowat z lewej z nowym
polozeniem aniola. Rysunek 11 ilustruje kilka kolejnych skokéw aniota. Latwo
widaé, ze nowe pole jest zawsze w zasiegu skoku aniota.

Rys. 11. Kilka skokéw aniota wzdluz pewnej lamanej brzegowej. Wyrdznione odcinki tamanej

to odcinki aktualne.

Niezaleznie od zmian, jakim bedzie poddawana tamana brzegowa, bedzie ona
dwustronnie nieskoficzong krzywa, dzielaca plansze na dwie nieskonczone
czedci: zbior pdl unikanych, lezacych po lewej stronie krzywej, i pozostate pola.
Kazdy odcinek jednostkowy pojawi sie na krzywej co najwyzej dwukrotnie;

w przypadku dwukrotnego jego wystapienia oba sasiadujace z nim pola beda
naleze¢ do grupy pol unikanych. Dodatkowo, zbior pél unikanych bedzie zawsze
spéjny (czyli z kazdego pola unikanego bedzie mozna doj$é¢ do kazdego innego,
nie przecinajac po drodze zadnego odcinka tamanej), a zbiér pozostalych pdl —
juz niekoniecznie. Ciekawy przyktad poprawnej tamanej brzegowej znajduje sie
na rysunku 12.

20



! Poniewaz tamana jest nieskoniczona,
wzrost diugosci musimy definiowaé
ostroznie, biorac pod uwage jedynie
zbiory odcinkéw jednostkowych, na
ktérych tamane sie réznia.

Rys. 12. Przyklad tamanej brzegowej; pewne odcinki jednostkowe pojawiaja si¢ na niej

dwukrotnie, z czego niektére tworza slepy zautek.

Ruch aniola

Przyszla wreszcie pora na opis tego, jakim modyfikacjom bedzie poddawana
tamana brzegowa. Kazda z modyfikacji bedzie skladaé sie z szeregu operacji
elementarnych: rozszerzen i skrétéw (rysunek 13). W wyniku rozszerzenia
jaki$ odcinek jednostkowy ltamanej sasiadujacy z prawej z polem niebedacym
unikanym zostaje zastapiony trzema pozostalymi odcinkami sasiadujacymi z tym
polem. Z kolei skrét polega na usunieciu dwukrotnego przejscia pod rzad po
tym samym odcinku tamanej. Mozna sprawdzié, ze po wykonaniu kazdej z tych
operacji tamana brzegowa wciaz spelnia wymienione wcze$niej warunki.

_) —

I _) I
1 ’
| |

Rys. 13. Pierwsze przejscie ilustruje dwukrotne wykonanie rozszerzenia (1 i 2), drugie

2/

natomiast — dwukrotne wykonanie skrétu (1’ i 2/).

Po kazdym ruchu diabla aniotl dokonuje modyfikacji tamanej za pomoca
operacji elementarnych, dbajac jednak o to, zeby nie zmienié¢ ,historycznej”
czedci tamanej, czyli nieskonczonego fragmentu polozonego wezesniej niz
aktualny odcinek tamanej, wraz z tym odcinkiem. Celem tej modyfikacji jest
wprowadzenie do zbioru pél unikanych jak najwigkszej liczby pél zablokowanych
przez diabta, w taki sposéb, aby dlugoéé tamanej nie wzrosta o wiecej niz dwie
jednostki w przeliczeniu na jedno tak przekonwertowane pole. Dokladniej,

jezeli A stanowi wzrost dlugosci tamanej wskutek modyfikacji, a An to liczba
przekonwertowanych pol, to aniol wybiera nows tamana tak, by zminimalizowaé
warto$¢ Al — 2 - An, a wérdd takich tamanych decyduje sie na taka, ktéra
maksymalizuje wartos¢ An !. Lamanych spehiajacych powyzsze warunki

moze by¢ bardzo duzo — w takiej sytuacji aniol zadowala sie dowolng z nich.
Przyktady takich modyfikacji mozna znalez¢ na rysunku 14. Mozna pokazaé,

ze w wyniku zastosowania takiej operacji na dowolnej lamanej brzegowej aniota
zachodzi Al > 0, czyli dlugoéé tamanej nie moze zmaleé. . .

(0]

Rys. 14. Przyktadowe modyfikacje tamanej brzegowej (dokonywane po ruchu diabta).
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Czy da sie to zaimplementowac?

Co prawda strategia aniota zostata dosy¢ konkretnie zdefiniowana, jednakze
wciaz moze nas nurtowaé jedno pytanie: czy aniol moze zawsze znalez¢ nowa
tamang brzegowa w skonczonym czasie? Zapewne dla samego aniola przejrzenie
nieskonczenie wielu mozliwoéci nie stanowi wiekszego problemu, lecz dla nas,
Smiertelnikéw, gdybysmy chcieli zasymulowaé jego strategie, juz owszem.

Na szczescie odpowiedz na to pytanie jest pozytywna. Zauwazmy mianowicie,

ze w kazdym kroku dlugo$é¢ tamanej wzrasta w poréwnaniu do poprzedniej

co najwyzej o 2 - An, ktéra to warto$¢ nie przekracza dwukrotno$ci numeru
tury, a zatem jest zawsze skonczona. Co wiecej, zmieniane odcinki lamanej
musza nastepowaé po odcinku aktualnym, a nie ma sensu zmienia¢ zadnych
odcinkéw potozonych na pdéinoc od najbardziej péinocnego zablokowanego przez
diabta pola. No a liczba tamanych, ktére mozna skonstruowaé przez zastapienie
skonczonego fragmentu tamanej innym fragmentem ograniczonej dlugosci, jest
skonczona — wystarczy wiec, ze aniol rozwazy wszystkie takie opcje.

Dlaczego to dziala?

Przejdzmy wreszcie do uzasadnienia faktu, ze aniol postepujacy zgodnie

z opisang strategia wygrywa niezaleznie od strategii uzytej przez diabla.

Opiera sie ono na spostrzezeniu, ze tuz przed kazdym kolejnym ruchem aniota,
dla wszystkich ,przysztych” odcinkéw lamanej poza ewentualnie odcinkiem
nastepujacym bezposrednio po aktualnym, pole sgsiadujace z danym odcinkiem
z prawej nie jest unikane ani tez zablokowane przez diabta. Zastosujmy
argument przez sprzecznosé, tzn. zalézmy, ze istnieje jakie$ takie pole unikane
lub zablokowane. Latwo pokazaé, ze pole to nie moze byé¢ zablokowane, ale nie
unikane — gdyby tak bylo, to zostaloby wczesniej wcielone do pél unikanych za
pomoca pojedynczego rozszerzenia tamanej, przy ktorym jej dlugosé wzrasta co
najwyzej o dwie jednostki (rysunek 15).

O

Rys. 15. Pojedyncze rozszerzenie lamanej powoduje pozbycie si¢ zablokowanego prawego

sasiada.

W takim razie zalézmy, ze pole stanowigce owego klopotliwego prawego sasiada
odcinka jest unikane. Na mocy opisanych wlasnoéci tamanej brzegowej, odcinek
ten musi wystepowa¢ na tamanej dwukrotnie, co oznacza, ze fragment tamanej
miedzy tymi wystapieniami tworzy cykl. Mamy teraz dwie mozliwosci — albo
cykl ten wystepuje w catodci po odcinku aktualnym tamanej, albo go zawiera.
Pierwszy z tych przypadkéw nie moze zajéé, gdyz wowczas tamana powstala
przez usuniecie tego cyklu bytaby z pewnoscia krétsza od danej, wiec to ja
skonstruowalby aniol w danym ruchu (w tym miejscu trzeba zauwazy¢, ze
dowolnego cyklu mozna si¢ pozby¢ z lamanej przez ciag rozszerzen i skrétéw)

— patrz rysunek 16.

+

O O

Rys. 16. Cykl w ramach lamanej potozony catkowicie w ,przyszto$ci” nie moze wystapic.
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Pozostal nam do rozwazenia ostatni przypadek, w ktérym aniotl zostat
zamkniety wewnatrz cyklu. Niestety jest to tez przypadek najtrudniejszy. Z tego
wzgledu, dowdéd w tym przypadku przeprowadzimy na przyktadzie rysunkowym:;
pelny dowdd mozna znalezé na wspomnianej juz stronie internetowe;j.

Zalézmy wiec, ze aniol zostal przez diabla zamkniety w cyklu (rysunek 17a).
Cofnijmy sie do momentu, w ktéorym aniot znajdowal sie tuz przed wejéciem
do tego cyklu (lamana x na rysunku 17b). Ile pdl zablokowanych (ale nie
unikanych) moglo sie wéwczas znajdowaé w obszarze ograniczonym rozwazanym
cyklem (wraz z tym cyklem)? Latwo zauwazy¢, ze nie wiecej niz 4, gdyz

w przeciwnym przypadku lepszym kandydatem na lamana aniota bylaby
tamana y z rysunku 17c. Aby przygotowaé cala swoja putapke, diabet musi
jednak zablokowaé az 16 pdl (rysunek17d). Prosty rachunek pokazuje zatem, ze
niezaleznie od tego, w jakiej kolejnosci diabel bedzie blokowal pola w putapce,
po maksymalnie 10 ruchach aniot zdota si¢ z niej wymknaé — najgorszy taki
przypadek ilustruje rysunek 17e.

x

e

(d) ()

Rys. 17. Rysunkowe uzasadnienie faktu, ze diabel nie zdazy zamknaé aniota w pulapce.
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