Zbudujmy z klockéw prostopadloScian
Michat KIEZA, Warszawa

Whprowadzenie

Zazwyczaj za wielomino (ang. polymino) uwaza sie kilka (albo i wiecej)
jednakowych kwadratéw tworzacych jeden kawalek, przy czym kazde dwa

z nich mozna polaczy¢ ruchem wiezy szachowej. Inaczej méwiac kazdy kwadrat
styka sie bokiem z co najmniej jednym innym oraz takiego kawalka nie mozna
przedstawi¢ w postaci kilku mniejszych wielomin, ktére stykaly by sie jedynie
wierzchotkami. Wielomino jest bardzo ciekawym obiektem prowadzacym do
wielu interesujacych pytan, przyktadowo — jakie prostokaty mozna zbudowaé
za pomocg danych wielomin? Matematyka, ktéra tu napotykamy jest bardzo
kolorowa, bowiem zazwyczaj, aby stwierdzi¢, ze jakie$ pokrycie jest niemozliwe,
wystarczy odpowiednie pokolorowanie.

My jednak zostawimy plaszczyzne i wybierzemy sie w trzeci wymiar.
Wielominem w przestrzeni (ang. polycube, my bedziemy po prostu méwié
wielomino) bedziemy nazywaé bryle zlozona z pewnej liczby jednakowych
szesciandéw, przy czym kazdy z nich styka sie Sciana z pewnym innym oraz
danej bryly nie mozna roztozy¢ na mniejsze wielomina stykajace si¢ jednynie
wierzchotkami lub krawedziami. Powstaje naturalne pytanie:

Jakie prostopadlosciany mozemy zbudowaé za pomocg wielomin danego typu?

Zapewne niemal kazdy z mlodszych Tutaj nie tylko spotkamy sie z kolorowymi dowodami, ale takze bedziemy mogli

Czytelnikéw mial okazje w dziecifistwie , s . ,
bawié sic klockami Lego. czerpac rado$é¢ z zabawy w ukladanie klockdw.

W tym artykule skupimy si¢ na tetraminach — czyli ,sp6jnych” brylach
zlozonych z czterech szesciandéw (czasem moéwi sie tez tetromino). Ponadto
bedziemy zakladali, ze dane bryly mozna odbija¢ symetrycznie. Istnieje wéwczas
7 typow réznych przestrzennych tetramin:

1. tetramino proste (zwane tez I-tetraminem),
tetramino kwadratowe (zwane tez O-tetraminem),
L-tetramino,

T-tetramino,

tetramino skos$ne (zwane tez N-tetraminem),

tetramino rozgalezione (ang. branch tetramino),

R A o

tetramino Srubowe (ang. screw tetramino).
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Rys. 1

Gdybyémy opuscili zalozenie o odbijaniu, to ostatnie tetramino rozmnozylo by
sie nam na dwa. Zastanowmy sie, jakie warunki musi spelnia¢ prostopadloscian,
aby dalo go si¢ zbudowaé z pewnej liczby jednakowych kopii bryt kazdego

z powyzszych rodzajéw.
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Tetramino proste

Jest to jeden z najlatwiejszych przypadkéw (jak zreszta sama nazwa wskazuje).
Oczywiscie kazdy prostopadloécian, ktérego pewna krawedz ma dlugosé
podzielna przez 4 daje si¢ zbudowaé z tetramin prostych. Udowodnimy, ze jest
to takze warunek konieczny.

Rys. 2

Pokolorujmy na szaro co czwarty szescian, jak pokazano na rysunku 2. Inaczej
moéwiac umieszczamy prostopadioscian w ukladzie wspélrzednych tak, aby
srodek kazdego szesScianu jednostkowego byt punktem kratowym i kolorujemy

te szeSciany, dla ktérych suma wszystkich wspétrzednych ich srodka daje
ustalong reszte modulo 4 (zalézmy, ze taka, jak dowolnie wybrany szeScian
narozny). Zauwazmy, ze kazde tetramino pokrywa doktadnie jeden pokolorowany
szescianik jednostkowy. Aby wiec wypelnienie danego prostopadtoscianu

byto mozliwe, liczba pokolorowanych na szaro szesScianikéw musi stanowié i
wszystkich szescianikéw tworzacych dany prostopadtoscian. Nietrudno spostrzec,
ze jesli ktoras z krawedzi danego prostopadloscianu ma dhugo$é podzielna przez
4, to ten warunek jest spetlniony. W przeciwnym wypadku zas dzielac kazda

z krawedzi z reszta przez 4 potniemy nasz prostopadloécian na kilka mniejszych,
z ktorych jeden bedzie mial krawedzie dlugosci mniejszych od 4, a pozastate
przynajmniej jedna z krawedzi o dlugosci podzielnej przez 4. Wystarczy jeszcze
zauwazy¢, ze w kazdym prostopadtoscianie o krawedziach dlugosci mniejszych
niz 4 liczba pokolorowanych szeScianow jest wieksza niz i liczby wszystkich
szescianikéw jednostkowych.

Udowodnili$my zatem nastepujace

Twierdzenie 1. ProstopadloScian mozna zbudowac z tetramin prostych wtedy
1 tylko wtedy, gdy co najmniej jedna z jego krawedzi ma diugo$é podzielng przez 4.

Tetramino kwadratowe

Ten przypadek jest réwnie tatwy jak poprzedni. Jest jasne, ze z tego typu

2z yi tetramin da sie zbudowaé kazdy prostopadloscian, ktéry ma co najmniej
dwie krawedzie parzyste. Cala trudnos¢ polega na udowodnieniu implikacji
) odwrotnej.

Przypusémy, ze udato nam sie¢ zbudowaé z tetramin kwadratowych pewien
prostopadloscian, ktérego pewne dwie krawedzie maja dtugosci nieparzyste.
Pokolorujmy Sciang wyznaczona przez te dwie krawedzie w szaro—bialg
szachownice, za$ caly prostopadloscian w shupy, jak pokazuje rysunek 3.
Woéwezas liczby bialych szedcianéw jednostkowych i szarych sa rézne. Jednakze
kazde tetramino sktada sie z dwdch sze$ciandéw biatych i dwbch szarych, co stoi
Rys. 3 w sprzecznosci z poprzednia obserwacja.

Udowodniliémy zatem nastepujace

Twierdzenie 2. Prostopadlo$cian mozna zbudowac z tetramin kwadratowych
wtedy 1 tylko wtedy, gdy co nagmniej dwie z jego krawedzi majq ditugosé parzystg.
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Rys. 4

Rys. 6

L-tetramino

Ten przypadek jest nieco trudnieszy do poprzednich. Dzieje sie tak z dwoch
powodéw: po pierwsze — odpowiedz dla prostopadto$cianéw, ktorych jedna
krawedz ma dlugo$¢ 1, jest inna niz dla pozostatych; po drugie — tym razem
wreszcie bedziemy mieli okazje troche pobawié¢ sie¢ w uktadanie klockéw.

Ale po kolei. Zajmijmy si¢ najpierw przypadkiem, gdy jedna z krawedzi danego
prostopadloécianu ma dlugos$¢ réwna 1 (jest jasne, ze moze byé co najwyzej
jedna taka krawedz). Odnotujmy najpierw, ze iloczyn dlugosci krawedzi

danego prostopadloscianu jest podzielny przez 4 (bowiem kazde tetramino jest
zbudowane z czterech szescianéw). Oznacza to, ze co najmniej jedna z krawedzi
ma dlugoéé¢ parzysta. Pokolorujmy dany prostopadloscian w szaro—bialte paski
o szerokoéci 1 prostopadle do krawedzi parzystej, jak pokazuje rysunek 4.
Wéwcezas liczba szescianéw biatych jest réwna liczbie szeScianéw szarych.

7 drugiej strony kazde L-tetramino sklada sie z jednego sze$cianu bialego

i trzech szarych, badz odwrotnie. To wraz z poprzednia obserwacja oznacza, ze
dany prostopadlosécian sktada sie z parzystej liczby L-tetramin, skad wniosek, ze
iloczyn dlugosci jego krawedzi jest liczba podzielna przez 8.

Zalézmy teraz, ze mamy dany prostopadiodcian, ktérego jedna krawedz jest
rowna 1, za$ pozostate dwie sa wieksze od 1, a ich iloczyn podzielny przez 8.
Rysunek 5 przedstawia sposéb zbudowania prostopadloscianéow 4 x 2 x 1 oraz
8 x 3 x 1. Jesli pewne dwie krawedzie danego prostopadtoscianu sa parzyste,
to mozna go zbudowaé z prostopadtoscianéw 4 x 2 x 1. Przyjmijmy teraz, ze
mamy dany prostopadtoscian m x n x 1, przy czym liczba m jest podzielna
przez 8, za$ liczba n jest nieparzysta i nie mniejsza niz 3. Wowczas dzielimy
dany prostopadloscian na dwa prostopadlosciany m x (n —3) x 1im x 3 x 1.
Pierwszy z nich mozna zbudowa¢ z prostopadlodcianéw 4 x 2 x 1, drugi zas

z prostopadlodcianéw 8 x 3 x 1.

Rys. 5. Sposoby zbudowania prostopadloscianéw 4 x 2 x 118 x 3 x 1 (widok z géry)

Udowodnili$my zatem

Twierdzenie 3a. Prostopadioscian m x n x 1 (m,n > 1) mozna zbudowaé
z L-tetramin wtedy i tylko wtedy, gdy iloczyn mn jest podzielny przez 8.

Zalézmy teraz, ze wszystkie krawedzie prostopadloscianu sa wieksze niz 1.
Oczywiscie iloczyn dlugosci krawedzi musi by¢ podzielny przez 4 i udowodnimy,
ze poza pewnymi wyjatkami jest to warunek dostateczny.

Jasne, ze szescianu o krawedzi dlugosci 2 nie mozna zbudowaé z L-tetramin.
Wykazemy, ze to samo dotyczy prostopadloéciandéw 2 x 2 x k, gdzie k jest
nieparzyste. Jesli pokolorujemy na szaro co drugi kwadrat 2 x 2 naszego
prostopadloscianu, jak pokazuje rysunek 6, to stwierdzimy, ze réznica miedzy
liczba szescianéw jednostkowych szarych, a liczbg szeSciandéw jednostkowych
bialych jest rowna 4. Jednakze kazde L-tetramino pokrywa 3 sze$ciany

szare i jeden bialy albo na odwrét. Innymi stowy réznica miedzy liczba
szeScianow szarych i bialych dla kazdego tetramina jest rowna 2. Jesli dany
prostopadloscian daltoby sie zbudowaé z takich klockéw, to ich liczba musialaby
by¢ nieparzysta, skad wniosek, ze dana réznica nie moze sie dzieli¢ przez 4 —
sprzecznosé.
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Rys. 7

E an

Rys. 8

Rys. 10

Teraz pokazemy, ze pozostale prostopadtosciany mozna zbudowaé
z L-tetramin. Najpierw odnotujmy, ze mozliwe jest zbudowanie nastepujacych
prostopadloécianéw (patrz odpowiednio rysunki 5, 7, 8, 9):

2x4x1, 2x2x6, 2x3x6, 3x3x4.

(T

Najpierw zajmiemy sie przypadkiem, w ktérym co najmniej dwie krawedzie
danego prostopadloscianu sa parzyste. Z m kopii prostopadlosciandéw 2 x 4 x 1
mozna zbudowaé dowolny prostopadtoscian 2 x 4 x m. Z prostopadtoscianéw
2x6x212x6 x 3 zbudujemy natomiast dowolny prostopadloscian 2 x 6 x m.
Poniewaz dowolna parzysta liczbe wieksza niz 2 mozemy przedstawié¢ jako sume
pewnej ilosci czwoérek i szostek, to zbudujemy tez prostopadioécian 2 x 21 x m
(gdzie I,m > 1), a z k takich kopii dowolny prostopadloscian 2k x 21 x m
(gdzie I,m > 1). Pozostaje jeszcze zauwazy¢, ze jesli prostopadlodcian ma dwie
krawedzie dtugosci 2, to trzecia musi by¢ parzysta i taki prostopadtoscian
zbudujemy z 2 X 2 X 6 oraz 2 x 2 X 4.

Rys. 9

Przyjmijmy teraz, ze pewne dwie krawedzie danego prostopadloécianu maja
dhugoéci nieparzyste. Wowczas trzecia krawedz ma dlugos$¢ podzielna przez 4.

Z prostopadtoéciandéw 4 x 3 x 2 i 4 x 3 x 3 zbudujemy dowolny prostopadloscian
4 x 3 xm (m > 1). Natomiast kazdy prostopadloscian 4 x 2 x m powstaje

z m jednakowych kopii prostopadloscianu 4 x 2 x 1. W takim razie mozemy
takze zbudowaé prostopadloscian 4 x I x m (I,m > 1) i réwniez dowolny
prostopadloscian, w ktérym pewna krawedz ma dlugos¢ podzielng przez 4,

a pozostate dwie wigksze niz 1.

Mozemy zatem podsumowadé

Twierdzenie 3. Prostopadloscian daje sie zbudowaé z L-tetramin wtedy i tylko
wtedy, gdy

a) jedna z krawedzi jest réwna 1, za$ iloczyn pozostalych dwdch podzielny przez 8;

b) wszystkie krawedzie majq dlugosci wicksze niz 1 i ich iloczyn jest podzielny
przez 4 z wyjgtkiem przypadkéw 2 X 2 x 2 12 x 2 x (2k +1).

T-tetramino

Ten przypadek oméwimy nieco pobieznie, gdyz jest dos¢ skomplikowany. Jesli
pokolorujemy dany prostopadloscian w przestrzenna szaro-biala szachownice, to
okazuje si¢, ze kazde T-tetramino sklada si¢ z trzech szescianéw jednego koloru
i jednego drugiego koloru. W takim razie liczba tetramin musi by¢ parzysta,

a w konsekwencji iloczyn dlugoéci krawedzi danego prostopadloscianu podzielny
przez 8.

Okazuje sie, ze jedli kazda z krawedzi prostopadtoscianu ma diugosé

wieksza niz 1, to ten warunek, poza ,malymi” wyjatkami jest dostateczny.
Liste ,pierwotnych” prostopadto$cianéw mozna znalez¢é na stronie
http://www.mathematik.uni-bielefeld.de/“sillke/PENTA/tetra-proof.

Jedli doktadnie jedna z krawedzi tego prostopadloscianu ma diugo$é rowng

1, to okazuje sie, ze pozostale dwie krawedzie musza mie¢ dlugosci podzielne
przez 4 i jest to takze warunek dostateczny (czyli dany prostopadlo$cian mozna
zbudowaé z prostopadloscianéw 4 x 4 x 1). Problem ten jest réwnowazny
plaskiej wersji, ktérej dowdéd mozna znalezé w [4] — ze wzgledu na to, ze jest
do$¢ techniczny i skomplikowany, pominiemy go tu.
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Rys. 11

N-tetramino

Ten przypadek jest bardzo nietypowy, bowiem na pierwszy rzut oka w ogole nie
jest oczywiste, ze jakikolwiek prostopadloécian daje sie ulozy¢. Zwlaszcza, ze
na plaszczyznie z ,plaskich” N-tetramin nie mozna ultozy¢ zadnego prostokata.
W przestrzeni jednak szybko spotyka nas mila niespodzianka, bowiem mozna
zbudowaé prostopadlosciany 2 x 4 x 41 2 x 3 x 4 (ktéry prostszy to juz kwestia
gustu).

Udowodnimy najpierw, ze aby w ogoéle dany prostopadtoscian dalo sie zbudowag,
to iloczyn dlugosci jego krawedzi musi by¢ podzielny przez 8 i co najmniej dwie
z nich parzyste.

Rozpocznijmy wlasnie od pokazania, ze co najmniej dwie krawedzie danego
prostopadloécianu sg parzyste. Przypusémy przeciwnie i pokolorujmy $ciane
wyznaczong przez dwie krawedzie nieparzyste w szaro—biala szachownice,
za$ caly prostopadloécian w stupy, jak pokazuje rysunek 11. Wéwczas liczby
bialych szeScianow jednostkowych i szarych sa rézne. Z drugiej strony kazde
N-tetramino sktada si¢ z jednakowej liczby szarych i bialych szeSciandéw
jednostkowych. Oznacza to, ze zbudowanie prostopadlo$cianu o dwéch
krawedziach nieparzystych jest niemozliwe.

b) c)
Rys. 12

Teraz wykazemy, ze liczba N-tetramin musi by¢ parzysta, co w konsekwencji
oznacza iloczyn dtugosci krawedzi podzielny przez 8. Wybierzmy dowolna

ze $cian (np. gérna) i pokolorujmy warstwe sze$cianéw sasiadujacych z nia

w szaro—biata szachownice. Kolejna warstwe pokolorujmy tak samo. Nastepne
dwie warstwy kolorujemy réwniez w szachownice, ale na odwrét. Kolejne dwie
warstwy znéw malujemy w szachownice i znéw odwrotnie niz poprzednio itd.
(patrz rysunek 12a). Ten sam proces powtdrzymy dla $ciany bocznej i przedniej
(rysunki 12b i 12¢). Poniewaz prostopadloscian ma co najmniej dwie krawedzie
parzyste, to kazda z szachownic bedzie zawierala jednakowsa liczbe szescianikéw
biatych i szarych, a w konsekwencji w kazdym z tych trzech kolorowan obie
liczby beda réwne. Popatrzmy jeszcze raz na rysunek 12a. Zauwazmy, ze

kazde z tetramin ustawionych ,pionowo” (czyli przecinajacych trzy warstwy

w pionie) sklada sie z trzech sze$cianéw biatych i jednego szarego, badZ na
odwrét. U pozostalych N-teteramin za$ obie liczby sa rowne. Skoro wiec liczba
szeScianow bialych jest réwna liczbie sze$ciandéw szarych, to liczba ,,pionowych”
tetramin musi by¢ parzysta. Przeprowadzajac podobne rozumowanie dla dwéch
pozostatych kolorowan wykazemy, ze liczba N-tetramin kazdego z tych trzech
typow jest parzysta. W takim razie liczba wszystkich tetramin tworzacych dany
prostopadloscian jest parzysta.
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Rys. 15

Zalézmy teraz, ze mamy dany prostopadtodcian, ktérego iloczyn dtugosci
krawedzi jest podzielny przez 8 i co najmniej dwie z nich sg parzyste. Jest
oczywiste, ze z N-tetramin nie da sie zbudowaé zadnego prostopadloscianu,
ktoérego jedna z krawedzi ma dlugo$c réwna 1 oraz zadnego prostopadtoscianu

o dwdéch krawedziach réwnych 2. Takze zbudowanie prostopadtoscianu 2 x 6 x 6
nie jest mozliwe, co wymaga jednak zmudnej analizy wielu przypadkéw (chyba,
ze ktérys z Czytelnikéow znajdzie jakis lepszy argument). Pokazemy, ze pozostale
prostopadtoéciany juz daja sie zbudowaé z N-tetramin. Mamy do rozpatrzenia
dwa przypadki:

a) jedna z krawedzi ma dlugo$¢ podzielng przez 4, a jedna z dwich pozostalych
jest parzysta,

b) wszystkie parzyste niepodzielne przez 4.

W pierwszym zauwazmy najpierw, ze da sie zbudowaé prostopadlosciany
4x2x3,4x2x%x414x2x5 (patrz rysunki 13, 14 i 15). Z nich zlozymy kazdy
prostopadloscian 4 x 2 x m (m > 3), a nastepnie wszystkie prostopadlosciany
4k x 2l x m (m > 3).

W drugim zauwazmy, ze mozna zbudowaé prostopadlosciany 2 x 6 x 10

16 X6 x6 (rysunki 16 i 17). Poniewaz z poprzednich rozwazan juz wiemy

jak zbudowaé prostopadlosécian 2 x 4 x 4, to z pierwszego z nich dostajemy
wszystkie prostopadlosciany 2 x 20 x 2m (I > 31 m > 5), a potem réwniez
prostopadlosciany 2k x 21 x 2m (I > 3 i m > 5). Poniewaz juz wczesniej
odrzuciliSmy przypadki 2k x 2 x 21 2 x 6 x 6, to pozostaly nam jedynie
prostopadtosciany 2k x 6 x 6. Jednakze je otrzyjmujemy z prostopadloscianow
6x6x614x6x6.

-

Rys. 16. Spos6b zbudowania prostopadloscianu 2 x 6 x 10 (kolejno warstwa pierwsza i druga,
jednakowym kolorem zaznaczono fragmenty wchodzace w sktad tego samego tetramina).

Rys. 17. Sposéb zbudowania szescianu o krawedzi 6. Na rysunku pokazano wypelnienie kolejno
pierwszych trzech warstw (jednakowym kolorem zaznaczono fragmenty wchodzace w sktad
tego samego tetramina). Do powstalej bryly wystarczy jeszcze prostopadloscian 4 x 3 x 2, dwa
prostopadtosciany 4 X 4 X 2 i jeden prostopadtoscian 4 X 6 x 2.

Udowodnili$émy zatem

Twierdzenie 4. Prostopadloscian o krawedziach wiekszych niz 1 daje sie
zbudowaé z N-tetramin wtedy i tylko wtedy, gdy iloczyn dlugosci jego krawedzi
jest podzielny przez 8 i co najmniej dwie z nich sqg parzyste poza przypadkami:

a) 2x6x6,

b) pewne dwie krawedzie prostopadtoscianu majg dlugosé réwng 2.
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Rys. 20

Rys. 21

Tetramino rozgalezione

Zajmijmy sie teraz pierwszym z dwdch (lub trzech, jesli opuscimy zalozenie

o odbijaniu) tetramin, ktére sg ,naprawde przestrzenne” — tetraminem
rozgalezionym. Udowodnimy na poczatek warunek konieczny, a mianowicie,

ze iloczyn dlugodci krawedzi prostopadloscianu musi si¢ dzieli¢ przez 8

i co najmniej dwie z nich musza by¢ parzyste (podobnie jak w przypadku
N-tetramin). Oczywiscie takze kazda z krawedzi danego prostopadlo$cianu musi
mie¢ dlugosé¢ wigksza niz 1.

=

Rys. 18 Rys. 19

Pokolorujmy dany prostopadtoscian w przestrzenna szaro—biata szachownice
(rysunek 18). Jesli da sie go zbudowaé z tetramin rozgaltezionych, to iloczyn
dhugoéci krawedzi musi dzieli¢ sie przez 4, skad wniosek, ze co najmniej jedna
z krawedzi jest parzysta. To za$ oznacza, ze szeSciandow jednostkowych szarych
i bialych jest tyle samo. Zauwazmy jednak, ze kazde tetramino sklada sie

z trzech szedcianikéw szarych i jednego biatego albo na odwrdét. Stad wynika,
ze liczba tych tetramin musi by¢ parzysta, a wiec taczna liczba szeScianow
jednostkowych tworzacych dany prostopadloscian jest podzielna przez 8 —
iloczyn dtugosci krawedzi prostopadtoscianu réwniez.

Przypus$émy teraz, ze pewne dwie krawedzie danego prostopadloscianu maja
dtugosci nieparzyste. Pokolorujmy $ciane wyznaczona przez te dwie krawedzie
w szaro—bialg szachownice, za$ caly prostopadloscian w stupy, jak pokazuje
rysunek 19. Woéwczas liczby bialych szeScianéw jednostkowych i szarych sa
rozne. Jednakze kazde tetramino rozgatezione sktada sie z dwoch szedcianow
bialych i dwéch szarych. Oznacza to, ze wypelnienie takiego prostopadlodcianu
nie jest mozliwe.

Zajmijmy si¢ teraz problemem zbudowania pozostalych prostopadloécianow

z tetramin rozgalezionych. Poniewaz szescian o krawedzi dlugosci 2 sklada sie

z dwoch takich tetramin, to natychmiast stad wynika, ze kazdy prostopadloécian
o wszystkich krawedziach parzystych rowniez mozna z nich zbudowaé. Zajmijmy
sie teraz prostopadtoscianami, ktérych jedna krawed?z jest nieparzysta, zas
iloczyn pozostalych dwéch dzieli sie przez 8. Jest jasne, ze krawedz nieprzysta
musi mie¢ dlugosé wigksza niz 1. Niestety nie potrafimy nic powiedzieé¢

o prostopadloscianach, ktorych jedna z krawedzi ma dlugoéé 3 poza tym, ze
ulozenie ,malych” przypadkéw (tzn. o krawedziach mniejszych niz 9) jest
niemozliwe, co sprawdzono za pomoca komputera. Nietrudno tez si¢ przekonaé
(rozpatrujac kilka potencjalnych mozliwosci), ze prostopadlodcian 2 x 4 X 5 nie
daje sie zbudowac z tetramin rozgalezionych. Pokazemy teraz, ze pozostale juz
si¢ daja. Z bryty pokazanej na rysunku 20 i sze$cianéow o krawedzi dlugosci

2 zbudujemy prostopadloéciany 2 x 8 x 512 x 12 x 5 (rysunki 21 i 22). To

nam da wszystkie rozwazane prostopadlodciany o dwéch krawedziach dlugosci

2 1 5, za$ przez dotozenie szescianéw o krawedzi 2 dostaniemy wszystkie
prostopadlosciany, ktérych jedna krawedz jest réwna 2. Na rysunku 23 mamy
sposob ulozenia bryty, ktorej dwie kopie tworza prostopadloscian 4 x 4 x 5, za$
na rysunkach 24 i 25 pokazane jest jak zbudowaé dwie bryly A i B, z ktérych
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powstanie prostopadtoscian 4 x 6 x 5. Z nich zlozymy dowolny prostopadtoscian
4 x 2l x5 (I > 2), a przez dolozenie szeScianéw o krawedzi 2 i skopiowanie k razy
dostajemy dowolny prostopadloscian 4k x 21 x m (I > 2 i m > 5-nieparzyste).

| D

Rys. 23. Kolejne etapy budowania bryly, ktérej dwie kopie tworza prostopadtoscian 4 x 4 x 5
(na bialo jest pokolorowana cze$é juz zbudowana, na kolorowo — nowe klocki)

Rys. 24. Kolejne etapy budowania bryly A (na bialo jest pokolorowana cze$é juz zbudowana,
na kolorowo — nowe klocki)

Rys. 25. Kolejne etapy budowania bryly B, ktéra wraz z bryla A tworzy prostopadtoscian
4 x 6 x 5 (na bialo jest pokolorowana cz¢s$¢ juz zbudowana, na kolorowo — nowe klocki)

Udowodnili$my zatem nastepujace

Twierdzenie 5. Prostopadloscian o krawedziach wiekszych niz 1 daje sie
zbudowad z tetramin rozgalezionych wtedy i tylko wtedy, gdy iloczyn dlugosci jego
krawedzi jest podzielny przez 8 i co najmniej dwie z nich sq parzyste poza dwoma
przypadkamsi:

a) 2 x4 x5,

b) jedna z krawedzi jest réwna 3 (to problem jest otwarty, choé wydaje sie, Ze
réwniez i tu odpowied? jest negatywna).

By¢ moze ktorys z Czytelnikéw znajdzie odpowiedz na to nierozstrzygnigte na
razie pytanie. . .

Tetramino Srubowe

Zostal nam ostatni przypadek, w ktérym przyjmujemy oczywiscie, ze dane
czesci mozemy odbijaé symetrycznie (jesli tego nie zalozymy, to sprawa robi sie
znacznie bardziej uciazliwa). Jest jasne, ze aby wypelnienie prostopadloscianu
takimi tetraminami bylo mozliwe, to iloczyn dlugosci krawedzi tego
prostopadlos$cianu musi by¢ podzielny przez 4. Jasne tez, ze kazda z tych
krawedzi musi mie¢ dlugosé wieksza niz 1 i nietrudno sie takze przekonaé,

ze zbudowanie prostopadloscianu, ktérego pewne dwie krawedzie sa rowne 2,

a trzecia nieparzysta, jest niemozliwe.
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Udowodnimy teraz, ze mozna zbudowaé wszystkie pozostate prostopadlosciany.
Rysunki 26, 27 i 28 przedstawiaja sposoby zbudowania odpowiednio
prostopadioscianéw 2 x 3 x 4, 3 x 3 x 412 x 3 x 6. Jasne tez, ze z dwdch
tetramin Srubowych zlozymy szescian o krawedzi 2. Stad natychmiast
otrzymujemy wszystkie prostopadlodciany o trzech krawedziach parzystych.
Zajmijmy sie teraz prostopadlo$cianami o jednej krawedzi nieparzystej.

7Z prostopadloscianéw 4 x 3 x 21 4 x 3 x 3 dostaniemy dowolny prostopadloscian
o dwoch krawedziach rownych 4 i 3. Dokladajac do niego sze$ciany o krawedzi
2 otrzymamy dowolny prostopadloscian, ktorego jedna z krawedzi jest réwna
4, a z odpowiedniej liczby jego kopii dowolny prostopadloscian, ktorego jedna

z krawedzi jest podzielna przez 4. Pozostaly jeszcze tylko prostopadlodciany

o doktadnie dwoch krawedziach parzystych. Z prostopadtoscianéw 4 x 2 x 3

i 6 x 2 x 3 zlozymy dowolny prostopadloscian 2k x 2 x 3 (k > 2). Dokladajac
do niego szesciany o krawedzi 2 zbudujemy dowolny prostopadloscian

2k x 2 x m (k > 2 1 m nieparzyste), a z odpowiedniej liczby jego kopii dowolny
prostopadloscian o doktadnie dwéch krawedziach parzystych poza przypadkami
2 X 2 x (2n + 1), ktére juz wezesniej odrzuciliSmy.

S Fy

Rys. 28

A przeciez to nie koniec. Mozna przeciez pytaé, co bedzie jesli bedziemy uzywaé
wiecej niz jednego typu. Co, gdy narzucimy ograniczenia, ze np. mozna uzy¢
tylko jednej kopii tetramina prostego? A jak tego bedzie mato, to mamy przed
soba przestrzenne pentomina, hexomina, itd. .. Mozemy tez opusci¢ zalozenie

o spéjnosci wielomin. A co, gdy zaczniemy jeszcze np. laczy¢ tetramina

z pentaminami i hexaminami itd... A w ogdle kto powiedzial, ze mamy sie
ogranicza¢ tylko do budowania prostopadloscianéw — mozna przeciez sprébowaé
z innymi, mniej reguralnymi, typami bryl. Pytania jak wida¢ mozna mnozy¢ bez
ograniczen. Czytelnikom, ktérych interesuje ta tematyka, polecam kilka pozycji
z literatury.
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