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O uczniach, problemach i rozwigzaniach
Jacek DYMFEL, Krakow

Wzorce bedgce dzielem matematyka, podobnie jak wzorce malarza lub poety,
muszq byc piekne; idee, tak jak barwy czy stowa, muszq pasowaé do siebie
w harmonijny sposéb. Piekno jest pierwszym sprawdzianem: na szkaradng
matematyke nie ma miejsca pod storicem.

Godfrey Hardy

Temat Szkoly Matematyki Pogladowej: Co mi sie podoba? daje referujacemu
pewna swobode w zakresie wyboru tematu referatu. Jednocze$nie moze stanowié
pulapke i spowodowaé¢ wystapienie obaw, czy na pewno to co podoba sie
autorowi, bedzie sie podobaé czytelnikom. Ocena tego, co sie podoba, jest
oparta na wyczuciu estetyki; wszystko zalezy od indywidualnych do$wiadczen

i wrazliwosci, od rozrdéznienia tego co tadne i tego co nietadne. Chcialem
jednakze, by stowa Godfreya Hardy’ego byly gléwnym drogowskazem przy
pisaniu tego artykutu: chodzi o to, by pokazywaé¢ matematyke piekna.

Inspiracja dla kazdego nauczyciela sa oczywiscie jego uczniowie. Szczegélnie
ci, ktérzy wykazuja uzdolnienia i zainteresowania matematyczne. Analizujac
prace tych mlodych matematykéw mozna obserwowaé¢ pomysty, inspiracje,
takze bledy. W moim artykule przedstawie takie pomysty rozwiazan zadan
olimpijskich, ktére wywolaly moje zainteresowanie. Aby podkresli¢, co mi sie
podoba, postaram si¢ to pokazaé¢ takze na tle tego, co mi si¢ nie podoba.

Gdy w trakcie jednego z referatéw powiedziatem, ze uczniowie, na szczescie,

nie stosuja zbyt czesto metody analitycznej do rozwiazywania zadan
geometrycznych, to pewien pracownik naukowy zajmujacy si¢ geometria
algebraiczna, goraco zaprotestowal, méwiac, ze podejécie analityczne jest
najpiekniejsza metoda, jaka mozna postuzy¢ sie w geometrii. Tymczasem

z punktu widzenia uczestnika olimpiady metoda ta w zadaniach geometrycznych
nie dzialta zbyt dobrze, bo jest dluga, zmudna i nieczesto prowadzi do
rozwigzania. Przede wszystkim jednak, nie wymaga od ucznia uruchomienia
poktaddéw kreatywnosci.

Zaprezentuje tu bardzo rézne zadania, z réznych dziedzin, ale zawsze takie,
ktére maja intrygujace rozwiazania, a ich autorami sa uczniowie.

Na II etapie 57 Olimpiady Matematycznej uczniowie rozwiazywali nastepujace:
Zadanie

Liczby dodatnie a, b, ¢ spelniaja warunek ab + bc + ca = abe. Dowiesé, ze
at + b bh 4 ot A 4 g

> 1
ab(a® +b3)  be(bP+¢3)  ca(cd + a3)

Rozwigzanie

Przedstawie pewien charakterystyczny sposéb rozwiazania, ktéry zostal
zaproponowany przez 24 uczniéow: dziewieciu z V LO w Krakowie , pieciu

z XIV LO w Warszawie, po dwéch z I LO w tomzy, LO w Stalowej Woli, VI LO
w Warszawie, po jednym z III LO w Gdyni, I LO w Lublinie, V LO w Olsztynie,
IV LO w Toruniu.

Nier6wnoéé z tezy zadania mnozymy stronami przez abc, a nastepnie prawa
strone zamieniamy na wyrazenie ab + bc 4 ca. Potem mnozymy stronami
otrzymang nieréwnosé przez (a® + b%) (b3 + ¢2)(c® + a®). Po wykonaniu
przeksztalcen algebraicznych otrzymujemy nieréwnosé:
a bt 4+ a"ct+b7at + 07t 4+ Tat + bt >
> a%btc + a®c*b + b0atc + b0cta + Patb + Phia
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Teraz skorzystamy z nieréwnosci Muirheada:
Twierdzenie Muirheada

Niech (a1, aq,...,a,), (61,52, .., 0s) beda dwoma ciagami nieujemnych liczb
catkowitych spelniajacych warunki:

a1 2 Q2. 20y

Gi=2pP22>2...2 0,
ap >

ap +az > 1+ B2

ay+ag+ ... tap1 2B+ B+ .+ B
ajtazt+...tap =01+ B+...+ 6

(Méwimy, ze ciag (a1, as, ..., a,) majoryzuje ciag (61, B2, ..., 0n).)
Woéwezas dla dowolnych liczb dodatnich x4, zo, ..., x, zachodzi nieréwnos¢:

X(ar,02,000) (X182, ) 2 X(5,,65,...,8,) (T1, T2, - - Tn),
gdzie X(a;,as,...,an) (21,22,...,2,) jest wielomianem symetrycznym to znaczy
jest sumg wszystkich jednomianéw postaci
Qi Oy g,
P P
gdzie ciag (i1, 12,...,1,) jest dowolng permutacja ciagu (1,2,...,n).

Ciag (7,4,0) majoryzuje ciag (6,4,1), a zatem na podstawie twierdzenia
Muirheada dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi nier6wnos$é
Wi7.4,0)(a,b,¢) > Wig 4,1)(a, b, c), co konezy dowdd.

Wiekszosé¢ ucznidéw, ktérzy zaproponowali rozwiazanie zadania w oparciu

o twierdzenie Muirheada, uczeszczata do renomowanych szkot, znanych

z licznych sukcesow olimpijskich. Jednakze czes¢ z tych uczniow nie stosowala
prawidlowej nazwy twierdzenia, poprawnego sformutowania, jedynie kilku z nich
sprawdzato zalozenia i mozliwo$é¢ stosowania tej nieréwnoéci w tym zadaniu.
Mozna przypuszczaé, ze rozwigzania byly efektem specyficznego treningu

i mechanicznego podejécia do zadania: trzeba wykona¢ pewien algorytm, ktory
gwarantuje uzyskanie wyniku.

Rozwiazanie powyzsze nalezy do malo eleganckich rozumowan. Istnieja tadne
rozwiazania zadan olimpijskich oparte na nieréwnosci Muirheada — warto
zerknaé na zadania z IMO z roku 1995 i 2005.

Czy powyzsze zadanie mozna bylo rozwiazac¢ tadnie i efektownie? Ponizej
przedstawiam rozwiazanie ucznia II klasy gimnazjum, uczestnika zawodéw
IT stopnia 57 OM.

Na poczatek udowodnimy:
Lemat

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a,b > 0 i dowolnej liczby naturalnej n > 1
zachodzi nieréwnosc¢
an+1 _|_bn+1 a™ + b
am + b z an—1 + pn—1°

Dowod

Mnozymy nieréwno$é z tezy lematu stronami przez (a™ + b")(a" "1 + b7 71)
i otrzymujemy

a®™ + 0 4 a" T e > 6 5P 4 207"
Wowczas dostajemy nieréwnoséc prawdziwa

a b
-+ —-=>2.
b+a

Poniewaz wszystkie przejscia byly réwnowazne, teza zostala udowodniona.
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Rys. 1

Korzystajac z lematu zapisujemy:
at+bt _ad+ b a?+ b al 40!
a3+ 7 a24+02 7 gl bl 7 a0 £ 50
Zatem mozemy zapisac
at + bt bt 4 ¢t ct+at a+b b+c cHa
ab(a3 +03) " be(b3+¢c3) | ca(c3+a3) T 2ab 2bc + 2ca

A1 Ny 111 11
" 2\a b 2\b ¢ 2\c a/

Poniewaz z zalozenia % + % + % = 1, otrzymujemy

at + bt b+t At +at 1 1 1
z>-—+-+-=1
ab(a® +b%)  be(B3+c3)  ca(cB+ad) T a b ¢

co konczy dowdd.

Obserwujac rozwiazania zadan olimpijskich mozna dostrzec, ze wielu
uczniow prébuje stosowaé metody, twierdzenia, algorytmy, bez doglebnej ich
znajomosci. Trudno powiedzieé, jak sytuacja wygladata dawniej, ale wydaje
sie, ze algorytmizacja rozwiazywania tego typu zadan jest obecnie znacznie
powszechniejsza niz np. 20-30 lat temu.

Mozna zauwazy¢, ze podobne myslenie o rozwiazywaniu zadan matematycznych
w oparciu o opanowane schematy, bez elementéw rozumowania, jest dostrzegalne
u autoréw podstawy programowej, programow oraz egzaminéw szkolnych

z matematyki. Nie mozna si¢ w tym miejscu nie odnie$¢ do obserwacji

prof. Marka Kordosa z artykulu Metodologia empiryczna a metodologia
dedukcyjna ([2]). Pisze on tam, ze metodologia dedukcyjna byla podstawa nauki
do XIX wieku. Po drugiej wojnie Swiatowej pojawila sie wyrazna tendencja do
stosowania przepisoéw, ktére co prawda nie maja dowodow, ale dobrze dzialaja.
Profesor Kordos zadal pytanie, czy metodologia empiryczna zacznie decydowaé
o obliczu matematyki. Wydaje sie, ze wielu olimpijczykéw $wiadomie lub nie,
traktuje wiedze matematyczna wedlug standardéw metodologii empirycznej.
Uczniowie poznaja na zajeciach kétka, czytaja w ksiazkach lub na stronach
internetowych o metodach rozwiazywania zadan olimpijskich, a pézniej
korzystaja z takich metod niczym babilonczycy z glinianych tabliczek: jest
przepis i wiadomo, ze po zastosowaniu w pewnej sytuacji daje dobry efekt. Nie
zawsze wiedza dlaczego metoda jest poprawna, ale wiedza kiedy dobrze dziala.

Ponizej chciatbym zaprezentowac interesujace rozwiazania dwoch niebanalnych
zadan olimpijskich z drugich etapéw Olimpiady Matematycznej. Autorzy
rozwigzan nie znalezli sie w gronie finalistow OM, a ich pomysty nie opieraly
sie na zaawansowanych teoriach, specyficznych twierdzeniach czy pojeciach.

Zadanie 2 z IT etapu 57 OM

Dany jest trojkat ABC, w ktérym AC + BC = 3 - AB. Okrag o $rodku

I wpisany w trojkat ABC jest styczny do bokéw BC' i C'A odpowiednio

w punktach D i E. Niech K i L beda punktami symetrycznymi odpowiednio
do punktéw D i F wzgledem punktu I. Udowodnié, ze punkty A, B, K, L leza
na jednym okregu.

Rozwigzanie

Niech prosta BL przecina bok AC' w punkcie G, ktory jest punktem stycznosci
okregu dopisanego do tréjkata ABC, a zatem spelniona jest réwnosé CG = AE,
czyli CE = AG. Niech proste styczne w punktach K oraz L do okregu wpisanego
w tréjkat ABC przecinaja sie w punkcie Z.

Poniewaz ZL = CE = AG i odcinek ZL jest réwnolegly do odcinka C'E,
czworokat AGLZ jest réwnolegtobokiem. Wobec tego prosta AZ jest rownolegla
do prostej BL. Warto zwrdci¢ uwage na to, ze do tego miejsca w dowodzie nie
zostal wykorzystany warunek AC + BC = 3 - AB, a zatem réwnoleglto$¢ prostych
BL i AZ nie zalezy od wyboru tréjkata.
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Warunek AC' 4+ BC = 3 - AB oznacza, ze CE = CD = AB. Skoro tak, to punkty
A, L, B, Z sa wierzchotkami trapezu o réwnych przekatnych, czyli mozna na tym
trapezie opisaé okrag. Taka sama sytuacja ma miejsce dla czworokata AZBK,
wiec na trapezie AZBK réwniez mozna opisaé okrag. Stad wynika, ze punkty

A, Z B, L, K leza na jednym okregu, czyli takze A, B, L, K sa wspdlokegowe.

Zadanie 5 z IT etapu 57 OM

Punkt C jest srodkiem odcinka AB. Okrag o; przechodzacy przez punkty A i C
przecina okrag os przechodzacy przez punkty B i C' w réznych punktach C'i D.
Punkt P jest srodkiem tego tuku AD okregu oy, ktéry nie zawiera punktu C.
Punkt @ jest srodkiem tego tuku BD okregu os, ktéry nie zawiera punktu C.
Dowiesé¢, ze proste PQ i C'D sa prostopadte.

Rozwigzanie
Niech O1, Os beda, odpowiednio, srodkami okregdéw o1, 02. Poprowadzmy

z punktéw P oraz @) proste prostopadie do prostej O105. Przetna one okregi
01 i 09 kolejno w punktach P’ oraz Q’.

Rys. 2

Zauwazmy, ze LPAC = /PP’'C, bo katy s oparte na tym samym tuku oraz
P'C = PD, bo PP’ jest prostopadta do 0103 i zarazem réwnolegta do prostej
CD. Skoro katy PAC i PP'C sa réwne oraz oba katy zawierajg ramie o tej
samej dlugosci (AP i P'C'), to drugie ramie kata musi by¢ tez tej samej
dtugosci. Zatem PP’ = AC.

Analogicznie postepujac w przypadku drugiego okregu otrzymujemy
QQ' =CB = AC.

Zatem czworokat PP’'Q’'(Q jest prostokatem, ktérego boki PP’ i QQ’ sa

réwnolegle do prostej C'D, a zatem odcinki PQ i P’'Q’ sa prostopadle do prostej
CD, co konczy dowdd.

Obydwa zacytowane rozwiazania charakteryzowaly sie niebanalnymi pomystami.

Do tego stopnia niebanalnymi, ze ani tworcy tych zadan, ani inni uczestnicy
zawodéw nie wpadli na nie.

Rozwiazywanie zadan jest obarczone pewng ,kierunkowoscig”: wiadomo,

ze istnieje rozwiazanie. W przypadku zadania olimpijskiego jest ono zwykle
tadne i efektowne. I takiego rozwiazania szukaja zawodnicy. To inna sytuacja
niz szukanie rozwiazania problemu otwartego, czy stawianie hipotez, gdy

nie wiadomo, jaki bedzie dow6d. Wéwczas wazniejsza niz efektownosé jest
efektywnosé.
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Bardzo wielu uczniéw odkryto, ze szereg zadan olimpijskich mozna rozwiazaé
,sitowo”. Nie jest wazne wtedy piekno, lecz skutecznosé.

Znamienne jest to, ze proste i efektowne rozwiazania zadan z etapéw
okregowych Olimpiady sg charakterystyczne dla dwbch typéw uczniowskich:
uczniéw wybitnych, osiagajacych znakomite rezultaty w OM, oraz zawodnikéw,
ktérzy nie zostaja finalistami OM. Zatem mozna postawié¢ hipoteze, ze tadne
pomysly to efekty deficytéw w wiedzy i umiejetnosciach (potrzebna jest deska
ratunkowa - to wlasnie pomyst) albo glebokiej wiedzy i dostrzegania faktow
matematycznych w szerokim kontekscie.

Proste, efektowne rozwiazanie oparte na pomysle jest oznaka kultury
matematycznej. Jak ocenié¢ niebanalno$é¢ rozwiazania? Kiedy mozna uznaé,
ze pomyst jest interesujacy? Moze wtedy, gdy mato zawodnikéow podaje dane
rozwigzanie?

Kolejne zadanie, 3 z III etapu 57 OM, okazalo sie zadaniem bardzo trudnym —
tylko dziewieciu zawodnikéw z nim sie uporalo. Az siedmiu rozwiazalo je opisana
ponizej metoda.

Wiele os6b zapoznajac sie z tym rozwiazaniem jest zaskoczonych jego prostota.
Jednoczesnie mozna zapytaé: dlaczego tak malo zawodnikow rozwiazato to
zadanie? Przeciez metoda zastosowana w tym rozwiazaniu jest typowa i nalezy
do stalego arsenalu strategii: rozwaz szczegdlny przypadek i sprobuj go uogélnié.

Zadanie 3 z III etapu 57 OM

Dany jest sze$ciokat wypuklty ABCDEF, w ktérym AC = DF, CE = FB
oraz EA = BD. Dowie$é, ze proste taczace srodki przeciwleglych bokéw tego
szesciokata przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozwigzanie

Z tresci zadania wynika, ze trojkat ACE jest przystajacy do tréjkata DF B.
Rozwazmy dwa przypadki.

Przypadek 1

Przyjmijmy, ze tréjkaty ACE i1 DF B sa wpisane w ten sam okrag o $rodku S.
Woéweczas z réwnosci AE = BD wynika, ze AB || ED. A zatem prosta laczaca
srodki odcinkéw AB i ED przechodzi przez punkt S. Analogicznie pokazujemy,
ze proste laczace $rodki odcinkéw BC i EF oraz CD i F A przechodzg przez
punkt S.

Rys. 3
Przypadek 2

Niech S; bedzie $rodkiem okregu opisanego na tréjkacie ACE, Sy - srodkiem
okregu opisanego na tréjkacie DFB i S; # Ss. Niech A, B’,C', D', E', F’
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beda érod@i bokoéw, odpowiednio, AB, BC,CD,DE,EF, FA. W translacji

o wektor S35 obrazem trojkata DF B jest trojkat GHJ. Trojkaty ACE i GHJ
sa wpisane w ten sam okrag o §rodku S;. Punkty A”, B”,C"”, D", E",F" sa
srodkami bokéw, odpowiednio, AJ, JC,CG,GE, EH, HA. Wowczas

A/AII — BIB// — Clc// — D/DII — EIE// — F/F/l — %E.

Poniewaz punktem przeciecia prostych A” D" B"E" i C"F" jest punkt Si, wiec
punktem przeciecia prostych A'D’, B'E’ i C'F’ jest $rodek odcinka S7Ss.

Zaprezentowane rozwiazanie podpowiada takze, w jaki sposéb mozna uogdlnic¢
zadanie (uogdlnienie nie od razu jest widoczne, gdy obejrzymy rozwiazanie
firmowe):

Dany jest szesciokat wypukly ABCDEF, w ktérym trojkaty ACE i BDF
majg réwne pola. Dowiesé, ze proste taczace srodki przeciwleglych bokéw tego
szesciokata przecinajg sie w jednym punkcie.

Dowdd pozostawiamy Czytelnikowi.

Na koniec pozostawitem przedstawienie niezwykle interesujacego zadania

z Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej. Zadanie byto jednym

z najtrudniejszych w historii IMO; rozwiazalo je tylko czterech zawodnikéw:
Konstantin Matwiejew z Rosji, Peter Scholze z Niemiec, Danylo Radczenko

z Ukrainy i Pietro Verteci z Wloch. W zasadzie tylko znajomos$é pewnej techniki
umozliwiala jego natychmiastowe rozwiazanie .

Technika wykorzystana przez zawodnikow nosi nazwe Combinatorial
Nullstellensatz. A oto jej gléwne:

Twierdzenie

Niech F' bedzie cialem i P € F[z1, 23, ..., 2,] bedzie niezerowym wielomianem
n

stopnia Z m;, w ktérym wspdlczynnik przy "' ... 2" jest rézny od zera. Dla
i=1

dowolnych zbioréw Si,...,S, C F takich, ze |S;| > m;, gdzie 1 < i < n, istnieja
ci €8; (1 €{1,2,...,n}) takie, ze P(c1,...,cn) #0.
Dowaod

Przeprowadzimy dowdd indukcyjny ze wzgledu na stopien wielomianu P.
Jezeli deg(P) = 1, to twierdzenie jest oczywiste.

Niech deg(P) > 11 P spelnia zalozenia twierdzenia i nie spelnia tezy, to znaczy
dla kazdego x € S1 X ... x Sp: P(x) = 0. Bez straty ogdlnosci mozna przyjaé, ze
my > 0.

Jezeli wielomian P potraktujemy jak wielomian zmiennej x; o wspoétczynnikach
z pier§cienia Fxa, ..., 2,], to w wyniku dzielenia przez wielomian (z1 — a) dla
a € S1, otrzymamy

P=(r1-a)Q+R,

gdzie R jest wielomianem zmiennych xs, ..., z,, natomiast ) musi zawierac
nieznikajacy jednomian postaci 7™ "tz ..z i

deg(Q) = zn:mi —1=deg(P) - 1.
i=1

Dla dowolnego = € {a} x Sy... x S, zachodzi P(x) = 0, co oznacza, ze takze
R(x) = 0. Poniewaz R jest wielomianem zmiennych xs, ..., Z,, znika on takze
dla z € (S1\ {a}) x S2 x ... x S,. Wezmy zatem dowolny = € (S; \ {a}) x
S X ... % S,. Poniewaz (x1; — a) si¢ nie zeruje, Q(x) = 0. Zatem @) zeruje sie
na (S1\ {a}) x Sy x ... X S,, co jest sprzeczne z zalozeniem indukcyjnym.

Powyzszy dowdd zaproponowal Mateusz Michalek ([3]), doktorant UJ,
olimpijczyk z licznymi sukcesami. Aby doceni¢ ten prosty i zrozumialy (nawet
dla przecietnych uczniéw liceum) dowdd, warto dla poréwnania zapoznaé sie
z oryginalnym dowodem Nogi Alona ([1]).
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Teraz mozemy juz tatwo rozwiazaé¢ zadanie z IMO.
Zadanie (IMO 2007)

Niech n bedzie dodatnia liczba naturalna. Przyjmijmy, ze
S=A{(z,y,2) :z,y,2€{0,1,...,n},z+y+ 2z > 0}
jest zbiorem (n + 1) — 1 punktéw w tréjwymiarowej przestrzeni. Wyznacz

najmniejsza mozliwg liczbe plaszczyzn, ktérych suma mnogosciowa zawiera S,
ale do ktorej nie nalezy (0,0, 0).

Rozwigzanie (Danylo Radchenko)

Niech k € N, i k < 3n. Zalézmy, ze kazdy punkt zbioru S nalezy do jednej z k
parami réznych plaszczyzn:

a1x + b1y +c1z =dy

axw + bry + cpz = di,
gdzie a? + b2 +c? #0oraz d; #0dlai € {1,...,k}.

Niech wielomian P bedzie okreslony nastepujaco:

k

P(z,y,2) = H (aiz +biy + ciz — d;) — QH (z =)y —3)=—J),
i=1 j=1

gdzie « jest tak dobrane, ze P(0,0,0) = 0 (oczywistym jest, ze o # 0).

Poniewaz k < 3n, wspolczynnik przy z"y"z" nie jest réwny 0. Na podstawie
Combinatorial Nullstellensatz dla zbior6w S; = So = S5 = {0,1,...,n} zachodza
zalozenia twierdzenia (|S1| > n, |Sa| > n, |S3| > n), wiec istnieje taki punkt
(a,b,¢) € {0,1,...,n}3, ze P(a,b,c) # 0. Zatem otrzymali$my sprzecznos¢.
Zatem k > 3n.

Pozostaje jeszcze wskazaé¢ najmniejsza liczbe plaszczyzn. Jest nia 3n, gdyz
mozna skonstruowaé¢ odpowiedni zbidr plaszczyzn spelniajacych warunki
zadania:

r=1Lz=2,...,z=n, y=1L,y=2,...,y=n, z2=1,2=2,..., z=n.

Sposoby rozwiazania zadania powyzszego i rozwiazania przykladu pierwszego

z tego artykulu nalezy ocenié¢ inaczej. Twierdzenie Combinatorial Nullstellensatz
nalezy do twierdzen raczej niespotykanych w zastosowaniach olimpijskich,

a znajomos¢ metody jego wykorzystania wynika z glebokiej wiedzy zawodnikow
najwyzszej klasy na temat zagadnien wspotczesnej matematyki.

Nieczesto zdarza sie, aby na olimpiadzie pojawialo sie zadanie powigzane ze
wspolczesnymi wynikami matematycznymi. W nauczaniu matematyki w ogéle
rzadko pojawia si¢ stosownos¢ do pokazania ,zywej matematyki”. W zasadzie
tylko w przypadku ksztalcenia uczniéw wybitnie uzdolnionych taka okazja
moze sie pojawi¢. Proby wprowadzenia wspolczesnych osiagnieé¢ matematyki do
ksztalcenia zwyklych uczniéw prowadzily do niepokojacych skutkdw.

Jak szybko przenika ,zywa matematyka” do edukacji matematycznej
najzdolniejszych? Wydaje sie, ze moze to trwa¢ od kilku do kilkunastu lat.
Czy warto, aby takie tresci pojawialy sie w ksztatceniu najzdolniejszych? To
pytanie jest silnie zwigzane z pytaniem o cele konkurséw takich jak olimpiady
matematyczne. W mojej opinii zawody olimpiad matematycznych powinny
by¢ nastawione na wylawianie utalentowanych matematycznie uczniéw,

a zadania przedstawiane do rozwigzywania powinny wskazywac interesujace
i warte poznania zagadnienia matematyczne, takze te odkryte wspotczesnie.
Zawody OM nie powinny by¢ zwyklymi zawodami sportowymi, w ktorych
liczy sie tylko doskonalo$é techniczna i to, kto zna wiecej twierdzen i trickow
olimpijskich. W konicu przygotowujemy uczniéw uzdolnionych do bycia
twérczymi matematykami.
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Nalezy pokazywaé trudna, wspotczesnag matematyke, ale nie jako wytrych do
y<rozkminiania” (to modne obecnie wéréd olimpijezykéw okreslenie) zadan,
ale jako pretekst do interesujacych rozwazan pokazujacych szerszy kontekst
matematyczny. Sam fakt, ze takie wyniki jak Combinatorial Nullstellensatz sa
przydatne do rozwiazywania zadan, nie przemawia za tym, aby je pokazywaé
uczniom. Nalezy raczej wskazaé na to, ze metoda ta nie wymaga poteznego
aparatu pojeciowego i pozostaje blisko intuicji oraz nauczania szkolnego. Bo
Combinatorial Nullstellensatz w istocie jest twierdzeniem bardzo pogladowym
i intuicyjnym, choé¢ juz jego stosowanie wymaga duzej wprawy i wiedzy.

Inna kwestia pozostaje problem dotarcia do wspoétczesnych wynikéw, majacych
zastosowania w zadaniach olimpijskich. Zwiekszy! sie (w stosunku do XX wieku)
dostep uczniéw do wiedzy poprzez internet czy publikacje ksigzkowe, ale tej
wiedzy jest zbyt duzo, aby nawet Swietny uczen (czy dobry nauczyciel) mdgh
dokona¢ selekcji. Skazany jest raczej na przypadkowe poszukiwania lub na
przewodnikéw. Od nas, nauczycieli (tych szkolnych i akademickich), zalezy,
jakimi bedziemy przewodnikami i jaki obraz matematyki przedstawimy uczniom
w czasie ich edukacji i poszukiwan. Bo warto pamietaé, ze nie musimy uczy¢
tylko matematyki uzytecznej, czasami powinniSmy pokaza¢ matematyke tadna.

Literatura

[1] Noga Alon: Combinatorial Nullstellensatz. Combinatorics Probability and
Computing 8, str. 7-29, 1999.

[2] Marek Kordos: Metodologia empiryczna a metodologia dedukcyjna.
Matematyka Spoteczenstwo Nauczanie nr 2, 1989, Siedlce.

[3] Mateusz Michatek, A short proof of Combinatorial Nullstellensatz, 2009,
Krakow.

31



