Pamietajmy o Leszku Szczerbie
Marek KORDOS, Warszawa

W lipcu 2010 roku zmarl Leszek Szczerba — jeden z Ojcéw Zalozycieli
Osrodka Kultury Matematycznej w Mordach. Warto wspomnie¢ o Nim na
tamach Matematyki-Spoleczenstwa-Nauczania, tym bardziej ze Jego stan
zdrowia uniemozliwial Mu przez ostatnich kilka lat uczestniczenie w Szkotach
Matematyki Pogladowe;j.

Pomyst stworzenia Osrodka Kultury Matematycznej powstal w pociggu relacji
Torun—Warszawa, gdzies w okolicach Kutna, we wrzesniu 1987 roku. Wracalidémy
z egzaminu doktorskiego na torunskim uniwersytecie. Leszek, ktéry miat
(czasami krepujacy) zwyczaj glosnego fantazjowania podczas jazdy pociagiem,
snul rozwazania na temat przeréznych zalet uczelni siedleckiej, w ktorej podjat
prace bodajze rok wczesniej. Byla mowa o niecheci do przejecia przez Wyzsza
Szkote Rolniczo-Pedagogiczng im. Georgi Dymitrowa palacyku carskiego
gubernatora (z czaséw, gdy Warszawa byla miastem guberni siedleckiej),

o malowniczym (zdobionym wielokolorowymi plaskorzeZbami) wiezieniu,

o rekreacyjnych walorach okolicy i o patlacu w Mordach, ktéry — po kompletnym
zdewastowaniu go przez technikum rolnicze — zostal, wraz z ogromnym parkiem,
gorzelnia i browarem (nieczynnymi, niestety), przekazany siedleckiej uczelni.

Tu Leszek si¢ zatrzymal i zaproponowal, aby zastanowi¢ si¢ nad mozliwoscia
wykorzystania tego patacu na chwale matematyki — oczywiscie siedleckiej, ale
tez polskiej, a nawet Swiatowej.

Patac znaliémy, bo swego czasu byly w nim organizowane letnie obozy naukowe
dla studentéw matematycznych studiéw wieczorowych UW. Byla to posiadtosé
wielce romantyczna, czego jakim$ fragmentarycznym dowodem moze by¢ fakt,
ze (co najmniej) trzech pracownikéw naszego wydzialu ozenilo si¢ z poznanymi
tam blizej studentkami. A pomyst zrobienia czego$ dla matematyki tez wydal
sie nam romantyczny, bo mieliémy jaki$ niesmak zwiazany z coraz bardziej
formalizujacymi sie wykladami na znanych nam uczelniach — gdyby wiec
sprobowaé¢ matematyke jako$ uczlowieczy¢. .. Wydawalo sie tez (o czym
$wiadczylo grono wspdlpracownikéw Delty), ze istnieje sporo ludzi, ktérzy

— odczuwajac podobnie — wzieliby udzial w takim przedsiewzigciu. Zanim

wiec dojechaliémy do Warszawy, zamierzenie przybralo konkretny ksztalt:
postanowiliSmy zwolaé¢ w grudniu konferencje w tej sprawie.

O dziwo, odzew byt powszechny (okoto 50 uczestnikéw z kilkunastu o$rodkéw
akademickich) i trzydniowa konferencja powolala do zycia Osrodek Kultury
Matematycznej, a éwezesny rektor WSR-P, Jan Tretowski, podarowal Osrodkowi
Patac w Mordach. Czasy byly takie, ze do zaistnienia Osrodka potrzebna

byla zgoda przer6znych organizacji (z PZPR na czele), ale dzieki poparciu
wiceprezesa PAN, Gerarda Labudy (przygotowanemu przez jego 6wczesnego
sekretarza, Andrzeja Friszke), wszystko dalo si¢ zalatwié.

Nie bede teraz opisywal historii OKM. Przypomne tylko najbardziej —
z dzisiejszego punktu widzenia — nietypowe fakty.

PostanowiliSmy zorganizowaé Szkoty Matematyki Pogladowej, ktérych
zalozeniem bylo ksztalcenie mtodych pracownikéw nauki w demonstrowaniu
na prowadzonych zajeciach matematyki niekryjacej si¢ za formalizmami,
powiazanej zaréwno ze swa historia, jak tez z caloksztaltem cywilizacji i kultury.
Uczestnicy Szkét moga ocenié, na ile realizowaliSmy te zamierzenia. Nie sposéb
nie przypomnieé¢ o warunkach, w jakich odbywaly sie poczatkowe Szkoty.
Szczegodlnie ,niedzisiejsze” byly warunki zimowych Szkdét w Zawadach, gdzie
$nieg padal (w niektérych miejscach) do wnetrza baraku, na positki biegalo

sie do szopy, gdzie miescila si¢ jednorazowo tylko 1/3 uczestnikéw, a spalo

sie w wieloosobowych pokojach. Musiato jednak by¢ w tych Szkotach cos
pociagajacego, skoro chetnych nie brakowalo. Szkoty byly tez w Siedlcach,
Mietnem, az trafity do rajskich Grzegorzewic.
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Druga forma dzialania OKM byty imprezy wyjazdowe. PostanowiliSmy, ze

w rozmaitych uczelniach i osrodkach doskonalenia nauczycieli bedziemy
organizowali jedno-, dwu- lub trzydniowe imprezy dla zachecenia ich stuchaczy
do prowadzenia podobnych dla swoich kolegéw i uczniéw. W ciagu dwdch

lat (1988-9) przeprowadziliémy takich imprez ponad 100, zadajac za ich
przeprowadzenie zwrotu kosztéw podrézy. Kilka poczatkowych zrobilismy

tak, ze poza wykladajacymi przyjezdzali tez inni cztonkowie OKM, aby
przedyskutowaé, czy impreza byla przeprowadzona poprawnie — na pierwsza
taka impreze (w Lublinie), gdzie mieliémy cztery odczyty, przyjechalo nas (juz
na wlasny koszt) dziesigcioro. To dzialanie nie przyniosto jednak zadowalajacych
rezultatéw — nie doczekaliSémy sie licznego potomstwa.

Kolejny nurt to upowszechnienie historii matematyki. Dzis w kazdej uczelni jest
wykladany taki przedmiot i trudno uwierzy¢, ze tak nie bylo zawsze.

Wreszcie zeszyty Matematyka-Spoleczenistwo-Nauczanie — jak widac, jest ich juz
46, a autorami byli najwybitniejsi, z Riemannem wtacznie.

Tyle o dzialaniach Leszka (i, oczywiscie, calego zespolu) w OKM. Ale Leszek byt
przede wszystkim matematykiem.

Blizej poznatem Leszka w 1961 roku, gdy razem uczestniczylismy

w odbywajacym sie w Krakowie Zjezdzie Matematycznych Koét Naukowych.
ZajmowaliSmy sie woéwczas podstawami geometrii — dzialem nieistniejacej juz
(praktycznie) dyscypliny badajacej strukture teorii matematycznych i wlasnosei
ich modeli. Konkretnie prace nasze ,napedzal” Alfred Tarski, majacy wyjatkowy
(u tak wybitnego uczonego) dar stawiania nietrafnych hipotez — obalanie ich
bylo (z racji na jego range) zawsze publikowalne i mamy z Leszkiem kilka
wspOlnych prac tego typu. Napisaliémy tez wspoélnie gruba (raczej niezbyt
dobra) ksiazke, ktérej tytul pomine.

Leszek zawsze imponowal mi swoja matematyczng blyskotliwoscia. Byto to tym
bardziej uderzajace, ze w innych zakresach byl notorycznym blagierem (stad
speleologiczny przydomek Wspanialec), a charakter mial (najdelikatniej méwiac)
trudny.

Na XLII Szkole przedstawilem jego — moim zdaniem najwybitniejsza — prace,

jako przyklad niebanalnego, interdyscyplinarnego, zaskakujacego rozumowania
(Leszek w owym czasie nie mégl nawet wystuchaé¢ mojego odcezytu). Najpierw
kilka stéw o zrddtach tej pracy.

Jak (prawie) wszyscy wiedza, pierwsza usterka w Elementach Euklidesa zostala
znaleziona dopiero pod koniec XIX stulecia. Okazalo sie bowiem, ze pojecie
odcinka jest w Elementach czysto intuicyjne — to, czy punkt na prostej lezy

w danym odcinku, czy poza nim, byto okreslane zawsze prawidlowo, ale

w tym dedukcyjnym dziele nie bylo podstaw, aby owo potozenie z czegos
wywnioskowaé. Spostrzezenie to jest autorstwa Moritza Pascha i zostato
opublikowane w jego Vorlesungen tber neuere Geometrie (1882). W tejze
monografii podany jest ,brakujacy” aksjomat, zwany od tej pory aksjomatem
Pascha i obecny nie tylko w podrecznikach geometrii, ale i topologii. Glosi on, ze
prosta przecinajgca jeden z bokow trojkgta i nieprzechodzgca przez Zaden jego
wierzcholek przecina jeszcze jeden jego bok.

W topologii za jego pomoca stwierdza sig, ze prosta rozcina plaszczyzne na dwie
spojne czesci.

Jak latwo zauwazy¢, aksjomat Pascha nie tylko okresla porzadek, lecz takze
wymiar — w sposéb oczywisty nie moze on by¢ wigkszy niz 2. Pedantyczno$é
charakterystyczna dla podstaw geometrii kazata zastanowié sie, czy tych dwdch
spraw nie mozna by rozdzieli¢. Propozycje wydzielenia czesci porzadkowej podat
w 1909 roku Friedrich Schur (profesor uniwersytetéw w Poznaniu i Wroctawiu)
w postaci, ktéra mozna odczytaé jako zdanie

wnetrze trojkgta nie zalezy od porzgdku wierzcholkow,



Ponoé¢ od Adama Bieleckiego pochodzi
sentencja: kazde twierdzenie ma powdd i
dowdd — gdy znamy powdd, dowdd juz nie
jest istotny. Tu nie bedziemy stosowaé sig
do niej.

Réwnanie Cauchy’ego to réwnanie
funkcyjne. Poszukuje si¢ w nim funkcji
f:+ R — R spelniajacych warunek

Voy f(z) + f(y) = flz +v).
Zalozenie jakiejkolwiek regularnosci
funkcji prowadzi do wniosku, ze

f(z) = a -z, dla pewnego ustalonego a.

Takie rozwigzanie nazywa si¢ trywialnym.

a ktoére formalnie wyglada tak
Yabepr 3q B(axp) A B(bpe) — B(agb) A B(cxq),

gdzie B(xyz) oznacza, ze punkt y jest punktem odcinka xz — rysunek na
marginesie. Obalajac hipoteze Tarskiego, ze porzadek musi by¢ zamieszany
w wymiar (gdy nie méwimy o przystawaniu), jako czesé ,czystowymiarowa’
zaproponowalem (L(zyz) oznacza, ze te punkty sa wspé6iliniowe),

Vabed 3z (L(abz) A L(cdx)) V (L(acx) AL(bdx)) V (L(adx) A L(bcz)),
co dato mi satysfakcje wygloszenia dowodu, ze koniunkcja tych dwéch zdan
zastepuje aksjomat Pascha, w Collegium Maius na rzeczonym Zjezdzie.

Pozostalo pytanie, czy w zaproponowanych zdaniach nie kryja sie jednak

jakie$ fakty, ktére sa juz zawarte réwniez w innych aksjomatach. W przypadku
aksjomatu wymiarowego dowod byt trywialny, ale z aksjomatem podanym przez
Schura (a zwanym zewnetrznym aksjomatem Pascha) bylo trudniej. I tego
dotyczyla praca Leszka, ktora chce zreferowac.

Ale najpierw zdarzenie, ktére bylo powodem zawartego w niej twierdzenia.

Ot67 Leszek wspdélnie z Wolframem Schwabhauserem udowodnili pewnego razu
twierdzenie (dotyczylo ono istnienia dla geometrii tak zwanej aksjomatyki ITY,
co ma zwiazek z twierdzeniem Fosia—Suszki o sumowaniu modeli, ale to tutaj nie
ma zadnego znaczenia). Po zreferowaniu go na seminarium okazalo sie, ze mozna
podaé prosty, niebudzacy watpliwosci kontrprzyklad. Zatem owo twierdzenie
twierdzeniem nie bylo. Ale w dowodzie nie sposéb bylo znalezé bledu. Kazdy
wyrzucitby to twierdzenie i nie zawracalby sobie nim glowy. Ale nie Leszek.

On zaczal podejrzewaé o falszywosé po kolei kazda, nawet najoczywistsza —
wydawaloby sie — uzyta w nim przestanke. Po prawie roku analiza ta przyniosta
sukces. Przestanka, ktéra zawiodla, bylo stwierdzenie

podprzestrzen przestrzeni liniowej ma nie wiekszy od niej wymiar.

Gdzie lezy niestusznosé tego argumentu? Okazuje sie, ze w nieprecyzyjnosci
pojecia podprzestrzen. Jest to zreszta skutek ogdlnego braku dopracowania
logicznego poje¢ dotyczacych struktur wielosortowych. Trzymajac si¢ tego
przyktadu, zauwazmy, ze na ogdl przez podprzestrzen przestrzeni liniowej
(V,§,+,-) rozumiemy (V' F,+, ), gdzie V' C V. Czyli zmniejszamy zbidr
wektorow, podczas gdy cialo pozostawiamy bez zmian. I wtedy wszystko

jest w porzadku. Tymczasem mozna za podprzestrzen (V,§, +, -) uwazaé
(V',§',+, ), gdzie takze FCF' — i tak zrobili Leszek i Wolfram. Ale wtedy
uzyta przestanka jest nieprawdziwa. Bardzo dobitnym przykladem jest tu fakt,
ze R, jako przestrzen liniowa nad R, jest, oczywiScie, wymiaru 1, a nad Q —
wymiaru nieskonczonego c¢. Zapewne kazdy zetknal sie z realizujaca te sytuacje
baza Hamela. I znéw — kazdy odkrywszy tak zakamuflowany blad rozumowania
wzniéstby moze toast kielichem drogiego szampana i dal spokéj, ale nie Leszek.
Jak dyrektor teatru w dickensowskim Magazynie osobliwosci, ktéry znalazlszy
wspaniala miedziang miednice musial wtaczyé¢ ja do granej sztuki, tak Leszek
musial to odkrycie wykorzysta¢ w swoich badaniach.

Skad sie wziela baza Hamela? Otz zostala ona stworzona, by pokazaé, jak moga
wygladaé nietrywialne rozwigzania réwnania Cauchy’ego. Okazalo sie, ze sa

one potworne: nie tylko sa nieciagle, ale tez niemierzalne, w zadnym przedziale
nieograniczone (nawet z jednej strony) itd., itp. Leszek spojrzal na to, jak na
zaklécenie porzadku i tak powstala praca Independece of Pasch’s Axiom, ktéra
juz teraz moge zrelacjonowac.

Pokazuje ona, ze mozliwa jest geometria, w ktérej porzadek na kazdej z prostych
jest porzadny (jak na porzadek przystalo), a mimo to na plaszczyinie jest
chaotyczny, czyli sprzeczny z aksjomatem Pascha.

Budujemy zatem w R? geometrie, w ktérej przystawanie bedzie takie, jak na
plaszczyznie euklidesowej (oznaczanej dalej przez E?), porzadek na kazdej
prostej tez taki, jak w E2, a aksjomat Pascha nie bedzie spetiony.



Oczywiécie, do skonstruowania bazy
Hamela niezbedny jest pewnik wyboru.

Przypomnijmy, jak wyglada baza Hamela i jak sie jej uzywa. Dowolna liczbe
rzeczywista przedstawiamy jako pozaskonczona sume

$=$0'bo+zxa‘ba,
«

gdzie xg i1 wszystkie z,, sa liczbami wymiernymi, natomiast kolejne elementy
bazy wybieramy (dowolnie) sposérdd tych liczb rzeczywistych, ktére nie sa
kombinacjami liniowymi o wspélczynnikach wymiernych dotychczas wybranych
elementow. Tutaj postuzymy sie jedng tylko baza, w ktorej

b0:17 blz\/ia b2:\4/§a
a pozostale elementy zostaly dowolnie ustalone.

Wygodnie bedzie tez uzywaé stozka dodatniosci (oznaczymy go P), ktéry
oznaczaé bedzie zbidr wszystkich liczb nieujemnych.

7 obrang przez nas baza Hamela zwiazana bedzie operacja
f: f(x):xo—Zxa~ba.
Oznaczmy
P*: zeP* o f(zx)€P,
np. V2 ¢ P*, —/2 € P*, —v/2 € P* . Nietrudno zauwazy¢, ze
r,yeP* sz +yeP* i z,yedP*—>ax+ygP,

bo dodawanie odbywa sie ,,po wspdlrzednych”.
Stad wniosek, ze f jest izomorfizmem (R, +,P) i (R, +,P*).

Ale jednak R:= (R, +,-,P) i R* := (R, +, -, P*) nie sa izomorficzne,
bo np. (—v/2)? =2 & P*, czyli (P*)? ¢ P*.

Whprowadzmy wobec tego odmienne pojecie modutu:

|t = x, gdy x € P*|
| —z, gdy x & P*.

Okazuje sie, ze ma on bardzo regularne wlasnosci:
|z = [yl < [=[" = ly[",
bo kazda z tych rownosci ma miejsce, gdy z i y réznia si¢ co najwyzej znakami.
Mamy wiec
* .
l=l]" = Ja* 1 [al*] = ]al.
Z kolei w R? wprowadzimy inna norme

lall* := 1\/a? + a3|*

Zauwazmy, ze podobnie jak dla modulu mamy
(%) lall = [Iol] < flall™ = lloII",
i
* .
lall]” = llal* 1 [llall*| = lal.

Po tym algebraicznym wstepie mozemy przejs¢ do geometrii. Powszechnie
wiadomo, ze do jej opisania wystarczaja dwie relacje: relacja lezenia miedzy
(betweenness, czyli wspomniana juz relacja B) i czteroargumentowa relacja
przystawania (equidistance, gdzie D(abed) oznacza, ze odleglo$é punktéw a i b
jest taka sama, jak odleglosé punktéw c i d).

W przypadku geometrii jednowymiarowej nad R i nad R* interpretujemy te
relacje w oczywisty sposéb:
Bi(zyz) < [v —yl+ |y —z[ = [z — 2| Diayzt) < |z —y| = [z — ]
oraz
Bi(zyz) < v —y[" + |y —2[" = |z —2[" Di(ayzt) < |z —y|" = [z —t[".

Zwr6émy uwage, ze w tych interpretacjach nieuzywane jest mnozenie.



Powoduje to, ze
Jjednowymiarowe geometrie €:= (R, By, D1) 1 €1:= (R*, B}, DY) sq izomorficzne,
jako struktury jednakowo okreslone nad izomorficznymi algebrami.
Analogicznie okredlimy geometrie dwuwymiarowe €5:= (R?, By, Dg) i €5:=
((R*)?, B3, D3), przyjmujac

Ba(zyz) < lz —yll +lly -zl = llo — 2| 1 Dalzyzt) < |lz —yll = ||z — ¢
oraz
Bi(zyz) < [lz —yll" + lly — 21" = ]z — 2[I" i Di(zyzt) < [lv —yl" = ||z —¢[|".
Przydatna tez bedzie relacja wspoétliniowosci L (odp. L*), okreslona w oczywisty
sposob dla €, przez warunek
(k) L(zyz) < Ba(zyz) V Ba(yzx) V Ba(zzy),
i odpowiednio dla &3.
Wobec (x) mamy

Dy (zyzt) < D (zyzt).

Jednak &, i &5 nie sa izomorficzne, bo By #Bj, gdyz np. dla a = (0, 0),
b=(1,0)ic=(v2,0) mamy Bz(abc), a wiec =Ba(cab) i réwnoczeénie Bj(cab).

Natomiast L=L*, co ze wzgledu na to, ze definicja L jest alternatywa, ma dowdd
zmudny, choé¢ — oczywiscie — elementarny.

Zalézmy zatem, ze zachodzi L(abc). Wobec (xx) mozemy bez straty ogélnosci
przyja¢ B(abc). Mamy udowodnié, ze
L*(abc) czyli Bji(abe) V Bi(bca) vV Bi(cab).
7 definicji B mamy
(3 * ) la =0+ Ib—cl = lla—c].
Rozpatrzy¢ nalezy wszystkie przypadki nalezenia/nienalezenia |la — bl|, ||b — ||
illa—c|| do P*.
Zauwazmy, ze wobec (x % *) nie jest mozliwe
ani [la —b|, [[b—c|| € P*Alla —c| & P*,
ani |la —b||, [|[b—¢|| € P* A |la — c|| € P*.
Zatem mozliwych jest 6 przypadkéw:
lla=0bll, [b—cll, lla — || € P*, wtedy B3
la—0bll, la—cl| € P*Alb—c| & P*, wtedy B3
la—c¢|l, |b—c|| € P*Alla—b| & P*, wtedy B}
la —=0b|| € P*AJb—cl, l|la—c| & P*, wtedy B}
[b—c|l € P*Alla—=0bl, [[a—c| &P, wtedy B}
lla—0bll, [b—cll, la —c|| & P*, wtedy B3
— np. w piatym przypadku mozemy (* x %) zapisaé jako
—lla =0 +1[b—c|* = —lla —c[I",

abe);

ach);

)
)
bac);
)
)
)

bac

b

ach);

A~ N N N~

abe

czyli
lla—c||* + |lc = b||" = ||la —b||*, co oznacza B3(ach).
Tak wiec rzeczywiscie L=L*.

Mozna zatem sformutowaé

Twierdzenie 1. Kazde zdanie sformulowane w terminach wspétliniowosci L
1 przystawania D jest prawdziwe w € wtedy i tylko wtedy, gdy jest prawdziwe
w E*.

Przechodzac do zasadniczego rezultatu przedstawianej pracy, nalezy zwrécié
uwage na oczywisty fakt, ze niezaleznosé¢ jakiego$ aksjomatu to stwierdzenie, ze
nie daje sie on wyprowadzi¢ z pozostalych aksjomatéw konkretnej aksjomatyki.



Aksjomaty A 1 — A 6 nie wymagaja
komentarzy.

A 7 to aksjomat Pascha w wersji Schura.
A 8 to aksjomat Euklidesa w wersji

z bezzasadnej przesltanki uzytej przez
Legendre’a w dowodzie piagtego postulatu
Euklidesa. Orzeka on, ze przez punkt
wewnatrz kata wypuklego mozna
poprowadzi¢ prosta przecinajaca jego oba
ramiona.

A 9 to tzw. aksjomat o pigciu odcinkach.
Jest to wersja drugiej cechy przystawania
tréjkatéw.

A10 moéwi, ze na prostej mozna odkladacé
odcinek.

A11 i A12 opisujg wymiar i —
odpowiednio — méwia, ze istnieja punkty
niewspoétliniowe, oraz ze symetralna
odcinka jest prosta.

Wreszcie A13 to aksjomat cigglosci w
wersji Dedekinda, czyli fakt, ze przekrdj
wyznacza na prostej punkt.

t=(0,1)

u=(0,0) y=(/20)

Z:(fz{/?? 0)

z=(0,-V2)

Dla wszystkich uprawiajacych podstawy geometrii po drugiej wojnie §wiatowej
oczywiste bylo, ze najbardziej fundamentalna praca, do ktorej odnoszono
wszystkie wyniki dotyczace geometrii euklidesowej, byta aksjomatyka podana
przez Alfreda Tarskiego w jego pracach What is elementary geometry?

i A decision method for elementary algebra and geometry. Oto ona.

Vay B(zyx) »z =y

Vayzu B(zyu) A B(yzu) — B(zyz)

Vayzu B(zyz) AB(zyu) Az # y — B(xzu) V B(zuz)

Vay D(zyyx)

Vayz D(zyzz) »x =y

Vayzuvw D(zyzu) A D(zuvw) — D(zyvw)

Vizyzu Jv B(ztu) A B(yuz) — B(zvy) A B(ztv)

Vizyzu Jow B(zut) A B(yuz) Az # y — B(zyv) A B(zzw) A B(vtw)

Vax'yy' z2'uu’ D(xyx'y’) AD(yzy'2") A D(zuz'u") A D(yuy'u')A
AB(zyz) A B(2'y’'2") — D(zuz'u’)

bl i i i i i
© WU W

A10 Vzyuv 3z B(zyz) A D(yzuv)

A1l Jzyz -B(zyz) A -B(yzz) A -B(zzy)

A12 Vzyzuv D(zuzv) AD(yuyv) AD(zuzv) Au # v — Blayz) V B(yzz) V B(zzy)
A13 VFG {3z VYuv [u € F Av € G — B(zuv)] —

— JyVuw [u e FAveG — Bluyv)]}
Teraz mozna juz sformutowaé zasadnicze twierdzenie omawianej pracy.
Twierdzenie 2. &5 jest modelem wszystkich aksjomatow A 1 — Al13, poza A 7.

Dowdd. Jako rzecz stwierdzona ponad wszelks watpliwo$¢ przyjmujemy, ze &g
jest modelem wszystkich aksjomatéw.

Z twierdzenia 1 wynika w szczegolnosci, ze w €5 i w &, sa te same proste, oraz
ze wszystkie proste w €5 sa izometryczne. Ponadto na kazdej prostej w &5 jest
porzadek izomorficzny z porzadkiem na tej prostej w €5 (bo kazda prosta jest
izometryczna z prosta (0, 0)(0, 1), a ta z kolei z prosta 01 w &; izomertycznym
z €7).

W $wietle tych spostrzezen widaé, ze do sprawdzenia mamy (poza A 7) jedynie
A 8 A 9i A10, bo pozostale aksjomaty dotycza tylko punktéow wspétliniowych
lub przystawania.

A 8 mozna zastapi¢ kolejna z bezzasadnych przestanek wykorzystywanych
przy prébach dowodzenia piatego postulatu Euklidesa — tym razem uzyta przez
Farkasa Bolyaia (ojca Janosa):

Veyz 3t “L(zxyz) A D(ztyt) A D(ytzt),
co oznacza, ze na dowolnym tréjkacie mozna opisa¢ okrag, a formuluje sie tylko
za pomoca L i D.

Odkladanie odcinka (A10) mozna rozbi¢ na przeniesienie go na dana prosta
i potem odktadanie odcinka wewnatrz prostej, czyli
Vezyuv 3z L(xzyz) AD(yzuv) 1 Veyz 3t L — B(ayt) A D(yzyt),

co, jak wida¢, tez formutuje sie jedynie za pomocg L i D.

Podobnie postepujemy z aksjomatem o pieciu odcinkach (A 9):
Vayzx'y' 2’ B(zyz) AB(2'y'2") AD(zyz'y") AD(yzy'2') — D(xza’2')
i Vaea'yy'zzuu' L(zyz) Az # y AD(xya’y") AD(yzy'2') AD(zza'2")A
AD(zuz'u’) A D(yuy'v’) — D(zuz'v’),
ale to juz zwykla dlubanina.

Pozostaje do sprawdzenia, ze w €3 nie jest spelniony A 7. Rozwazmy punkty
t=(0,1),z=(0,-v2),y=(vV2,0), 2= (=v2, 0), u= (0, 0).

Poniewaz v/2 <* 0 <* 1 <* —+/2, wiec Bj(xtu) A B5(yuz), a tymczasem proste
xy 1 2t sa rozlaczne, wige skoro Vo —L(zyv) V —L(ztv), wiec tym bardziej

= (B3 (zvy) A B3(2tv)), co kohczy dowdd.



Wobec totalnego zaniku podstaw matematyki (a juz z cala pewnos$cia zaniku
powszechnego ksztalcenia w tym kierunku) wypada przypomnieé, ze znalezienie
dwdéch struktur, w ktérych spetnionych jest jakie$ n aksjomatéw, i w jednej

z nich spelniony jest jeszcze jeden dodatkowy aksjomat, a w drugiej nie, dowodzi
niezaleznosci tego dodatkowego aksjomatu od poczatkowych n.

Sadze, ze nawet dla ludzi, ktorzy pracuja w bardzo odleglych od geometrii
dziedzinach (i ktérzy przerzucili tylko ten tekst) jest zaskoczeniem, ze tak
specyficzny obiekt, jak baza Hamela, moze mieé¢ zastosowanie w elementarnej
geometrii. I zgodza sie zapewne, ze wpadniecie na taki pomyst i jego realizacja
moze by¢ dzielem tylko bardzo dojrzatego matematyka.

Moze to nietypowe, by jako epitafium przywolywaé prace matematyczne
Zmarlego. Tyle ze jestem pewny, iz bytby On zadowolony, ze wladnie Jego to
spotkato.



