Jest to zapis odczytu wygloszonego na
XLIV Szkole Matematyki Pogladowej
Do czego to si¢ przydaje?, Sulejow,
styczenn 2010.

A nawet minister spraw wewnetrznych.
Napoleon, wspominal, ze usunal go z tego
stanowiska po szesciu tygodniach
poniewaz wnidst do rzqdu ducha
nieskonczenie matych.

Hipoteza mglawicowa przypisywana jest
réwniez Emanuelowi Swedenborgowi

i Immanuelowi Kantowi. Glosi ona, ze
planety Ukladu Stonecznego powstaty z
plaskiego dysku utworzonego z materii,
ktora odrywala si¢ stopniowo od masy
w centrum tworzacej Stonce.

Statystyka uzyteczna prawie wszedzie?
Andrzej DABROWSKI, Wroctaw

W konicu XVIII wieku rozwazano problem, czy komety naleza

do uktadu stonecznego. Pierre Simon Laplace (1749-1827) francuski matematyk,
astronom, geodeta i fizyk na pytanie to odpowiedzial negatywnie w roku 1812.
Laplace twierdzil, ze orbity komet przecinaja si¢ pod losowym katem z ekliptyka,
co jest sprzeczne z ich przynaleznoscig do Uktadu Stonecznego. Twierdzenie

to oparl na obserwacji, ze $redni kat przeciecia orbit komet z ekliptyka

w przyblizeniu pokrywa sie z wielkoscia oczekiwana kata przy zalozeniu losowosci
orbit. Wczeéniej, w roku 1796, w podobny sposéb Laplace uzasadnil hipoteze
mglawicowa. Pokazal, ze ekliptyki planet nie sa losowe i koncentruja sie w poblizu
jednej plaszczyzny, wyznaczajacej polozenie dysku, z ktérego powstaly planety.

W obu przypadkach Laplace postuzyt sie metoda argumentacji podobna do
rozumowania niewprost. Gdyby komety nalezaly do Uktadu Stonecznego to kat
przeciecia ich orbit z ekliptyka winien by¢ nieprzypadkowy. Skoro jest
przypadkowy — to nie naleza do Uktadu. Gdyby hipoteza mgltawicowa nie byla
prawdziwa, to ekliptyki planet musiatyby by¢ losowe — a nie sa. Jest to argument
za przyjeciem tej hipotezy.

Taki sposob postepowania, w ktorym dostateczne nagromadzenie faktow stanowi
silny argument na rzecz rozwazanej hipotezy jest charakterystyczny dla
rozumowania statystycznego. Teoria statystyki, rozwinieta w XX wieku dostarcza
kryteriow, zwanych testami, ktére pozwalaja ocenié, jak silne sg argumenty
zgromadzone w danych.

Krotko mowiac, statystyka pozwala ocenié, czy mozna juz zakrzyknac¢: To nie
moze byé przypadek! czy: To czysty przypadek! Czasami wypracowanie tej oceny
wymaga pomystowosci 1 wyrafinowanych metod matematycznych.

Historie, ktore opowiem, zdarzyty sie naprawde. Pokazuja, jak powstaja nowe
metody statystyczne i jak statystyka umozliwia rozstrzygniecie waznych
probleméw.

Cholera

Latem 1854 roku w Londynie wybuchta
wielka epidemia cholery. Takie wybuchy
epidemii zdarzaly sie w Londynie dosé¢
czesto. Przyczynami powstawania

i rozprzestrzeniania sie choroby od dawna
interesowal sie znany lekarz dr John
Snow. Juz podczas poprzedniej epidemii
cholery dr John Snow przypuszczal, ze
choroba spowodowana jest przez
substancje, ktore dostaly sie z woda przez
przewod pokarmowy, a nie przez
oddychanie miazmatami unoszacymi sie
w powietrzu, jak twierdzila 6wczesna
medycyna. Sporzadzil on mape dzielnicy
Soho (w ktorej byto zachorowato 3/4
mieszkancow), na ktorej zaznaczyl miejsca
poboru wody i lokalizacje mieszkan
zmartych mieszkaiicow (czarne punkty na
mapie). W érodku obszaru znalazta sie
pompa na Broad Street. Woda do pompy
na Broad Street czerpana byla z Tamizy,
ktora byta tak zanieczyszczona, ze okna
Parlamentu wychodzace na rzeke, mimo
upalow, byly tego lata zamkniete.




Sposrod 89 zmartych tylko 10 mieszkato
w poblizu innej pompy. Co dziwne, zaden
z 70 pracownikow browaru przy Broad
Street nie zachorowat. Réwniez 535
mieszkancéw hotelu robotniczego przy
Poland Street, mieszczacego si¢ w samym
srodku obszaru epidemii, nie zachorowato.
Okazalo sig, ze zar6wno pracownicy
browaru jaki i mieszkancy hotelu
robotniczego czerpali wode z wlasnego
ujecia.

Dr Snow sporzadzil zestawienia czestosci
zachorowan na choler¢ w réznych
punktach Londynu i pomiaréw czystosci
wody w poblizu tych miejsc. Byta to
pierwsza w historii medycyny tak
precyzyjnie przeprowadzona analiza
epidemiologiczna.

Za pomoca testu x2 Pearson w 1900
rozstrzygnal problem, czy liczby
pojawiaja si¢ przypadkowo na kole ruletki
w Monte Carlo.

Na wniosek dr Snowa usunieto raczke pompy na Broad Street, co uniemozliwito
pobieranie stad wody. Liczba zachorowan w dzielnicy Soho ze 142 w dniu
1 wrzeénia zmalata do 14 w dzien po usunieciu raczki 7 wrzesnia.

Ustalenie przyczyn epidemii cholery przez Snowa w duzej mierze zalezalo od
analizy miejsc wystepowania ognisk choroby. Taka analize skupien
charakterystycznych obiektéw przeprowadza sie we wspoltczesnej medycynie —
w badaniach profilaktycznych, epidemiologii, w diagnostyce uzywajacej roznych
metod obrazowania (rentgen, mammografia, tomograf, rezonans magnetyczny).

Wskazanie od kiedy lub na jakim obszarze wystepuje nieprzypadkowo duze
skupienie niekorzystnych zjawisk jest zadaniem nowego dziatu statystyki —
statystyki skaningowej. Statystyka skaningowa ma zastosowanie réwniez

w genetyce, astronomii (badanie skupisk gwiazd i galaktyk) i archeologii.

V2

Jesienia 1944 roku Londyn zostal zaatakowany przez nowa, niezwykle grozna
brori niemiecka. Rakiety V2 (V od Vergeltungswaffe — bron zemsty) wazyty

13 ton i rozwijaly czterokrotna predkosé dzwieku (4800 km/godz). Ulokowane
gtéwnie na wybrzezu Holandii, §rednio w odlegtosci 250 km od Londynu, lecac na
wysokosci 80 km docieraty do stolicy Wielkiej Brytanii po 3 minutach od startu.
Obrona przeciwlotnicza nie mogta wiec podja¢ skutecznej obrony. Zadna z rakiet
nie zostala zniszczona, a miejsca upadku rakiety byly trudne do przewidzenia.

\ Stapleford i
cmngrwd {, pIELI e Noat il :
i i P s‘mm
f /cmgweu Gm‘ge Hill ( Brentwood
Y 4 % Warley

Harold HIII s

Seratohwood
OpenSpace Totteridge— .

= Hsmld Thomdon

_u-udfwd Barkingside: "‘Gd P . VVood Great Country Park
A idea Pai < Warley, Little

Lmle Heath- @ @P Warley
@ el Rt =]
- Hon
= Homnchurch
Ulurd i 7

i i @mme \ ) Upminster

Norih
@ Ockendon
% king . . ¥

\ J - h- N { < LGreen. r,
: L] ! |-
| Colindale  \[ ‘@usmnmu s [
ne | i
L - -~ Crouch E

Kingsbury.

&R
0S5, |Golders
IFDIIIS Hilt Gre:n

Creekmaouth o «
Rainham
5 2 Seuth

e pura |
f | T
¢ 0O Nerthumberland . / Jhuroge Grays
- - \ ) " £ Heath | Slade Green /, g
wond” ,- A & " Welling > )
'- Richmond — <, DVl 3 e I { 3 : A
Park I rest Hill_; T ST artiora — Norinfiget
L 1) il g g ~ M s Y T » f
/ ‘ ] o=l - Coldblow : I “=aef
ot | West Y -3 _ ¢ L
¥ 3 v \ Grove Park
‘vgmueoon  stredtham | Norvwo "h& e Slﬂmn Wiminglom__
\Cammen v AT : . Nonh Cra Hawie Daremn
Mer_tun \ ey Chislehurst 4 * 7 outhfiest
o T Noroury { Suuon
LT 4 \ y ? am At Hone
/| f"l\w' AW Thomion. [ Vs @ Langfield
surbiton T ( _"‘ Marden | He?tn it L Bwanley Horlorl Wi
7 VN [ J A O el

Mapa upadku pociskéw V2, zrekonstruowana na stronie internetowej Londynu
http://londonist.com/2009/01/1london_v2_rocket_sitesmapped.php

Nic dziwnego, ze w tej sytuacji zaczely sie mnozy¢ spekulacje. Mieszkancy
Londynu podejrzewali, ze Niemcy atakowali szczegélnie zaciekle tylko niektore
miejsca. Powiadano tez, ze w oszczedzonych przez V2 dzielnicach na pewno
mieszkaja sympatycy nazistow. Rozpoczely sie paniczne przeprowadzki do
przypuszczalnie bardziej bezpiecznych miejsc. Zapadta decyzja o weryfikacji, czy
miejsca upadku rakiet tworza nieprzypadkowe skupienia.

Sprawdzenie, czy obserwacje pojawiaja sie calkowicie losowo bylo jednym

z pierwszych zagadnien statystycznych, rozwiazanych przez Karla Pearsona
(1857-1936). Skonstruowat on test x2, ktéry pozwala ocenié stopieri zgodnosci
danych z postulowanym rozkladem prawdopodobieristwa, bedacym modelem
losowosci. Obszar Londynu o rozmiarach 12 na 12 km zostal podzielony na 576
kwadratow o boku 500 m.
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Wyniki tych analiz zostaly opublikowane
po wojnie, w 1946 roku w Journal of the
Institute of Actuaries przez pracownika
firmy ubezpieczeniowej Prudential

R.D. Clarka w pracy pod tytulem An
Application of the Poisson Distribution.

Petrie przyjal zalozenie, ze roézne rodzaje
ceramiki pojawialy sie w grobach

w okreslonym czasie — stad
uporzadkowanie wedlug motywow daje
mozliwo$é uporzadkowania w czasie.
Takie datowanie nazwano datowaniem
wzglednym, w przeciwienstwie do metod
datowania bezwzglednego, takiego jak
metoda wegla C-14.

Zagadnieniem przeksztalcenia macierzy
kontyngencji do postaci Petriego
zainteresowal sie pierwszy w historii
profesor statystyki na Uniwersytecie
Oksfordzkim David Kendall (1918-2007).
W pracy Incidence Matrices, Interval
Graphs and Seriation in Archaeology ,
opublikowanej w Pacific Journal of
Matematics w 1969, podal warunki
konieczne i dostateczne na to, aby
macierz mozna bylo przeksztalci¢ do
postaci Petriego. Warunki podane przez
Kendalla nieco utatwily poszukiwanie
seriacji, ale nie rozwiagzaly tego
zagadnienia. Jesli macierz nie da si¢
sprowadzi¢ do postaci Petriego, to

z praktycznego punktu widzenia
satysfakcjonujace jest doprowadzenie jej
do postaci bliskiej macierzy Petriego.

Wiecej na ten temat mozna przeczytac
w artykule Dabrowski, A. Obrazy
zaleznosci, Matematyka, Spoleczenstwo,
Nauczanie 27 (2001) str. 26-34.

Policzono liczbe rakiet V2, ktore spadly na kazdy kwadrat.

liczba rakiet ‘ 0 1 2 3 4 7
liczba kwadratow | 229 211 93 35 7 1

Lacznie spadlo na ten obszar 537 rakiet. Srednio na kwadrat przypadlo wiec
537/576 ~ 0,93 rakiety. Przyjmujac zalozenie, ze naturalnym modelem losowosci
w tym przypadku jest rozklad Poissona, oczekiwana liczba rakiet w kwadratach
Wynosi

liczba rakiet ’ 0 1 2 3 4 75
oczekiwana liczba kwadratow ‘ 226,7 2114 985 30,6 7,1 1,6

Te dwie tabele sg zadziwiajaco zgodne. Mozna oszacowac, ze
prawdopodobienistwo pojawienia sie takiej zgodnosci przy zalozeniu losowosci,
wynosi 0,88. Jest wiec dostatecznie duze, aby przyjaé, ze pociski spadaly
przypadkowo na Londyn.

Problem seriacji

Wybitny egiptolog brytyjski Flinders Petrie (1853-1942), prowadzac u schyltku
XIX wieku wykopaliska w Diospolis Parva w Egipcie napotkal groby, zawierajace
fragmenty ceramiki. Niestety, warstwy zostaly tak przemieszczone, ze datowanie
znalezisk metoda stratygrafii okazalo sie niemozliwe. Jedynym sposobem byto
uporzadkowanie w czasie ksztaltéw i motywow wystepujacych na ceramice.
Petrie wypisal zawarto$¢ kazdego grobu na kartce papieru zaznaczajac typy
ceramiki w kolumnach (1 oznacza wystepowanie motywu, 0 — brak):

czarny
Groby | puchar  brzeg butla plaskie raczka punkty spirale

gl 0 1 1 0 1 0 0

g2 0 0 0 1 0 1 0

g3 0 0 0 0 0 1 0

g4 0 0 0 1 1 1 1

25 1 1 0 0 0 0 0

g6 0 0 0 0 1 0 1

Egiptolog przestawial karteczki z grobami i zmienial kolejno$¢ kolumn tak, az
uzyskal satysfakcjonujaca konfiguracje:

czarny
Groby | puchar  brzeg butla raczka spirale plaskie punkty

gb 1 1 0 0 0 0 0

gl 0 1 1 1 0 0 0

26 0 0 0 1 1 0 0

g4 0 0 0 1 1 1 1

g2 0 0 0 0 0 1 1

g3 0 0 0 0 0 0 1

Uznatl przy tym (co zostalo zaakceptowane przez srodowisko archeologow), ze tak
uporzadkowane sekwencje motywow wskazuja na sekwencje czasowe grobow —
wspolne motywy wskazuja na sasiedztwo grobow w czasie.

Ustalenie porzadku wierszy i kolumn tak aby jedynki i zera wystepowaly

w macierzy w zwartych grupach nazwano seriacja. Macierze o tej wlasnosci,
nazwano macierzami Petriego. Przeksztalcenie macierzy kontyngencji do postaci
Petriego jest trudnym i atrakcyjnym problemem matematycznym.

Do rozwiazania tego zagadnienia zastosowano z pozoru bezsensowna metode:
potozeniom i motywom przypisano wartosci punktowe.

Jako przyktad niech postuzy prosta tabela kontyngencji M z czterema
lokalizacjami P1, P2, P3 i P4 oraz trzema motywami A, B i C.
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A B C
P11 0 1
P21 0 0 1
P3/1 0 O
P40 1 1

Na przyktad, potozeniom P1, P2, P3 i P4 mozna przypisaé¢ arbitralnie 1, 2, —3
i 3 punkty. Podobnie, motywom A, B i C mozna przypisac¢ 4, 2 i —2 punkty.
Systemy te generuja punktacje wtorna.

Punktacja wtorna dla wierszy jest generowana przez punktacje kolumn.
Oceniajac motywy wystepujace w P1, mozna zgromadzi¢ 2 punkty
(1%x44+0%2+1%(—2)=2), co oznacza $rednio 1 punkt za znalezisko

w lokalizacji P1. Podobnie, za jedno znalezisko w lokalizacji P2 nalezatoby
przyznaé¢ —2 punkty, a w lokalizacjach P3 i P4 po 4 i 0 punktow. Punktacja
wtorna za wiersze wynosi (1, —2,4,0). W analogiczny sposoéb mozna wyznaczy¢
punktacje wtorna dla kolumn.

unktacja wiersz
A B C p' ] y
plerwotna wtorna

P1 1 0 1 1 1

P2 0 0 1 2 -2

P3 1 0 0 -3 4

P4 0 1 1 3 0
) pierwotna | 4 2 —2

punktacja kolumn

wtorna -1 3 2

Punktacja zaproponowana dla tej macierzy nie jest stabilna. Punktacja jest
stabilna, gdy punktacje pierwotna i wtérna wierszy i kolumn sg proporcjonalne.
Dla punktacji stabilnej skala wierszy (kolumn) to wspotezynnik
proporcjonalnosci punktacji wtornej do pierwotnej dla wierszy (kolumn). Waga
stabilnej punktacji to iloczyn skal wierszy i kolumn. Kazda macierz kontyngencji
ma stabilng punktacje. Stabilnych i istotnie roznych (nieproporcjonalnych)
systemow punktacji jest min(w, k), gdzie w jest liczba wierszy, k — liczba kolumn.

Jedna ze stabilnych punktacji jest trywialna: gdy kazdy wiersz i kazda kolumna
ma taka sama liczbe punktéow. Waga trywialnej punktacji wynosi 1.

Dwie nietrywialne punktacje dla macierzy M sa postaci:

punktacja o wadze 2/3

unktacja wiersz
A B C p. ] y
pierwotna wtérna
P1 1 0 1 -3 -1
P2 0 0 1 3 1
P3 1 0 0 = -3
P4 0 1 1 6 2
) pierwotna -3 3 1
punktacja kolumn
wtorna —6 6 2
punktacja o wadze 1/4
unktacja wiersz
A B c|P ] y
plerwotna wtorna
P1 1 0 1 —2 -1
P2 0 0 1 -8 —4
P3 1 0 0 4 2
P4 0 1 1 4 2
) pierwotna | 2 8 —4
punktacja kolumn
wtorna 1 4 =2
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Macierze Petriego i punktacje stabilne taczy wazny fakt:

Uporzgdkowanie wierszy i kolumn tworzqce macierz najbardziej zblizong do
macierzy Petriego wyznacza stabilna, nietrywialna punktacja o najwiekszej
wadze.

Macierz Petriego mozna uzyskaé¢ porzadkujac wiersze i kolumny tak, aby
punktacja wierszy i kolumn byla monotoniczna (malejaca lub rosnaca).

Po takim uporzadkowaniu wierszy, a potem kolumn otrzymana macierz M jest
w postaci Petriego.

A C B | punktacja
P3 1 0 0 -9
P1 1 1 0 —3
P2 0 1 0 3
P4 0 1 1 6
punktacja —3 1 3

Stabilna, nietrywialna punktacja o maksymalnej wadze 0,86 dla przyktadu
archeologicznego jest postaci

Groby  |puchar ngélgy butla ptaskie raczka punkty spirale punktacja
pierwotna wtorna
gl 0 1 1 0 1 0 0 0,77 0,71
g2 0 0 0 1 0 1 0 —0,93 —0,86
g3 0 0 0 0 0 1 0 —0,97 —0,90
g4 0 0 0 1 1 1 1 —0,60 —0,56
g5 1 1 0 0 0 0 0 1,74 1,61
g6 0 0 0 0 1 0 1 —0,28 —0,26

pierwotna| 1,87 1,35 0,83 —0,82 —0,039 —0,90 —0,47

punktacja skala 0,93
wtorna 1,74 1,25 0,77 —0,76 —0,036 —0,83 —0,44 0,93 0,86

Po uporzadkowaniu wedtug punktacji otrzymaé¢ mozna macierz, uzyskang
metoda prob i btedéow przez Petriego.

Algorytm poszukiwania optymalnej punktacji jest czescia metody statystycznej,
Analiza korespondencji stworzona zostala ~ zwane] analiza korespondencji (analiza odpowiedniosci). Za pomoca analizy
w 1964, przez profesora Instytutu korespondencji bada sie zaleznosci miedzy cechami. Stosuje sie ja w naukach
Statystyki Uniwersytetu Paryskiego, . . Y .
Jeana Paula Benzécriego (1932-) na spolecznych, wspomnianej tu archeologii i medycynie.
potrzeby badan lingwistycznych.

Brak koloréw praktycznie uniemozliwia zademonstrowanie tutaj niestychanie
efektywnego i efektownego przyktadu wykorzystania macierzy Petriego

w genetyce przedstawionego w pracy Olena Morozova i inni, A Seriation
Approach for Visualization-Driven Discovery of Co-Expression Patterns in Serial
Analysis of Gene Expression (SAGE) Data
http://www.plosone.org/article/info:doi%2F10.1371%2F journal.pone.0003205.
Polecam obejrzenie tej strony.
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