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Postawienie problemu

— Sq trzy metody gtosowania. Pierwsza przez aplauz. Znaczy, Ze wszyscy gltosujg.
Druga metoda. .. Kulkami. Sq kulki czarne i czerwone, ktére otrzymuje kazdy
gtosujacy. .. Yyyy... Przepraszam biate i czarne, ktore otrzymuje kazdy
gtosujgcy. .. Czarna za — lub odwrotnie: czarna za... Yyyy... Czarna przeciw —
biata za lub odwrotnie. Jest trzecia metoda przez podniesienie rgk. Ta metoda jest
najdoskonalsza.

— No swietnie, ale jakg metodg wybierzemy metode gtosowania?

Takie problemy przytrafiaja sie nie tylko bohaterom filmu ,Rejs”. Sa one tak
stare, jak koncepcja demokratycznego gltosowania. Nikomu zainteresowanemu
polityka nie sa obce dyskusje miedzy zwolennikami okregéw jednomandatowych
i wyboréw ,proporcjonalnych”, miedzy tymi, ktérzy preferuja metode d’Hondta
i tymi, ktorzy za lepsza uwazaja metode Sainte-Lagué’a. Ale skad sie biora te
rozbieznosci? Czyz moze by¢ cos sprawiedliwszego i mniej skomplikowanego niz
zasada wybierania najlepszych rozwiazan dla spoleczenstwa przez wskazanie
wiekszosci?

Jako pierwszy w sposob formalny problem dostrzegt i zapisat Nicolas de Caritat,
markiz de Condorcet, XVIII-wieczny filozof-racjonalista i polityk. Byta to postaé
skadinnad niezmiernie barwna: jeden z prekursoréw ekonomicznego liberalizmu,
zwolennik rownych praw dla wszystkich ludzi i znany filantrop. Jako bojownik

o prawa obywatelskie znalazt sie wérod ,duchowych ojcéw” rewolucji francuskiej,
co zreszta mu nie postuzylo: z powodu krytyki radykalnych republikanéw w roku
1794 zostal aresztowany i prawdopodobnie zamordowany w wiezieniu. Dla nas
natomiast interesujace sa jego zainteresowania matematyczne: jako uczen
d’Alemberta zashuzy?t sie wydaniem kilku prac o rachunku catkowym, ale
najbardziej upamietnita jego nazwisko praca o zastosowaniu matematyki

w naukach spotecznych, w ktorej rozwazal metody liczenia gltos6w w wyborach.
To z niej pochodzi stynny paradoks, ktéry mozna sformutowaé nastepujaco:

Wtiasnosé 1 (Paradoks Condorceta). Relacja ,Wiekszosé woli opcje A od
opcji B” nie musi byé przechodnia, jesli grupa wybiera sposrdd przynajmmniej
trzech opcji.

Klasycznym przyktadem sa tzw. ,preferencje cykliczne”. Wyobrazmy sobie trzech
wyborcow: x,y i z wybierajacych pomiedzy trzema opcjami: A, B i C. Zalézmy,
ze preferencje x to A > B > C, preferencje y to B > C > A, a preferencje z to
C > A > B (gdzie znak ,,>" oznacza ,lepszy niz”). Jak wida¢, w zwyklym
gltosowaniu kazda opcja otrzyma jeden glos. Natomiast jesli najpierw
przeprowadzi sie wybory pomiedzy A i B, a potem pomiedzy C i zwyciezca tej
rywalizacji (bedzie to A) przy pomocy zwyklej wiekszodci glosow, to wygra
opcja C, ktora przegrataby, gdyby wybory zaczaé od porownania C z B (gdyz x
i y przegtosuja biednego z)!

Z przykladu wynika, ze wynik demokratycznych z pozoru wyboréw (w kazdym
setapie” rozstrzygala wszak wiekszosé gltosow!) zalezy od przyjetej metody
glosowania. Zatem pytanie o najsprawiedliwsza metode wydaje sie by¢ jak
najbardziej zasadne, gdyz bez niej moze si¢ okazaé, ze o wynikach wyboréow
decyduja nawet nie liczacy glosy, ale... ukladajacy pytania.

Formalnie rzecz ujmujac, celem teorii glosowan jest stworzenie metody
gltosowania tj. funkcji, ktora preferencjom wszystkich cztonkoéw jakiej$ grupy
przypisze w sensowny sposéb optymalne rozwiazanie danej kwestii dla calej
grupy. Nie dopuszczamy sytuacji, gdy po poznaniu wynikéw trzeba zdaé sie na
los, lub gdy uznamy, ze ,decyzji nie osiagnieto”. Zagadnienie to mozna
sformutowaé tez inaczej: chodzi o stworzenie algorytmu podejmowania decyzji dla
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jednej osoby tj. funkcji, ktéra rozne wartosciowania mozliwych decyzji wedle
rozmaitych kryteriow przeksztalci w ustawienie tych decyzji w sensownej
kolejnosci, uwzgledniajacej wszystkie kryteria. Oczywiscie, dla dobrego dla
matematykow postawienia problemu, trzeba jeszcze zdecydowaé, co oznacza
,sensowny”. .. Ale zanim zacznie sie taka metode tworzy¢, trzeba sobie zadaé
pytanie: czy aby na pewno metoda zawsze istnieje?

Przyktlady
Zacznijmy od kilku przyktadéw takich zagadnien:

Przyklad 1. Student w semestrze pisze cztery sprawdziany z algebry —
z kazdego otrzymuje jakas$ ocene ,procentowa’. Jaka ocene ,procentows’ nalezy
daé¢ mu na koniec na podstawie tych kolokwiow?

Mamy tu do czynienia z sytuacja przydzielenia ,sprawiedliwej” opcji na
podstawie 4 kryteriow — rezultatéw sprawdzianéw. Istnienie w miare sensownej
metody jest tu oczywiste: moze nig by¢ np. przydzielenie studentowi $redniej
arytmetycznej jego wynikow.

Przejdzmy do sytuacji trudniejszych.

Przyklad 2. Apolonia i Bogus umawiaja sie na brzegu kolistego jeziora.
Chcemy stworzy¢ mechanizm ,glosowania” ustalajacy konkretne miejsce randki
na podstawie wskazan preferowanych miejsc Apolonii i Bogusia (kazdego z nich
osobna) — bez wczesniejszej wiedzy, jakie miejsca oni wskazg.

Wstepnie sensowng sugestia wydaje sie¢ wybieranie punktu $rodkowego krotszego
z tukow brzegu jeziora, ale co sie stanie, jesli Bogus i Apolonia wskaza doktadnie
przeciwlegte punkty? Wyboér dowolnego z punktow srodkowych nie bedzie dobra
opcja, gdyz wiadomo, ze trudno wskazaé idealnie wymarzony punkt, a nie
chcieliby$my dramatycznej roznicy wynikéw spowodowanej drobnym osunieciem
sie palca na mapie przy wskazaniu preferowanego miejsca. Tutaj sprawa jest
trudniejsza. . .

Trzeci przyktad wydaje sie nieco abstrakcyjny, ale zapewniam Czytelnika, ze
istnieja panstwa, ktore maja podobne problemy (acz podchodza do nich
w sposOb nieco mniej wyrafinowany).

Przyklad 3. W pewnym kraju Zwiazek Zawodowy Matematykoéw organizuje
demonstracje potaczona ze zdemolowaniem stolicy panstwa. Tradycyjnie
protestujacym naleza sie za to nowe przywileje, np. podwyzka pensji. Powstaje
jednak pytanie: jak duzo powinno panstwo zaptaci¢ w stosunku do efektow
protestu?

Niech RWZS oznacza ,relatywny wspoélczynnik zdemolowania stolicy” i okresla
determinacje protestujacych, wyrazona przyrostem ilosci szkdéd w poréwnaniu
z poprzednim protestem; PZ — przyrost pensji zwiazkowcow (organizatorow
protestu) w wyniku demonstracji, a PM — przyrost pensji matematykow
(protestujacych) w wyniku demonstracji. Parlament musi wybraé¢ stosunek
RWZS:PZ:PM.

Zauwazmy, ze postowie moga wybraé¢ dowolny stosunek tych trzech liczb

(z wyjatkiem 0 : 0 : 0). W istocie, sa w parlamencie bezduszne stronnictwa,
uwazajace, ze za demolowanie stolicy nalezy sie nie nagroda, lecz kara — czy to
dla organizatoréw, czy tez uczestnikow protestu, badz obu tych grup.

Z matematycznego punktu widzenia, parlamentarzysci musza w jakis sposob
wybraé¢ kierunek w przestrzeni R3, czyli punkt z dwuwymiarowej przestrzeni
rzutowej RP2.

Klasyczna teoria glosowan

Klasyczne podejscie do zagadnienia polega na analizie przypadku, gdy grupa
wyborcéw ma do wyboru skoriczong ilo$é opcji. Najbardziej znanym rezultatem
w tej teorii jest zaskakujace twierdzenie Kennetha Arrowa, laureata nagrody
Nobla w dziedzinie ekonomii.
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Przede wszystkim Arrow musial sformalizowa¢ problem z punktu widzenia
matematyki. Rozwazal on skoriczony zbiér X — zbior opcji, a przez n oznaczal
liczbe glosujacych. Preferencja nazwany zostat liniowy porzadek na zbiorze X
(ew. dopuszczajacy rownosci). Poszukiwany jest system glosowania: funkcja F,
ktora dowolnemu uktadowi preferencji glosujacych przyporzadkowuje jedna
preferencje grupy” i spelnia pewne ,logiczne” zalozenia, takie jak:

e Niezalezno$é¢ od opcji nieistotnych — Jesli ograniczymy zakres opcji do
dowolnego podzbioru, wzgledna kolejnosé opcji w preferencji grupy musi
pozostaé taka sama jak w pelnym zbiorze. Np. jesli grupa ma wybieraé
pomiedzy opcjami A i B, dla wyniku nie jest istotne, czy ktorys z glosujacych
stawia opcje C powyzej dwu pierwszych, czy nie. Wydaje sie to zalozeniem
rozsadnym: jesli ktos zadaje pytanie, czy wolimy pizze z szynka, czy
kurczakiem, to dla odpowiedzi nie powinno by¢ istotne, czy istnieje gdzies
jeszcze pizza z tunczykiem.

o Poszanowanie jednomys$lnosci — postulat Pareto - Jesli kazdy glosujacy
woli opcje A od B, to grupa jako calos¢ rowniez. Wydaje sie, ze jest to dosc¢
fundamentalny wymog, ktory spelnia¢ musi system demokratycznego
glosowania.

Oczywiscie, od idealnego systemu powinno sie wymagac¢ o wiele wiecej. Ale tutaj
pojawia sie:

Twierdzenie 2 (Paradoks Arrowa, 1951). Jesli system glosowania F,
spetnia aksjomat niezaleznosci od opcji nieistotnych oraz postulat Pareto, to jest
rzutowaniem na jedng ze wspdtrzednych, czyli. .. dyktaturg jednego z cztonkow
grupy (w rozumieniu: preferencje pozostatych nie sq istotne dla rezultatu
gltosowania).

Jak wida¢, matematyka wykazuje, ze juz najbardziej podstawowe, intuicyjne
zalozenia o istocie demokracji sa w praktyce sprzeczne. Z paradoksu Arrowa
wynika cala seria innych twierdzen, pokazujacych sprzecznosci innych
intuicyjnych aksjomatow — wiecej o tym poczytaé¢ mozna na przyktad w [Soz],
tam réwniez znajduje sie w miare prosty dowod twierdzenia Arrowa.

Jednakze, poniewaz w podanych wyzej przykltadach zbiér opcji nie jest
skoniczony, ani nawet dyskretny, teoria klasyczna nie wystarcza do rozwigzania
wszystkich problemdw.

Odrobina topologii algebraicznej

Niech P bedzie przestrzenia topologiczna tukowo spéjna, a ponadto
CW-kompleksem. Jesli kto$ nie przepada za ta struktura, moze podstawic

w miejsce CW-kompleksu przestrzeri homeomorficzng z kompleksem
komoérkowym, rozmaitoscig zwarta, czy uogélnionym wieloscianem: to zalozenie
jest czysto techniczne i ma na celu eliminacje przypadkéw ,patologicznych”.
Modelowa grupa sktada sie z n glosujacych.

Definicja 1. Systemem glosowania nazywamy funkcje ciggtq F : P — P,
spetniajgcq ponizsze warunki:

o Jednomyslnosé: Dla kazdego p € P zachodzi F(p,p,...,p) =p.
o Rownosé lub symetria: F jest niezmiennicza ze wzgledu na permutacje
wspotrzednych, tj. na wynik gltosowania nie wptywa kolejnosé gtosujgcych.

W istocie, pytanie o istnienie takiej funkcji jest pytaniem o istnienie przedtuzenia
funkcji ciaglej z przekatnej P™ (gdzie jest zadana) na cale P™. Takimi
zagadnieniami zajmuje sie teoria przeszkdd: dzial topologii algebraicznej, ktorej
przydatnos¢ w zagadnieniach spoltecznych wydaje si¢ dosé zaskakujaca. Tak, czy
inaczej, przed rozwiazaniem zagadnienia, konieczne jest przypomnienie kilku
definicji z tej dziedziny.

Definicja 2. Y C X jest retraktem X, gdy istnieje retrakcja, czyli funkcja
ciggtar : X =Y, taka, zZe dla kazdego y € Y zachodzi: r(y) = y.
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Oczywiscie, punkt jest retraktem dowolnej przestrzeni; stynne twierdzenie
Brouwera stwierdza, ze brzeg kuli (sfera) nie jest retraktem kuli. W analizie
przyktadu 2 przyda sie natomiast inna wlasnos¢ pochodzaca z ,matematycznego
folkloru” (nawet jesli nie tak prosto jest ja udowodni¢ metodami topologii
ogolnej): okrag ,Srodkowy” jest retraktem wstegi Mobiusa, lecz okrag, bedacy jej
brzegiem, nie jest.

W przykladzie 2 model topologiczny jest nastepujacy: P = S', n = 2. Szukamy
systemu glosowania F : T? = S' x S! — S!. W istocie, ze wzgledu na warunek
symetrii F(z,y) = F(y, x), dziedzina funkcji F jest M = T? /%2, czyli wstega
Mébiusa. Niech A : St 3 2 — (x,2) € M. Gdyby F istniala, to A o F byloby
retrakcja wstegi Mobiusa na jej brzeg. Zatem, niestety, Apolonia i Bogus nie
maja idealnego, demokratycznego systemu wytaniania miejsca randki.

Do analizy przykladu 3 potrzeba jeszcze kilku konstrukeji:

Definicja 3. Ciggte odwzorowania f,g: X — Y sq homotopijne (f ~ g), jesl
istnieje funkcja ciggta H : X x I =Y, takie ze f(x) = H(z,0) oraz
g(x) = H(z,1) dlax € X.

Definicja 4. X,Y sq homotopijne, jesli istniejg ciggle f : X - Y, g:Y — X,
takie, ze go f ~idx i fog~idy — f i g nazywamy homotopijnymi
réwnowaznosciami.

Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze wszelkie przestrzenie homeomorficzne sg
automatycznie homotopijne, a homotopijna réwnowaznosé mozna zawsze
traktowaé jako ,nieco zaburzony homeomorfizm”.

Definicja 5. X jest przestrzeniq Sciagalna, jesli jest homotopijna z przestrzenig
jednopunktowq, tj. da sie jq ,plynnie $ciggngé do punktu” (np. zbiory wypukte,
gqwiaZdziste © homeomorficzne z nimi).

Fukowo spdjnemu CW-kompleksowi X mozna przypisaé ciag grup zwanych
grupami homotopii, oznaczanych przez m,(X). Przestrzenie homeomorficzne,
a nawet tylko homotopijnie réwnowazne, maja te same grupy homotopii
(niekoniecznie na odwrot). Jednoczesnie kazda funkcja ciagta f : X — Y
indukuje ciag homomorfizmow f.x : m(X) — 7 (Y). Jesli kogos zainteresuja
szczegotowe definicje tych struktur, zachecam do zainteresowania sie $wietnym
podrecznikiem [Hat].

Czas na kilka przyktadow:
7 (X) =0, gdy X jest zbiorem $ciagalnym.
(X)), dla n > 2 sa abelowe.

T (S™) = Z, m(S™) = 0, gdy k < n ; m (RP?) = Zs.
Dla kazdego n, k mp(X™) = (mp(X))™.

Teraz wyjasni sie przyczyna technicznego zalozenia o ,niepatologicznosci”
badanych przestrzeni. Jest nia nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3 (Whitehead). Dla CW-kompleksow odwzorowanie indukujgce
izomorfizmy miedzy grupami homotopit w kazdym wymiarze jest homotopijng
réwnowaznosciqg. W szczegolnosci CW-kompleks jest Sciggalny wtedy i tylko
wtedy, gdy wszystkie jego grupy homotopii sq trywialne.

Dzieki temu twierdzeniu badanie pewnej wlasnosci topologicznej ($ciagalnosci)
przestrzeni wyboréw mozna sprowadzi¢ do badania algebraicznej struktury
odpowiednich grup.

Algebraiczna teoria gtosowan

Niech G bedzie grupa (z dodawaniem), n > 2. Systemem glosowania na G jest
homomorfizm f z G™ w G, spelniajacy warunki jednomyslnosci i rownosci.
Zalézmy, ze taki system istnieje. Jesli g(z) = f(z,0,...,0) to tatwo sprawdzié, ze
9(x) +9(y) = 9(y) +9(z) = g(z +y), a co za tym idzie

ng(z) = g(nz) = f(z,z,...,2) = .
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Stad natychmiast otrzymamy, ze G jest abelowa, ,mnozenie przez n” jest
automorfizmem G, a zatem mozna jednoznacznie zada¢ w G dzielenie przez n.
Ponadto, zachodzi nf(z1,...,z,) =ng(z1 + ...+ x,) =x1 + ... + x, — zatem
system glosowania na G jest dokladnie jeden: jest to ,$rednia arytmetyczna’.

7Z istnienia dzielenia wynika nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 4. Jesli G jest skoriczenie generowana, to rzqd kazdego z jej
elementow musi byé wzglednie pierwszy z n (w szczegdlnosci, nie moze byé
nieskoniczony). Jesli system gltosowania istnieje dla kazdego n, to G = {0}.

Na potrzeby tego artykutu szczegdlnie istotne jest ponizsze twierdzenie,
umozliwiajace badanie topologii przestrzeni wyboréw metodami algebraicznymi:

Twierdzenie 5. Dia ustalonego n, system gtosowania w przestrzeni P indukuje
systemy gltosowania w kazdej z grup homotopii m;(P).

Stad natychmiast otrzymujemy:

Whiosek 6. Grupa w1 (P) jest abelowa, a wszystkie grupy homotopii P
dopuszczajq dzielenie przez n.

Topologiczna teoria glosowan

Majac powyzsze oznaczenia, definicje i twierdzenia, mozna przejsé¢ do
zasadniczych rezultatow.

Twierdzenie 7 (Chichilnisky, Heal, 1983; Eckmann, 1954). Jesli P jest
CW-kompleksem (uogdlnionym wieloscianem) ztozonym ze skoriczonej ilosci
komdérek (wierzchotkow, krawedzi, $cian bocznych itd.), to istnienie systemu
gtosowania dla kazdego n jest réwnowazne $ciggalnosci P.

Szkic dowodu (naszkicuje tutaj tylko dowod istnienia systemu glosowania, gdyz
reszta twierdzenia natychmiast wynika z wniosku 11). Rozwazam K (P) —
otoczke wypukta P w odpowiedniej przestrzeni euklidesowej. Dla niej, i dla
dowolnego n, istnieje system glosowania — F,: ,Srednia arytmetyczna” (jak

w przykladzie 1). K(P) rowniez jest Sciggalnym CW-kompleksem. Z twierdzenia
Whiteheada, inkluzja i : P — K (P) jest homotopijna rownowaznoscia. Dzieki
twierdzeniu Lundella—Weingrama ([Lau]) istnieje r — retrakcja K (P) na P.
Szukanym systemem bedzie r o F, o i. O

Teraz, wiedzac ze RP? nie jest §ciagalna (bo w1 (RP?) = Zs), automatycznie
stwierdzamy, ze w przyktadzie 3 nie dla kazdej ilogci postéw bedzie istnialo
rozwiazanie. No dobrze, ale czy istnieje dla jakiejkolwiek? Zanim podam
odpowiedz na to pytanie, konieczna bedzie jeszcze jedna definicja:

Definicja 6. H-przestrzen to przestrzen topologiczna X, dla ktorej istnieje ciggte
,mnozenie” p: X x X — X i element e € X, taki, ze u(e, ) ~ u(-,e) ~ idx.

Okazuje sie, ze jesli w powyzsze]j definicji homotopijne réwnowaznosci zastapi sie
rownosciami, klasa H-przestrzeni nie zmieni sie (co najwyzej zmniejszy sie ilosé
mozliwych ,mnozen”). Jednakze definicja, ktora wybratem, jest wygodniejsza

w zastosowaniach. Aby ocenié¢ zakres klasy H-przestrzeni warto zapoznaé sie

z nastepujacymi faktami ([Hat]):

e Grupy topologiczne (m.in. sfery S, S, S S7) sa oczywiscie H-przestrzeniami.
e Pozostale sfery nie sg H-przestrzeniami (twierdzenie Adamsa).
o CP*>, RP® sa H-przestrzeniami, cho¢ nie sa grupami topologicznymi.

Twierdzenie 8 (Browder, 1961). CW-kompleks o skoriczonej liczbie komdrek,
bedgcy H-przestrzeniq, jest Sciggalny, lub istnieje k takie, zZe k-ta grupa homologii
Hy(P) = Z. ([Bck])

Twierdzenie 9 (Generalizacja Serre’a twierdzenia Hurewicza). Wiszystkie
grupy homotopit CW-kompleksu dopuszczajq jednoznaczng podzielnos$é przez n
wtedy 1 tylko wtedy, gdy dopuszczajq jg tez wszystkie grupy homologii. (JEck])
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Kolejne twierdzenie wskazuje, dlaczego H-przestrzenie sg istotne dla teorii
glosowani:

Twierdzenie 10 (Eckmann,1962; Weinberger, 2004). Jesli P ma system
gtosowania dla pewnego n, to P jest H-przestrzeniq.

Dowdd. Niech F': P* — P bedzie systemem glosowania, a e € P — dowolnym
punktem.

¢:P>p— F(p,e,...,e) € P indukuje w kazdej grupie homotopii P badany
wezesniej automorfizm g(z) = f(x,0,...,0) (dzielenie przez n), gdzie f jest
zaindukowanym przez F' algebraicznym systemem glosowania. ¢ indukuje
izomorfizm w kazdej z grup homotopii, wiec jest homotopijng rownowaznoscia
(z twierdzenia Whiteheada), zatem istnieje ¢, takie ze ¢ ~ idp.

Zadaje na P

w(p,q) = YF(p,q.e, ... e).
Wtedy wu(p,e) = vF(p,e,e,...,e) =1vo(p) dla p € P bedzie ,mnozeniem”. To
samo rozumowanie sprawdza odpowiedni warunek dla p(e, p). O

7 trzech ostatnich twierdzeri wynika automatycznie:

Whiosek 11 (Zasadnicze Twierdzenie Tego Artykulu). Jesli
CW-kompleks o skoriczonej liczbie komdrek ma system gtosowania dla pewnego n,
to jest Sciggalny.

Skoro tak — problem z przyktadu 3 rowniez ma rozstrzygniecie negatywne. Dla
zadnej liczby postow wiekszej lub réwnej od dwoch nie da sie stworzyé
sprawiedliwego i demokratycznego systemu gltosowania w sprawie spotecznego
protestu. Moze dlatego zainteresowane paristwa stosujg inne procedury?

Ciekawostki

Na zakoriczenie, chciatbym przedstawié¢ garsé ciekawostek zwiazanych z teoria
gltosowan. Po pierwsze, historia gléwnych rezultatéw jest dosé skomplikowana, na
co wskazuja daty ich sformutowania. Najwiekszy wplyw na topologiczna teorie
glosowan wywarta Graciela Chichilnisky, matematyczka zaczynajaca swoja
kariere od ,twardej” algebry, ktora odchodzila coraz bardziej w strone
zastosowari, by zostaé kolejno: dziekanem wydzialu ekonomii na uniwersytecie
Columbia, doradca w ministerstwie finanséw Argentyny i dzialaczka organizacji
ekologicznych. To wlasnie ona sformutowala topologiczna wersje zagadnienia,

a takze udowodnita wiele twierdzen na ten temat z twierdzeniem 7 na czele.
Zasadnicze Twierdzenie Tego Artykutu, zamykajac pewien dzial badan,
udowodnil Shmuel Weinberger na poczatku XXI wieku. Podekscytowany
odkryciem, na jednej z konferencji postanowil przedyskutowaé je z Beno
Eckmannem (uczniem Hopfa, autora definicji H-przestrzeni). Jakiez byto ich
zdziwienie, gdy okazalo sie, ze wiekszo$¢ wynikéw teorii glosowan zostalo
uzyskane przez Eckmanna zanim jeszcze ta teoria zostala sformutowana!
Eckmann zajmowal si¢ bowiem abstrakcyjna topologia algebraiczng, systemy
glosowania nazywal n-§rednimi i nigdy nie przypuszczal, ze moga mie¢ one
jakiekolwiek zastosowanie praktyczne. Dlatego tez Chichilnisky, Heal

i Weinberger musieli dojs$é do jego rezultatéw od zupelnie innej strony.

Po drugie, moze sie wydawaé, ze dyskretna teoria glosowari jest bardziej
praktyczna, a problemy topologiczne sa wykreowane sztucznie. Tymczasem
okazuje sig, ze teoria dyskretna jest jedynie szczegélnym przypadkiem
topologicznej, a wszystkie wczesniej sformutowane jej problemy udalo sie
rozwiaza¢ w pracy [Bar|, wlasnie ttumaczac je na jezyk topologiczny (przy
pomocy tak zwanych nerwow) i stosujac znane techniki.

Po trzecie, wiele otwartych probleméw ciagle czeka na nieco zmienionym kierunku
badan. Analizuje sie ([Chi|) preferencje zadane jako ,funkcje uzytecznosei” —
uwzgledniajace ,,jak bardzo” glosujacy wola jedna opcje od drugiej. Tutaj
dochodza narzedzia z innych dziedzin matematyki jak np. teoria miary.
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Po czwarte, warto zauwazy¢, ze twierdzenia przedstawione w artykule mowia

o CW-kompleksach skonczonych. Tymczasem, przestrzenie
Eilenberga—MacLane’a K (Q, k) sa przykladami niesciggalnych CW-kompleksow
z systemem glosowania dla kazdej liczby glosujacych. Oczywiscie, maja one
nieskonczenie wiele komoérek. Ponadto, badanie tych systeméw daje zaskakujace
rezultaty: dla niektérych z tych przestrzeni systemy glosowania istnieja, ale maja
»patologiczne” wlasnosci, na przyktad preferencje grupy, wedtug nich, okazuja sie
by¢ w zasadzie dowolnie dalekie od preferencji dowolnego z glosujacych ([Lau]).

Jednym z przykladow takich przestrzeni jest P = RP*°, dla ktorej istnieje
system glosowania dla dowolnej nieparzystej liczby glosujacych, ale nie istnieje
dla zadnej parzystej liczby, co przeczy intuicji sugerujacej, ze sytuacja powinna
sie¢ komplikowa¢ wraz ze wzrostem liczebnosci grupy.

Na koniec, wszystkim zainteresowanym ta teoria polecam rozpoczecie badan od
artykutu [Lau|, ktory zawiera nie tylko wiekszo$é podanych tu rezultatow

w formie bardzo przystepnej, ale takze obszerna bibliografie, z ktorej mozna sie
dowiedzie¢ duzo, duzo wiecej.
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