Na podstawie wyktadu wygloszonego

w dniu 11.10.2009 w Sulejowie, na
konferencji organizowanej przez Instytut
Matematyki Uniwersytetu Warszawskiego
we wspdélpracy ze Stowarzyszeniem na
rzecz Edukacji Matematycznej.

Praca naukowa finansowana ze srodkéw
na nauke w latach 2007-2009 jako projekt
badawczy rozwojowy.

O izometriach i liczbach chromatycznych
Krzysztof CIESIELSKI, Krakow

O tym, ze problemy matematyczne maja swoj specyficzny urok, matematykdow
przekonywac nie trzeba. Pewne z nich jednak sa szczegdlnie atrakcyjne. Mowa
o zadaniach, ktérych sformulowanie jest bardzo elementarne, zrozumiale bez
trudu dla ucznia, ale na rozwiazanie wcale nie jest latwo wpasé... A zdarza sie,
ze zmagajacy sie z nimi wielbiciele matematyki nie znaja rozwiazania — ba,
wiecej: nie wiedza, czy ktos ten problem juz kiedy$ rozwiazal! Przykladem
takiego problemu jest zadanie, ongi$ znane w pewnych kregach jako Problem
1zometri.

Problem izometrii. Zalézmy, ze funkcja z plaszczyzny w plaszczyzne
zachowuje odleglosé 1, to znaczy — jesli dwa punkty sa odlegle o 1, to ich obrazy
tez. Czy stad wynika, ze ta funkcja zachowuje takze wszystkie inne odleglosci,
czyli Ze jest izometria?

Zapiszmy rzecz formalnie; bedziemy przez d(A, B) oznaczaé odleglosé
euklidesowa. Chcemy zbadaé, czy prawdziwe jest twierdzenie:

Jedli f: R? — R? spelnia wlasnosé:
d(A,B)=1 = d((f(A), f(B)) =1 dla dowolnych A, B € R?
to f jest izometria.

7 pytaniem tym zetkneliémy si¢ w Krakowie jesienia 1979 na jednym ze spotkan
Kota Matematykéw Studentéw UJ. Na organizowanych co pare miesiecy
specjalnych posiedzeniach studenci zajmowali sie stawianiem i rozwiazywaniem
ciekawych problemoéw; powyzsze zadanie, ktore przedstawil student IV roku
Edward Kania (nie wymysélil go, a gdzie$ ustyszal) od razu wzbudzilo ogromne
zainteresowanie. Intrygowalo niestychanie elementarne (zwlaszcza w poréwnaniu
z innymi problemami) sformulowanie w polaczeniu z tym, ze nikt z nas nie
potrafil zadania rozwigza¢ — a probowalo wielu. Wéréd tych, ktérzy chcieli
zagadnienie rozstrzygnac, byli bardzo dobrzy studenci, byly osoby majace

w swoim dorobku niebagatelne sukcesy w Olimpiadzie Matematycznej. Dzis
liczni sposéréd zmagajacych sie ongi$ bez powodzenia z problemem izometrii sa
profesorami i doktorami nauk matematycznych. ..

Nieraz dobra metoda walki z zadaniem jest proba rozwiazania zagadnienia
prostszego. Zdarza sig, ze rozstrzygniecie tego tatwiejszego problemu pomoze
w walce z oryginalnym, moze jaka$ idea znajdzie zastosowanie. . .

Tu zmiana na zadanie prostsze jest naturalna. Zamiast plaszczyzny rozwazmy
prosta. Czy wéwczas zachowywanie odleglosci 1 powoduje, ze badane
odwzorowanie jest izometria? Do$¢ szybko mozna stwierdzi¢, ze nie. Wezmy
mianowicie funkcje f, ktora kazdej liczbie calkowitej n przypisuje n + 1,
natomiast dla liczby niecalkowitej mamy f(x) = z. Oczywiscie punkty odlegle
o 1 przeksztalcane sa na punkty odlegle o 1 (bo albo oba sa calkowite, albo oba
niecalkowite), izometria natomiast taka funkcja oczywiscie nie jest.

Przez rok nikt nie potrafil poradzi¢ sobie z problem w jego oryginalnej postaci.
W pazdzierniku 1980 przyszedl na studia nowy rocznik — mtodzi zapalency od
razu ,rzucili si¢” na nierozwiazane zadania... Po kilku dniach problem izometrii
zostal pokonany. Rozwiazal go Stawomir Kolodziej, dzi$ pracujacy na
Uniwersytecie Jagiellonskim profesor nauk matematycznych, autor wielu
waznych wynikoéw przede wszystkim w analizie zespolone;j.

Oto schemat dowodu przedstawionego przez Kolodzieja.

Na wstepie podamy dwie obserwacje, ktérych dokonali takze wczes$niej inni
zmagajacy sie z problemem.

Po pierwsze, obrazami wierzchotkow trojkata réwnobocznego o boku 1 przez
funkcje f sa wierzcholki trojkata réwnobocznego o boku 1.

Po drugie, jesli d(A, B) < n, to d((f(A), f(B)) < n+ 1. Ta obserwacja wymaga
krétkiego uzasadnienia. Narysujmy odcinek AB i przyjmijmy ze
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Rys. 2
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n—1<d(A, B) < n. Mozemy wéwczas odpowiednio skonstruowaé n + 2 punkty
odlegte o 1 (pierwszym z nich jest A, ostatnim B).

Ze wzgledu na to, ze odlegtosé¢ 1 miedzy ,weztami” zostaje zachowana, punkty
f(A) i f(B) nie moga by¢ odlegle o wiecej niz n + 1.

Teraz przejdzmy do zasadniczych punktéw dowodu.

Jesli punkt A i B sg odlegle o v/3, to ich obrazy moga albo tez by¢ odlegle o v/3,
albo si¢ pokrywaé¢. Wykazemy, ze ta druga mozliwoé¢ nie moze zajsc.

Niech punkty O oraz C beda odlegte o v/3; mozemy wéwczas znalezé takie
punkty A i B, ze zaréwno tréjkat OAB jak i CAB sa trdjkatami réwnobocznymi
o boku 1. Obraz f(C') punktu C bedzie albo okrywal si¢ z obrazem f(O) punktu
O, albo bedzie lezal na okregu o §rodku f(O) i promieniu v/3. To samo jednak
dotyczy punktu D lezacego na okregu o $rodku O i promieniu v/3, odleglego od
C o 1. Gdyby cho¢ jeden z obrazéw f(C) i f(D) byl identyczny z punktem f(O),
to odlegloé¢ tych obrazéw wynositaby albo 0, albo v/3 — co jest niemozliwe, bo
d(C,D) = 1.

Ta obserwacja jest dla dowodu kluczowa. Dzieki niej mozna bowiem zauwazy¢, ze
whieskonczona wysypka” utworzona przez wierzchotki trojkatow rownobocznych
o boku 1 przejdzie na analogiczna ,nieskonczona wysypke”. W szczegdlnodci,
punkty lezace na jednej prostej, odlegte o liczbe catkowita, przejda w punkty
lezace na jednej prostej i odlegtosci miedzy nimi si¢ nie zmienia.

Teraz pokazemy, ze okrag o promieniu 1 przeksztalcany jest izometrycznie na
okrag o promieniu 1. Istotnie, przypusémy, ze jest inaczej; niech O oznacza
$rodek takiego okregu, a A i B niech beda takimi dwoma punktami okregu, ze
odlegtos¢ miedzy nimi sie po przeksztalceniu zmieni. Mozemy przyjaé, ze sie
zwigkszy. Dlaczego? Rozwazmy szesciokat foremny i wierzchotku A, wpisany
w badany okrag; mozemy przyjacé, ze B jest punktem na luku miedzy A

a sasiednim wierzchotkiem. Gdyby odlegtosé miedzy A i B sie zmniejszyla, to
zamiast A rozwazamy ten sasiedni wierzcholek szesciokata.

Zakladamy zatem, ze odleglo$é miedzy f(A) i f(B) jest wigksza niz miedzy A

i B. Zbadajmy proste OA oraz OB. Jesli odleglo$é miedzy f(A) 1 f(B) zwigkszy
sie (nawet minimalnie), to ze wzgledu na to, ze po przeksztalceniu
wspo6tliniowo$é odpowiednich punktéw na prostych OA i OB zostanie
zachowana, znajdziemy punkty C' (z prostej OA) i D (z prostej OB), ktére sa
oddalone od O tak bardzo, ze odleglo$é miedzy f(C) i f(D) bedzie o co najmniej
2 wigksza, niz odlegtoéé miedzy C'i D. A to jest niemozliwe.

Teraz rozwazamy pewien okrag o promieniu 1 przeksztalcany izometrycznie na
okrag o takim samym promieniu. Dla kazdego punktu na wyjsciowym okregu
kreslimy okrag jednostkowy o srodku w tym punkcie; szybko zauwazamy, ze cale
kolo jednostkowe jest przeksztalcane izometrycznie na obraz, a stad juz
blyskawicznie wynika teza.

Wkrétce po rozwiazaniu tego problemu przez Kolodzieja, inny dowdd podat
student tego samego roku, Apoloniusz Tyszka. Jego rozumowanie uogdlniato
twierdzenie na przypadek R", gdzie n > 1. Innymi stowy, dla n > 1, jesli funkcja
f prowadzi z R™ do R™ i dla dowolnych punktéw A, B, dla ktérych d(A, B) =1,
mamy d((f(A), f(B)) =1 to f jest izometria. Przez d oznaczamy tu odleglo$é
euklidesowa w R".

Kilka lat p6Zniej (czasy byly ,przedinternetowe”, dostep do naukowych baz
danych byl znacznie a to znacznie trudniejszy niz teraz) odkrylem przypadkowo
w prestizowym pi$mie matematycznym Proceedings of the American
Mathematical Society z roku 1953 prace On isometries of Euclidean spaces.
Autorami byli F. S. Beckman i D. A. Quarles, Jr. Udowodnili oni w tej pracy
wlasnie twierdzenie o izometriach w przypadku R”. Nie bylismy wiec w Krakowie
pierwsi. ..

Jak si¢ potem okazalo, rozmaite warianty tego problemu miaty licznych
zwolennikéw. Na ten i pokrewne tematy ukazalto si¢ wiele prac, badane byty
rozmaite przestrzenie. Méwimy, ze funkcja f spetnia (DOPP) — jest to termin
uzywany w literaturze, oznacza Distance One Preserving Property — jesli dwa
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Rys. 4

punkty odlegte o 1 przeksztalcane sa na punkty odlegte o 1. Odleglos¢ wcale nie
musi by¢ euklidesowa, funkcja nie musi by¢ okreslona na podzbiorze R". ..

Dla innych klasycznych metryk w R”, a w szczegdélnosci w R2, zadanie okazuje
sie raczej elementarne. Problem badano w rozmaitych wersjach, sporo na ten
temat napisano, ale najciekawszy jest w przypadku n—wymiarowej przestrzeni
euklidesowe;j.

W roku 1989 najprostszy znany mi dowdd twierdzenia w przypadku R"
opublikowal w kwartalniku The Mathematical Intelligencer Ulrich Everling.

Jak stwierdzilismy, mozna rozwazaé przypadek, w ktorym przeciwdziedzina
funkcji f jest inna niz dziedzina. Mozna zatem zastanowi¢ sie nad nastepujacym
problemem:

Czy f:R? — R3 speliajaca (DOPP) jest izometria na swéj obraz?

Gdyby odpowiedz byta twierdzaca, to oczywiscie obrazem plaszczyzny bylaby
plaszczyzna zawarta w przestrzeni tréjwymiarowej. Jednak zaréwno dowod
Kolodzieja, jak i inne wymienione wyzej, istotnie wykorzystywaly fakt, ze
wymiar przeciwdziedziny jest taki sam jak wymiar dziedziny. Mamy zatem
kolejne tadne zadanie. . .

Sprobujmy rozwiazaé zadanie pozornie trudniejsze ale — jak sie okaze — prostsze.
Niech funkcja f prowadzi nie w R3, ale w... R3. Okazuje sie, ze z tym
problemem mozna sobie poradzic.

Ot6z f : R? — R® moze spelnia¢ (DOPP) i nie by¢ izometrig na swoj obraz! By
to wykazaé, podzielmy plaszczyzne na kwadraty o przekatnej réwnej 1
i pokolorujmy je tak, jak na rysunku 4, uzywajac dziewieciu kolorow.

Do kazdego kwadratu zaliczamy jego dolny bok, lewy bok oraz lewy dolny rog.
W Zadnym kwadracie nie leza dwa punkty odlegte o 1 pokolorowane na ten sam
kolor — mogtoby sie to zdarzy¢ jedynie w przypadku koncéw przekatnej, ale dwa
rézne konce sg pokolorowane inaczej. Z kolei, punkty z réznych kwadratow
pokolorowane na ten sam kolor sa odlegle o liczbe wieksza niz 1.

Stad juz krok do rozwiazania. Rozwazmy sympleks jednostkowy R®. Sympleks —
to uogolnienie tréjkata réwnobocznego na plaszczyznie, czworoscianu foremnego
w przestrzeni trojwymiarowej. .. Wierzchotki takiego sympleksu sa zawsze
odlegle o 1. Na plaszczyznie sa 3 takie wierzcholki, w przestrzeni trojwymiarowej
—4, wRS -9,

Jesli pokolorujemy wierzchotki sympleksu w R® dziewiecioma kolorami i kazdemu
punktowi plaszczyzny przyporzadkujemy wierzcholek pomalowany tym samym
kolorem co on, to taka funkcja spelnia (DOPP). Istotnie, obrazy dwdch punktéw
pomalowanych réznymi kolorami sg odleglte o 1, a jesli punkty na plaszczyznie sa
odlegle o 1, to pomalowaliSmy je réznymi kolorami... Funkcja taka jest moze
malo ciekawa, nieciggla, zbiér wartosci jest dziewiecioelementowy, ale spelnia
wszystkie zadane wlasnosci.

Mozna obnizyé wymiar przeciwdziedziny. Funkcja f : R? — R® moze spelniaé
(DOPP) i nie by¢ izometria na swij obraz. Wystarczy podzieli¢ odpowiednio
plaszczyzne na szesciokaty foremne o najdluzszej przekatnej réwnej 1

i pomalowaé plaszczyzne tym razem na 7 koloréw (rysunek 5). Do szeSciokata
zaliczamy dwa jego boki i wierzchotek miedzy nimi.

Mozna tez pomalowaé plaszezyzne inaczej, uzywajac kwadratéw (rysunek 6).
Przekatna kazdego kwadratu jest réwna 1, z brzegami postepujemy podobnie, jak
poprzednio. W kazdym ,pasku poziomym” pojawia sie cyklicznie 7 koloréw,

w tej samej kolejnoéci, przy czym kwadraty sa odpowiednio przesuniete — tak, by
punkty o tym samym kolorze nigdy nie byly odlegle o 1.

No dobrze, a co z oryginalnym zadaniem? Okazuje sie, ze dla funkcji prowadzacej
z R? zaréwno w R?, jak i w R* oraz w R°. .. jest to do tej pory otwarty problem!

W tej chwili mozemy postawic¢ definicje.

Definicja. Liczba nieizometryczna plaszczyzny to taka najmniejsza liczba
naturalna n, dla ktérej istnieje funkcja f : R? — R” spetniajaca (DOPP) i nie
bedaca izometria.
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Rys. 8

Z powyzszych uwag wynika, ze spelniona jest nieréwnosé
3<NRYH<6

i tyle na razie na ten temat wiadomo. ..

Analogicznie mozna definiowaé liczbe nieizometryczna przestrzeni euklidesowe;j
k—wymiarowej N(R¥). Podobnie, jak poprzednio, mozna stwierdzi¢, ze taka
definicja jest sensowna i znajdowaé odpowiednie oszacowania liczby N(R*) od
gory.

Zostawmy na chwile izometrie na boku i przejdzmy do pozornie innych
probleméw. Zacznijmy od standardowego zadania:

Kazdy z punktéw plaszczyzny pomalowano jednym z dwéch koloréw: czerwonym
lub zielonym. Wykazad, ze istnieja 2 punkty odlegle o 1, pomalowane na ten sam
kolor.

Zadanie nie jest trudne; wystarczy rozwazy¢ wierzcholki tréjkata réwnobocznego
o boku 1. No to wobec tego kolejne zadanie:

Czy mozna pomalowac¢ wszystkie punkty plaszczyzny uzywajac 9 koloréow tak, by
dowolne 2 punkty pomalowane na ten sam kolor nie byly odlegte o 17 A
uzywajac 7 koloréw? A uzywajac 3 koloréw?

Wyglada znajomo. .. Tak jest, przeciez takie zadanie juz rozwiazaliémy! Mozna
to zrobi¢ uzywajac zaréwno 9 koloréw jak i 7 koloréw. Odpowiednie konstrukcje
przedstawione sa na rysunkach powyzej. Natomiast jesli chodzi o 3 kolory — nie
mozna. Oto przyklad (rys. 7), zwany w literaturze ,wrzecionem Moseréw”.
Przyklad ten, jak sama nazwa wskazuje, jako pierwszy podal Edward Nelson.

Wszystkie odcinki na rysunku maja dtugo$é¢ 1 — nie da sie zatem w zadany
sposob pomalowaé tych punktéw uzywajac jedynie trzech koloréw. Istotnie,
gdyby mozna bylo to zrobi¢, to punkt B musialby mieé¢ ten sam kolor, co
punkt A, podobnie punkt C. Jednakze punkty B i C sa odlegle o 1, powinny
wiec by¢ pomalowane innymi kolorami.

To tez wyglada znajomo. .. Istotnie, podobna (a praktycznie taka sama)
konstrukcja zostata przeprowadzona w dowodzie twierdzenia o izometrii
w przypadku ptaszczyzny.

Jak sie okazuje, zagadnienie zwigzane jest z problemem niezwykle popularnym
wsrod sporej grupy matematykow. Chodzi o to, ile wynosi najmniejsza liczba
naturalna n o wlasnosci: wszystkie punkty R? mozna pomalowaé uiywajgc n
kolorow tak, by dowolne 2 punkty pomalowane na ten sam kolor nie byly odlegle
o 1.

Te liczbe nazywa sie w literaturze liczba chromatyczna plaszczyzny i oznacza
najczesciej przez x(R?). Wielu znakomitych matematykéw w réznych artykutach
czy ksiazkach pytalo, ile ona wynosi. Byly wérdod nich takie stawy, jak Paul
Erdés i Martin Gardner. Pierwszym, ktory to pytanie postawil (a przynajmniej
nic nie wiadomo o tym, by kto$ to zrobil wezesniej) byl Edward Nelson. Miato to
miejsce w roku 1950, Nelson byl wtedy studentem Uniwersytetu w Chicago;
obecnie jest profesorem matematyki na uniwersytecie w Princeton. On tez
wykazal, w roku 1950, ze x(R?) > 4. Ograniczenie gérne y(R?) < 7 podal w roku
1950 John Isbell. Te wyniki jednak nie byly wéwczas opublikowane. W druku po
raz pierwszy ,wrzeciono” pojawilo sie w pracy braci Leo i Williama Moseréw,
opublikowanej w roku 1961 w Canadian Mathematical Bulletin.

Ciekawostka: kazdy z mozliwych wariantéw: 4, 5, 6, 7 ma swoich zwolennikéw
wsrod oséb zajmujacych sie tym zagadnieniem. Istnieje jednakze jeszcze inna
mozliwo$¢. Moze si¢ okazac, i wcale nie jest to nierealne, ze problem ten jest
nierozstrzygalny.

Warto pokazaé jeszcze inny dow6d oszacowania y(R?) > 4. Oszacowanie wynika
z konstrukcji odpowiedniego uktadu punktéw, przedstawionego na rysunku 8.
Ten przyktad zostal podany w latach szes¢dziesiatych XX wieku przez Solomona
Golomba.

I tu wszystkie odcinki migdzy punktami zaznaczonymi kropkami maja diugosé 1.
Gdyby wystarczaly 3 kolory, punkty D, E' i F musialyby byé pomalowane na ten
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sam kolor — jako, ze sa przeciwleglymi wierzchotkami rombéw zbudowanych

z dwoch tréjkatéw rownobocznych. Oznacza to, ze kolor ten nie moze byé uzyty
do malowania zadnego z wierzcholkéw tréjkata ABC'. Trzeba zatem uzyé co
najmniej czterech kolorow.

Widaé wyrazny zwiazek miedzy liczba nieizometryczna a liczba chromatyczna.

7 przedstawionej wyzej konstrukeji mozna wywnioskowaé, ze zachodzi nieréwnosé
N(R?) < x(R?) — 1

bo jesli mozemy w odpowiedni sposéb pokolorowaé¢ punkty plaszczyzny, to takie

pokolorowanie wyznacza funkcje spelniajaca (DOPP) ale nie bedaca izometria.

Jednak istnienie takiej funkcji wcale nie gwarantuje, ze mozna dokonaé
odpowiedniego pokolorowania. . .

Oznacza to, ze nic nie mozemy powiedzie¢ o ewentualnej nieréwnosci w druga
strone. Przedstawiona konstrukcja, z ktorej wynika dolne oszacowanie liczby
chromatycznej plaszczyzny, daje od razu odpowiedz na pytanie o podobne
oszacowanie dla izometrii. W jodwrotnym kierunku” takiego zwiazku nie widac.

Oba problemy sa ze soba powigzane — oba tez maja liczne rzesze entuzjastow.
Co ciekawe, te grupy oséb sa niezalezne — zdarzylo mi sie spotkaé¢ wielbicieli
problemu izometrii, ktorzy w ogdle nie styszeli o liczbach chromatycznych i vice
versa, niejedna osoba zajmujaca sie (nawet intensywnie) liczbami
chromatycznymi nie wiedziala nic o (DOPP) i problemie izometrii.

Liczbe chromatyczna mozna rozwazaé¢ w przestrzeni znacznie ogélniejszej, niz R™:

Liczba chromatyczna zbioru A to najmniejsza liczba naturalna n o wlasnosci:
wszystkie punkty A mozna pomalowaé uzywajac n koloréw tak, by dowolne
2 punkty pomalowane na ten sam kolor nie byly odlegle o 1,

a badana odlegtos¢ wcale nie musi by¢ euklidesowa.

Naturalne pytanie o liczby chromatyczne n-wymiarowych przestrzeni
euklidesowych od lat pozostaje bez odpowiedzi — to i owo jednak wiadomo. ..

Na przyktad, w przypadku tréojwymiarowej przestrzeni euklidesowej mamy
oszacowanie

5< x(R?) <18
przy czym ta ostatnia nieréwnosé¢ wykazana zostala niedawno, w 2002 roku;
dokonat tego David Coulson z Australii. Poprzednio znane gérne oszacowanie
(tez osiagniete przez Coulsona) wynosito 21. Oszacowanie dolne podal Dmitrij
Rajski w 1970 roku.

Moze wskazane bedzie wymienienie tu jeszcze kilku wlasnoéci. Dla R* znane jest
oszacowanie Y(R?*) > 6. Wiadomo tez, ze istnieja takie funkcje f i g, ze f(n) — 0
przy n — —+oo oraz g(n) — 0 przy n — oo oraz

(1,24 f(n))" < x(R") < 3+ g(n))".
Liczby chromatyczne dla pewnych innych zbioréw sa nie tylko zdefiniowane, ale
i badane — w szczegdlnosci dla Q". Wiadomo mianowicie, ze x(Q?) = 2. Co moze
zaskakujace, x(Q?) wynosi tez 2, ale x(Q*) = 4. Natomiast dla n > 5 liczba
x(Q") jeszcze niedawno nie byla znana i nic mi nie wiadomo o tym, by cokolwiek
w tej sprawie si¢ ostatnio zmienito.

Mozna rozwazaé zagadnienia zwiazane z liczbami chromatycznymi przy
dodatkowych restrykcjach. Dlaczego bowiem nie zazadaé od zbiorow
pomalowanych na ten sam kolor spelniania pewnych warunkéw? Na przyklad, by
rozwazane zbiory byly domkniete (dopuszczamy wtedy pomalowanie pewnych
punktéw wiecej niz jednym kolorem). Przy tym zalozeniu, owa najmniejsza liczbe
koloréw oznaczamy przez x p(R™). Mozemy zadaé, by jednokolorowe zbiory byly
mierzalne w sensie Lebesgue’a (yas(R™)). Daje to caly skarbiec probleméw,

z ktérych bardzo wiele czeka na rozstrzygniecie. Wiadomo na przyklad, ze
xp(R?) > 6 oraz xa(R?) > 5. Mozna stad wysnué wniosek, ze jedli x(R?) = 4, to
przyklad odpowiedniego kolorowania (o ile w ogéle uda sie¢ go podaé) bedzie nad
wyraz osobliwy. . .

Na zakonczenie, wroé¢my jeszcze na chwile do izometrii. Tym razem na troszke
bardziej zaawansowanym szczeblu.
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Przestrzeni metrycznych (czyli takich ,z wprowadzona w nich odleglodcia”) jest
wiele. Sg wsrdod nich znacznie ,wieksze” od R”. Zwréémy uwage na jedna
sposréd ,nieskonczenie wymiarowych”, bardzo wazna w matematyce, i dobrze
znang ,zawodowcom” — standardowo oznaczana przez £2. Jest to zbidr
wszystkich nieskoniczonych ciagdéw o wyrazach rzeczywistych takich, ze szereg
kwadratéw wyrazow takiego ciggu jest zbiezny. Formalnie:

= {(xn) : ixi < +oo}

Dlaczego wlasnie taka przestrzen bedzie dla nas interesujaca? Otéz ,,odlegtosc”
w niej definiuje si¢ nastepujaco: jesli (z,,), (yn) sa ciagami z £2, to

Mozna powiedzie¢, ze w pewnym sensie jest to uogélnienie ,klasycznej”
odleglosci euklidesowej na nieskonczony wymiar. Bo przeciez, badajac w R™
odleglos¢ euklidesowa, bierzemy po prostu ciagi skonczone i tak samo podnosimy
do kwadratu réznice miedzy kolejnymi wspélrzednymi, a potem dodajemy

i wyciagamy pierwiastek... Tyle, ze konczymy w odpowiednim miejscu

(w przypadku prostej na miejscu pierwszym, w przypadku plaszczyzny — na
drugim).

Jak wyglada sprawa problemu izometrii w przestrzeni £2? Ot6z okazuje sie, ze tu
sytuacja wyglada inaczej niz w przestrzeni o skoniczonym wymiarze. Spelnianie
przez funkcje (DOPP) nie gwarantuje, ze bedzie ona izometria!

Co ciekawe, konstrukcja odpowiedniego przykladu jest podobna do tej, ktéra
zostala przeprowadzona w przypadku przeksztalcen z R? w wyzszy wymiar.
Nalezy po prostu znalez¢ wystarczajaco duzy zbiér punktéw takich, ze dla kazdej
pary w tym zbiorze odleglosé miedzy dwoma elementami wynosi 1 i do tego
zbioru ,wysta¢” w odpowiedni sposob cala dziedzine. Przestrzen nieskonczenie
wymiarowa okazuje sie byé¢ wystarczajaco duza, by zrobi¢ to w niej samej —
swieksza” przestrzen nie jest potrzebna. ..

V2

Najpierw zbiér. Rozwazmy ciggi takie, ze na n—tym miejscu stoi 5%, a na
pozostatych zera:
2
(0,0,...,%,0,0,...).

Sa to elementy ¢2. Co wiecej, dwa rézne tak okreslone ciagi sa odlegle
o 1/% + % = 1. Ciagow tych jest tyle, ile liczb naturalnych, czyli przeliczalnie
wiele.

Teraz wykorzystamy pewna podstawowsa wlasno$é przestrzeni £2: jest to
przestrzen o$rodkowa, istnieje w niej przeliczalny podzbiér gesty. Nie wchodzac
w szczegbly, wynika stad w szczegdlnosci, ze istnieje przeliczalny zbiér A C £2
taki, ze jesli w punktach zbioru A ,zaczepimy” kule o srodkach w tych punktach
i promieniach %, to w sumie kule te pokryja cala przestrzen 2. Jesli Czytelnik
nie zetknat sie z ta wlasnoscia, powinien po prostu w tym momencie w nig,
uwierzy¢ — jest to jednak fakt klasyczny, stosunkowo prosty.

Teraz mozemy zakonczy¢ konstrukcje. Kazdemu punktowi z £2
przyporzadkowujemy $rodek kuli do ktérej nalezy (jesli nalezy do wielu, to jeden
z nich), a potem ustalamy wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$é miedzy tymi
srodkami (czyli zbiorem A) a rozwazanymi przed chwila ciagami

(0,0,..., @, 0,0,...). Jedli dwa punkty byly odlegte o 1, to ciagi im
przyporzadkowane sa rozne, a wiec odlegle o 1. Skonstruowana funkcja nie jest
izometria. Pogladowo, przedstawiona operacje mozna utozsami¢ z kolorowaniem
punktéw przestrzeni £2 w odpowiedni sposéb za pomoca nieskoficzenie wielu
koloréow. . .

I tak, startujac od zadania sformutowanego niezwykle elementarnie, jezykiem
zrozumialym dla uczniow, doszliémy — moze nawet troche niepostrzezenie — do
serii otwartych probleméw i do pojeé zaawansowanej matematyki wyzszej.
Niejeden uzna, ze fakt, ze takie rzeczy sa mozliwe, ma sporo wspolnego

z pigknem matematyki. . .
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