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Postawmy sprawe jasno — na tyle jasno przynajmniej, by Czytelnika,
zaniepokojonego by¢ moze pytaniem sformutowanym w tytule tego artykutu, od
samego poczatku uczciwie zapewni¢ — nie bedziemy walczy¢ z wyznacznikiem.
Tytutowe ,precz” jest tylko dla reklamy. Co jest jej celem? Przekonaé

o przydatnosci wyznacznika? Pokaza¢ garsé efektownych twierdzen? Nic
podobnego. Bedziemy sprzedawaé intuicje wyznacznikow. Wydaje sie, ze jest na
nia niemaly popyt. Oczywiscie, reklama jednych reklama zacheci — innych nie.
Wazne jest to, by zwrocita soba nasza uwage.

Postuzymy sie przekazem wizualnym. Nie bedzie to zupelna rewolucja.
Geometryczne spojrzenie na wyznacznik jest szeroko popularyzowane. Wiadomo,
ze jesli M € M, (K) jest macierza wymiaru n x n nad cialem K, wowczas jej
wyznacznik det(M) interpretowaé¢ mozemy jako (zorientowana) objetosé
réwnolegloscianu w K™, ktorego krawedziami sa wektory kolumnowe

macierzy M. Podejscie to ma potezne glosy poparcia. Wystarczy przytoczyé
opinie V. Arnolda, wedlug ktorej kazde inne spojrzenie sprawi¢ moze tylko tyle,
ze kazdy rozsqdny cztowiek znienawidzi po wsze czasy wszystkie wyznaczniki,
jakobiany i twierdzenie o funkcjach uwiktanych. Mocne stowa.

Istnieje tez bardziej dynamiczne spojrzenie. Latwo zauwazy¢, ze wyznacznik
macierzy przeksztalcenia liniowego T': V' — V (przestrzeni skoriczenie
wymiarowej V' nad cialem K) mozna co do modutu interpretowaé jako
odwrotnosé stosunku objetosci réwnolegloscianu P rozpietego przez wektory
bazowe V' do objetodci rownolegtoscianu T'(P) rozpietego przez obrazy tych
wektorow przy przeksztalceniu 7. Nic prostszego. Dobra reklama? Problem

w tym, ze potencjalny odbiorca widzi efekt, a nie widzi dzialania. Objetos¢ sie
zmienia, wyznacznik to opisuje, ale jaki jest mechanizm? Tego nie wie. Jak sie
o tym przekonaé¢? Czytelnik zechce spojrzeé¢ na nastepujace pytanie.

Przyktad 1. Dlaczego tresé ponizszego rysunku nie przeczy twierdzeniu
o zmianie objetosci?

m ) —

Rozwiazanie widoczne jest natychmiast. Identyfikacja problemu polega na
zaobserwowaniu, ze stosunek pol figur przedstawionych na rysunku nie jest rowny
wyznacznikowi macierzy bedacej (to silna sugestia) przyczyna liniowego ich
pokrewienistwa. Jest to oczywiscie jawny blef! Twierdzenie o zmianie objetosci nie
dotyczy przeciez obiektéw przedstawionych na rysunku. Nie tak przynajmniej,
jak intuicja mogtaby podpowiadaé. Nic szczegolnego? Niekoniecznie! Zauwazmy,
ze gdybysmy chcieli wykonaé rysunek ilustrujacy jako$ twierdzenie o zmianie
objetosci, nie réznitby sie on znacznie od przedstawionego wyzej. To niewatpliwa
stabogé. Nie jest korzystnie, jesli dobra reklame tatwo zamienié na zla. ..

Sprobujmy zmienié strategie. W nowym spojrzeniu kluczowe bedzie
wyeksponowanie przeksztaltcenia liniowego, ktére dany wyznacznik opisuje.
Odwotamy sie do dobrze znanych i tatwiejszych, z punktu widzenia
potencjalnego odbiorcy, struktur. Powszechnie wiadomo, ze terminy takie, jak
sanalogia”, uogoélnienie” czy ,podobienistwo”, budza wsréd matematykdéw bardzo
pozytywne emocje. Wykorzystamy to do naszych celow.

Kluczowym hastem bedzie dla nas pojecie wartosci wlasnej. Przypomnijmy —
jesli przy endomorfizmie T przestrzeni liniowej V' mozna znalezé niezerowy
wektor v € V' przechodzacy przy T w av, wowczas liczbe a € K nazywamy
wartoscig wlasng T'. Pojecie to ma wiele wspolnego z wyznacznikiem. Ma tez
niezwykle prosta i sugestywna interpretacje geometryczng. Gdybysmy tylko
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Po drodze korzystamy oczywiscie
z liniowosci T'.

Nie zostalo ono woéwczas sformutowane
w jezyku przeksztalcen liniowych.

umieli dostosowaé¢ go do naszych (wyznacznikowych) potrzeb, mogliby$my
uzyska¢ zupelnie przekonujacy przekaz wizualny.

Od samego poczatku pojawiaja sie jednak trudnosci. Naszym celem jest wizualna
prezentacja wyznacznika. Naturalnym zadaniem jest wiec rozwazanie
endomorfizméw liniowych przestrzeni R™. Te jednak wcale nie muszg mieé¢
wartosci wlasnych. A przeciez do zdefiniowania wyznacznika potrzebujemy
(zwykle) nie tylko jednej, ale calego ich zestawu. Zanim wiec przejdziemy do
przestrzeni rzeczywistych, cze$é probleméw rozwiazaé¢ nam przyjdzie w bardziej
egzotycznym — zespolonym s$rodowisku.

Istnienie wartosci wlasnej dowolnego endomorfizmu liniowego 7' : V' — V
zespolonej przestrzeni skoniczenie wymiarowej V' dowodzi sie¢ zwykle za pomoca
Zasadniczego Twierdzenia Algebry stosowanego do wielomianu
charakterystycznego macierzy 7'. Jest to pewien problem. Woleliby$my mowié¢
o wartosciach wlasnych niezaleznie od wyznacznikoéw. Okazuje sie, ze jest to
bardzo tatwe.

Twierdzenie 1. Niech V bedzie przestrzeniq liniowg wymiaru n nad ciatem
algebraicznie domknietym C. Wowczas dla kazdego endomorfizmu liniowego
T:V — V istniejg: a € C oraz 0 £ v € V, takie zZe ¢(v) = av.
Dowdd. Wezmy v # 0 nalezacy do V. Wektory v, T'(v), T?(v), ..., T"(v) sa
liniowo zalezne. Istniejg zatem takie ag,aq,...,a, € C, ze:

aov + a1 T(v) + aaT?(v) + ...a,T"(v) = 0.

Wielomian ag + a1x + asx? + ... + a,a™ € Clx] rozklada si¢ na mocy
Zasadniczego Twierdzenia Algebry na iloczyn:

an(x—r1)-(x—r9) ...- (x —ry), gdzie r; € C.
Stosujac ten rozklad do naszej sytuacji uzyskujemy:

(an(T—riD)- (T —raI)-...- (T —rpI))(v) =0.
Istnieje zatem takie j € {1,2,...,n}, dla ktorego przeksztalcenie 7' — r;I nie jest
injekcja. Liczba r; jest zatem wartosciag wlasng 7' O

Jak wida¢, dowdd jest niezwykle prosty. Wolno nam dzieki niemu mysleé

o wartosciach wlasnych niezaleznie od wyznacznikéw. Mozemy wiec kierowaé sie
w wytyczonym przez nas celu. Jest nim praca w przestrzeni rzeczywistej. Aby
upewni¢ sie, ze nasze srodowisko jest maksymalnie przyjazne dla intuicji,
strukture liniowa R™ wyposazymy dodatkowo w standardowy iloczyn skalarny.
Tak przygotowani mozemy rozpoczaé reklame. W pierwszej jej fazie nie
odkryjemy oczywiscie wszystkich kart. Promocje wyznacznika w euklidesowym
$wiecie przestrzeni R™ rozpoczniemy od pewnej bardzo regularnej rodziny
przeksztatcen.

Definicja 1. Niech V bedzie przestrzeniq euklidesowq wymiaru n nad R.
Endomorfizm ¢ : V — V nazywamy samosprzezonym, jesli macierz tego
przeksztatcenia jest symetryczna.

Jest powdd, dla ktérego zamiast moéwié po prostu o macierzach symetrycznych,
upieramy sie przy pojeciu ,samosprzezonosci’. Powiemy o nim dalej, w tym
miejscu wybierzemy jedynie odpowiednie narzedzia. Potrzebujemy dwoch
klasycznych twierdzen. Pierwsze pochodzi od Cauchy’ego i orzeka, ze
endomorfizmy samosprzezone przestrzeni euklidesowej R™ posiadaja rzeczywiste
(nieujemne) wartosci wlasne. Jest ich akurat tyle, aby sposrod wektorow
wlasnych dowolnego ustalonego przeksztalcenia samosprzezonego mozna byto
wybra¢ baze ortonormalng R™. Ostatnia cecha charakteryzuje przeksztalcenia
samosprzezone. Fakt ten pojawia sic w pewnym punkcie kazdego standardowego
kursu algebry liniowej. Pierwszym sktadnikiem sukcesu bedzie wiec wzbudzenie
u odbiorcy poczucia, ze widzi co$ dobrze znanego. Dopiero drugi sktadnik bedzie
niejako niespodzianka.

Skorzystamy z twierdzenia o rozkladzie biegunowym macierzy rzeczywistej.
Mianowicie, kazdy endomorfizm liniowy przestrzeni R™ przedstawi¢ mozna
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Wartosci wlasne przeksztalcenia
samosprzezonego sa hieujemne.

w sposob jednoznaczny jako ztozenie przeksztatcenia samosprzezonego z liniows,
izometrig na V. Fakt ten pochodzi z poczatkow XX. wieku od francuskiego
matematyka Autonne’a. Wprowadzamy go, wyraznie to wida¢, po to, aby
zdefiniowanie wyznacznika dowolnego endomorfizmu liniowego sprowadzic¢

(z doktadnoscia do stalej) do okreslenia go w przypadku samosprzezonym.
Przemilczymy w ten sposéb bardzo niewygodny stan rzeczy, jaki napotkaliby$my
przy okazji poszukiwania wartosci wlasnych dowolnych endomorfizméw liniowych
przestrzeni rzeczywiste;j.

Jak wyglada geometryczna interpretacja? Zaltézmy, ze mamy przeksztatcenie
liniowe T, ktore zgodnie z twierdzeniem Autonne’a roztozy¢ mozna na AS, gdzie
A — izometria, S — przeksztalcenie samosprzezone. Bez trudu zobaczymy teraz
jak wyglada zmiana objetosci przy przeksztatceniu T'. Spdjrzmy na rysunek.

@ B

Przeksztatcenie samosprzezone S wyznaczone jest jednoznacznie. Mozemy wiec
wskaza¢ baze ortonormalng przestrzeni R™ zlozong z wektoréow wlasnych S. Dla
lepszej ilustracji sytuacji rozpinamy na wektorach tych n-wymiarowa kostke I.
Dziatamy przeksztalceniem S. Wybrane wektory nie zmienig kierunkow,

a jedynie dtugosé. Ostatecznie zatem S(I) to rowniez rownolegloscian. Jego
objetos¢ réwna jest iloczynowi wartosci wlasnych S. Do wykonania calego
przeksztalcenia T pozostalo jeszcze przylozy¢ izometrie A. Zatem objetosé T'(I)
rowna jest co do modutu iloczynowi wartosci wlasnych przeksztalcenia S.

Oto jak wyglada proponowany przez nas przekaz wizualny. Jak widaé, jest to
obraz, ktory wiele ttumaczy. Przede wszystkim pokazuje w jaki sposéb
wyznacznik zmienia objetosé. Uwazny Czytelnik dostrzeze jednak znacznie
wiecej. Sytuacja, w ktorej obiekt rozbijamy na cze$¢ odpowiadajaca za wielkosé
oraz czes¢ odpowiadajaca za polozenie, to wyrazny analog postaci
trygonometrycznej liczby zespolonej. Proces zmiany objetosci przy
przeksztaltceniu liniowym jest doktadnym analogiem mnozenia zespolonego.
Mozemy je rozbi¢ na dwie fazy: jednokladnosé i obrét. Podobnie przy
przeksztalceniu liniowym. Cze$¢ samosprzezona to w istocie wielowymiarowa
jednoktadnosé. Na izometrie R™ patrzymy oczywiscie jak na uogodlnienie obrotu.
Czym jest w tym kontekscie wyznacznik? Odpowiednikiem modutu zespolonego.
Ciekawe — a najwazniejsze — widoczne na obrazku!

Gdy przyjrzymy sie rozktadowi biegunowemu nieco dokladniej, pokrewienistwo
z przypadkiem zespolonym staje sie jeszcze bardziej wyrazne. Rozktad ten
okresla¢ mozna takze nieco og6lniej. Dla przyktadu, rozktad macierzy
zespolonych ma nastepujaca postac:

T=A-VvT*T.

Gwiazdka oznacza w tym miejscu sprzezenie hermitowskie. Jest to uogolnienie
rzeczywistej operacji transponowania. Dla przypomnienia, v X to taka macierz
Y, ze Y*Y = X. Wzor ten dziala takze dla macierzy osobliwych. Podobieristwo
z rozktadem liczby zespolonej jest juz teraz uderzajace. Taka reklama wydaje sie
byé calkiem atrakcyjna.

Odbiorca naszego przekazu ma jednak prawo zglaszaé¢ pewne watpliwosci.
Reklama to jedno, a uzytkowanie — co$ zupelnie innego. Chcemy mieé¢ algorytm
do wyliczania wyznacznika (przynajmniej co do modutu). Szukamy zatem
iloczynu wartosci wlasnych vT*T. Latwo zauwazy¢, ze samo T*T jest
samosprzezone, a wiec ma wyznacznik. Krotki rachunek pokazuje, ze jest to
doktadnie kwadrat szukanej wartosci. Istotnie, gdy T*T jest diagonalna, wowczas
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A tak naprawde Frobenius. ..

VT*T tez i nie ma czego dowodzi¢. Ogolny przypadek tatwo zas$ zredukowaé do
diagonalnego: wiadomo, ze macierz T*T mozna zdiagonalizowa¢. Wystarczy
sprzac ja przy pomocy X, w kolumnach ktorej stoja wektory wlasne T#7T. W ten
sposob mamy vT*T = X+/DX . Gdzies na boku potrzebny jest oczywiscie
dowdd tego, ze wyznacznik z X to +1. Od pewnego wysitku nie da sie wiec uciec.
Zysk jest jednak wymierny.

Zaprezentowany wyzej pomys!t to czes¢ wiekszej mysli, ktorej celem jest
nauczanie algebry liniowej bez wyznacznikéw. Bez wyznacznikéw wprowadzamy
wiec wartosci wlasne, bez wyznacznikéw radzimy sobie w sytuacji, gdy
podprzestrzenie niezmiennicze nie daja w sumie calej przestrzeni (wprowadza sie
tzw. uogolnione wartosci wlasne), bez wyznacznikow dowodzimy twierdzenie
Jordana, twierdzenie spektralne i kazde inne standardowe twierdzenie z tego
kawatka matematyki. Czytelnika zainteresowanego rozwinieciem powyzszych idei
odsylamy do artykulu Sheldona Axlera, Down with determinants! (Amer. Math.
Monthly 102 (1995), str. 139-154).

Pozostawmy geometryczne intuicje. Bywa tak, ze material reklamowy koniczy sie
ostrzezeniem o mozliwej szkodliwosci zachwalanego produktu. Nie inaczej
powinno byé w przypadku wyznacznika. Zanim skorzystamy z tego narzedzia
dobrze jest zapoznaé sie doktadnie z trescia dotaczonych przy definicji zatozen. . .
Inaczej beda problemy. Przyktadem niewlasciwego uzycia jest ,dowdd”
nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 2 (Cayley-Hamilton). Kazda macierz zespolona A € M, (C)
spetnia swoj wielomian charakterystyczny.

»Dowdd.” Niech w bedzie wielomianem charakterystycznym macierzy A.
7Z definicji w(x) = det(A — 2I). Wstawiamy zatem xz = A i otrzymujemy
w(A) = det(A — AI) = 0. Koniec?

Rozumowanie to ma oczywista stabos¢é. Wyrazenie w(A) jest macierza, natomiast
wyznacznik jest funkcja o wartosciach w ciele C. Nic nadzwyczajnego. Chwila
refleksji moze nasunaé¢ jednak pytanie: co tak naprawde psuje ten dowdd, skoro
samo twierdzenie jest prawdziwe? Moze pozorna niezgodnos¢ mozna jakos
usuna¢? Wynik ma byé¢ macierza, przyjmijmy wiec formule

w(A) = det(A — AI)I = 0. Czy teraz dowod bedzie poprawny? Bedzie, o ile
formuta w(B) = det(A — BI)I jest prawdziwa dla dowolnych macierzy

A, B € M, (C). Niestety, tatwo znalez¢ kontrprzyklad:

1 0 0 1
=0 0) 2= (00)
Macierz det(A — BI)I, a wiec domniemana ,warto$¢ wa w B” jest oczywiscie
zerowa. Tymczasem, wielomian charakterystyczny macierzy A jest postaci

wa(r) = 2% — 2. Jedli zamiast zmiennej podstawimy macierz B dostaniemy
w rezultacie wa(B) = —B # 0. Wzor nie jest prawdziwy.

Podstawianie macierzy do wielomianéw wydaje sie¢ mieé¢ jakies wady. Moze
jednak wciaz nie dzialamy wlasciwie? Moze nie nalezy det(A — BI) przemnazac
przez I, ale patrzeé¢ na to wyrazenie w sposob formalny? Co przez to rozumiemy?
Obliczanie wielomianu charakterystycznego macierzy A polega w pierwszym
kroku na odjeciu od niej macierzy xzI. W ten sposob kazdy element diagonalny
macierzy A pomniejszony zostaje o z. Co to tymczasem znaczy, gdy kazdy
element diagonalny w A pomniejszony zostaje o zmienng przebiegajacg zbior
macierzy? Istnieje na to prosta recepta formalna. Kazdy wyraz a;; macierzy A
potraktowa¢ mozna jako macierz postaci a;;1. Wowczas det(A — BI) bytby
formalnie rzecz biorac wyznacznikiem macierzy A € M,,(C)[X], o nastepujacych

wyrazach:
— aijjv i 7é ja
YT Y gl - X, i=
Al — A, 1=].
Problem w tym, ze wyznacznik takiej ,macierzy o wyrazach macierzowych”
bardzo rzadko jest postaci:

Ag+ A X + ApX? + ...+ A, X", A; € M,(C).
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Szkoda pojawia sie w momencie, gdy przy porzadkowaniu wielomianu
okreglajacego det(A) pojawia sic nam wyraz X R, przy czym X to zmienna, a R
— pewna macierz. Wielomiany X R oraz RX nie sa na og6t rowne. Aby sie o tym
przekonaé wystarczy podstawi¢ macierz nieprzemienna z R. Gléwnym winowajca
okazuje sie ostatecznie nieprzemiennos$é mnozenia macierzowego.

Gdy chcemy obliczy¢ wyznacznik macierzy o wyrazach pochodzacych z pierscieni
nieprzemiennych — naturalne ktopoty wynikaja z koniecznosci dbania o kolejnosé
mnozenia wyrazow go okreslajacych. Dla przykladu, rozwazajac dwie proste
macierze kwaternionowe:

() ( esen

widzimy, ze wyznacznik jest, w zaleznosci od kolejnosci wykonywania mnozenia,
zerowy lub nie. Co wigcej, niezaleznie od przyjetej definicji jedna z tych macierzy
zawsze bedzie miata niezerowy wyznacznik. Z naszego punktu widzenia jest to
niedopuszczalne. Dlaczego? Nietrudno bowiem sprawdzié, ze zadna z tych
macierzy nie ma odwrotnej. Podstawowe kryterium badania nieosobliwosci
macierzy staje sie bezuzyteczne. Czy przypadek nieprzemienny jest wiec zupelnie
zamkniety dla celow reklamowych? Niekoniecznie, choé¢ w chwili obecnej reklama
wizualna ustapi¢ musi miejsca tej tradycyjnej. Powiemy wiec tylko o tym co
zostalo na polu nieprzemiennym zrobione. Nie pytajac jak. ..

Nieprzemienne wyznaczniki sa produktem od bardzo dawna, bardzo intensywnie
na rynku matematycznym poszukiwanym. .. Nie znaleziono dotychczas idealnego
kandydata. CzeSciowe sukcesy zwigzane sg z pojeciami wyznacznikow Dieudonne,
wyznacznikow kwantowych, wyznacznikéw wierszowych i kolumnowych, czy
wreszcie quaziwyznacznikow. Co osiagnieto? W najbardziej obiecujacej grupie
(quaziwyznacznikow) udalo sie wypracowaé¢ analogi kilku waznych klasycznych
faktow. Sa to przede wszystkim: nieprzemienna reguta Cramera, dobre
zachowanie przy operacjach na wierszach i kolumnach, konstrukcja macierzy
odwrotnej (podobna do przypadku przemiennego), czy (quazi)wyznaczniki
macierzy blokowych. Badania trwaja.

Mamy tez wspolczesne wyniki podparte nieprzemiennymi wyznacznikami. Nie
tylko w obrebie algebry, takze w teorii reprezentacji, teorii algebr Liego, teorii
operatoréow rozniczkowych. .. Wypada powiedzie¢ wiecej — nieprzemienne
wyznaczniki okazaly sie by¢ czyms$ wigcej, nizli tylko wyrafinowanym przejawem
matematycznej egzotyki. Wyniki dotyczace macierzy kwaternionowych maja
wazne zastosowania w tréjwymiarowej grafice komputerowej. W innym wydaniu
sa podstawa jednej z nowoczesnych technik wykrywania konturéw w kolorowych
obrazach. W zastosowaniach fizycznych odnajdujemy je np. w teorii interpolacji
wielowymiarowych sygnalow (takich, na przykltad, jak pomiary aktywnosci
sejsmicznej). Tak szerokie spektrum mozliwosci to niewatpliwa motywacja do
rozwijania teorii wyznacznikoéw dla takich macierzy. Pierwszy szlak zostal juz
przetarty. Nieprzemienne wyznaczniki reklamowaé¢ mozna, choé¢ wciaz chyba
wypada to robi¢ dos¢ niesmiato.

Bedac u samego konca wszystkich tych rozwazan ulec mozna poczuciu, ze
poddani zostaliémy nie tyle reklamie, co propagandzie. Staromodne ,precz”,
ulepszanie ,dobrego”, reklamowa ,,nowomowa”’. Moze to mimo wszystko tylko
egzotyka? Wyznacznik nie ma przeciez wyraznej konkurencji. Czy potrzebuje
reklamy? Czy grozi mu usuniecie z rynku? Dzi§ wydaje sie to niemozliwe,
w przesztosci natomiast wydawato sie to zupeinie prawdopodobne. ,,Precz
wolali cho¢by Bourbakisci — Artin, Chevalley, czy tez Weil. Jak pisal w swoich
wspomnieniach pracujacy w powojennym Princeton Gian-Carlo Rota, wielcy
algebraicy 6éwczesnej epoki za cel stawiali sobie catkowite wyeliminowanie
wyznacznikéow. Nie ma potrzeby dodawaé, ze polityke te realizowano wowczas
przede wszystkim na salach wyktadowych. Dzi§ wydaje si¢ to niemal groteskowe,
ale wyznacznik bliski byt wyginiecia! Stary dyskurs zaginal jednak w zawierusze
dziejow, przyszta doba zastosowan. W tej zas prawdziwych wrogéw wyznacznika
znajdziemy niewielu.
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