Jest to zapis odczytu wygloszonego na Polowanie na Snarka
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Konwulsja pierwsza. Identyfikacja

»Wytropimy tu Snarka!”, Bosman ozwal sie zwawo,

Wysadzajac na brzeg swa zatoge.

Aby stép nie zmoczyli, niést ich sam, z wielka wprawa

FLapiac w garéé¢ wlosy, kark, albo noge.
Lewis Caroll, Lowy na Snarka. Meczarnia w osmiu Konwulsjach,
w tlumaczeniu Stanistawa Baranczaka.

Posta¢ Lewisa Carrolla chyba kazdy kojarzy z Alicjg w Krainie Czaréw. Czesé
czytelnikow zapewne wie, ze naprawde nazywal sie on Charles Lutwidge Dodgson
i byt z wyksztalcenia matematykiem. Niewielu jednak potrafi wymieni¢ tytut
choéby jednego utworu Carrolla, ktéry nie traktuje o Alicji. Tymczasem to
wlaénie jemu zawdzieczamy powstanie, chyba najbardziej niezwyklego, ,stwora
literackiego” — tytulowego bohatera poematu The Hunting of the Snark (w jezyku
polskim ukazat si¢ on pod dwoma tytutami: Lowy na Snarka w ttumaczeniu
Stanistawa Baranczaka, Wyprawa na Zmirtacza w ttumaczeniu Roberta Stillera).

Snark jest to bestia, ktora charakteryzuje sie przede wszystkim tym, ze jest
nieuchwytna i niewyobrazalna. By¢ moze wlasnie te cechy sprawily, ze w 1976
roku Martin Gardner zdecydowal sie nada¢ te nazwe jednemu z matematycznych
obiektow. Snark, ktérym bedziemy sie tutaj zajmowad, jest to pewien szczegdlny
rodzaj grafu. Zeby graf méc nazwaé snarkiem musi on:

i) by¢ spdjny, czyli, potocznie méwiac, w jednym kawalku,

ii) nie zawiera¢ mostu, czyli takiej krawedzi, ktérej usuniecie spowoduje, ze
przestanie on by¢ spdjny (rozpadnie sie na dwie czesci),

iil) by¢ szedcienny (lub kubiczny), czyli kazdy jego wierzcholek musi mieé
doktadnie trzech sasiadow,

iv) by¢ grafem, ktérego krawedzie uda sie pokolorowaé poprawnie (w taki sposéb,
zeby zadne dwie spotykajace sie w jednym wierzchotku nie otrzymaty tego
samego koloru) przy uzyciu czterech barw, natomiast nie uda sie tego zrobié
majac do dyspozycji trzy kolory.

Pierwsze trzy wtasnosci sa algorytmicznie tatwe do sprawdzenia. Problem
zaczyna sie dopiero przy czwartej. Kiedy chcemy ,towi¢” matematyczne snarki
musimy zdawaé sobie sprawe z wagi i zlozonosci tego problemu. Latwo jest
zauwazy¢, ze jezeli w grafie istnieje wierzcholek o stopniu k (taki, w ktérym
spotyka si¢ k krawedzi), to do poprawnego pokolorowania jego krawedzi
potrzebujemy co najmniej k koloréow. Istniejg grafy, dla ktorych k koloréw
wystarczy, natomiast dla calej reszty potrzeba (i wystarczy) dokladnie o jeden
kolor wiecej. Fakt ten znany jest jako twierdzenie Vizinga i jest zaliczany do
klasyki teorii grafow. Stwierdzenie, do ktérej grupy nalezy dany graf jest
problemem algorytmicznie trudnym. Sprawy nie utatwia fakt, ze badamy grafy
regularne. Potrzeba duzo czasu (badZ sprytu), zeby sprawdzié, ze trzy kolory to
za malo do poprawnego pokolorowania krawedzi ustalonego grafu kubicznego.
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Jezeli graf taki ma n wierzchotkéw, to liczba jego krawedzi wynosi =+, wige

wszystkich trzykolorowan krawedzi jest 3%, Zeby stwierdzié, ze trzy kolory nie
wystarcza, musieliby$my sprawdzi¢ je wszystkie! Widzimy wiec, ze snarka
upolowa¢ nie jest tatwo. Bardzo dtugo nie wiadomo byto nawet, czy jakikolwiek
snark istnieje.

Konwulsja druga. Lowy

Wiele trwata tygodni, wiele dni trwala droga
(Tydzien liczy dni siedem dokladnie),

Lecz ryj Snarka, ta wizja upragniona i bloga,
w dalszym ciggu tkwi w mule gdzie$ na dnie!



Rys. 1. Graf Petersena

Rys. 3. Cykl Hamiltona w grafie

Rys. 5. Kolorowanie krawedzi grafu
sze$ciennego posiadajacego cykl
Hamiltona.

Pierwszy grafowy snark (rysunek 1) upolowany zostal przez Juliusa Petersena
(1839-1910). Obecnie graf ten nosi jego imie.

Az do 1945 roku byl to jedyny znany przedstawiciel swojego gatunku. Wtedy to
Blanus odkryl cala rodzine snarkéw, ktére nazwane zostaly na cze$é swojego
odkrywcy (rysunek 4). Dopiero w 1975 roku udalo sie wykazaé (Isaacs), ze
snarkéw jest nieskonczenie wiele. Niektore z nich zostaly zidentyfikowane

i nazwane (rysunek 2). Szeroko posunely sie réwniez badania nad ich
wlasnosciami.

Rys. 2. Przyktadowe snarki.

Wiadomo, miedzy innymi, ze snark nie moze by¢ grafem hamiltonowskim, czyli
nie znajdziemy w nim cyklu, ktéry bedzie zawieral wszystkie wierzcholki (cyklu
Hamiltona, rysunek 3). Wlasno$¢ te bardzo latwo wykazaé.
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Snark Blanusa (1, 1) Snark Blanusa (1, 2)

Rys. 4. Snarki Blanusa

Twierdzenie 1. Zaden snark nie posiada cyklu Hamiltona.

Dowadd. Zalézmy, ze istnieje snark, ktéry posiada cykl Hamiltona. Mozemy wiec
narysowa¢ go w taki sposob, zeby cykl ten byl cyklem zewnetrznym. Wiadomo,
ze w dowolnym grafie liczba wierzchotkéw o stopniu nieparzystym jest parzysta.
Snark jest wiec grafem o parzystej liczbie wierzchotkow, a co za tym idzie,
krawedzie cyklu Hamiltona mozemy pokolorowaé poprawnie przy uzyciu dwoch
koloréw. Zauwazmy teraz, ze wszystkie pozostale krawedzie w grafie tacza
wierzchotki lezace na pokolorowanym juz cyklu, czyli kazdy z wierzchotkéw jest
incydentny z dokladnie jedna, niepokolorowana krawedzia, co powoduje, ze
uzywajac tylko jednego dodatkowego koloru, mozemy graf pokolorowaé
poprawnie (rysunek 5). Stad sprzeczno$é — otrzymany graf nie jest snarkiem,
poniewaz udalo si¢ poprawnie pokolorowaé jego krawedzie przy uzyciu trzech
koloréow. O

Konwulsja trzecia. Twierdzenie o czterech barwach

Polowanie na matematycznego snarka jest ekscytujace nie tylko ze wzgledu na
jego nieuchwytnosé i szereg ciekawych wlasnosci. Po stokro¢ ciekawsza rzecza jest
zwiazek, jaki zachodzi miedzy snarkami a jednym ze sztandarowych twierdzen
teorii graféw — twierdzeniem o czterech barwach.

W 1852 roku, Francis Guthrie postawil bardzo brzemienne w skutki pytanie —
Czy dowolna mape polityczng na plaszczyznie da sie pokolorowaé czterema
barwami w taki sposéb, zeby kazde dwa sasiadujace regiony otrzymaly rézne
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Rys. 6. Zamiana mapy na graf

kolory? To z pozoru proste pytanie pozostawalo bez odpowiedzi przez ponad

100 lat. Doczekalo sie szeregu przeformutowan, falszywych dowodéw i znaczaco
przyczynilo sie do rozwoju teorii graféw. Pozytywnej odpowiedzi udzielili w roku
1976 Kenneth Appel i Wolfgan Haken, analizujac komputerowo 1936 konfiguracji.

Odkrycie zwigzku miedzy twierdzeniem o czterech barwach a snarkami
zawdzieczamy Peterowi Guthrie (pamigtajmy jednak, ze samo pojecie snark
zostalo wprowadzone wiele lat p6Zniej). W 1880 roku udowodnil on nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 2. Dowolng mape na plaszczyinie da sie pokolorowaé poprawnie
przy uzyciu czterech barw wtedy 1 tylko wtedy, gdy nie istnieje planarny snark.

Na pierwszy rzut oka twierdzenie to moze wydaé sie zaskakujace, jezeli jednak
przedstawimy problem kolorowania map w jezyku grafow i zastanowimy sie
chwile, jak faktyczna mapa na plaszczyznie wyglada, to zobaczymy, ze mozemy
w naszych rozwazaniach ograniczy¢ sie tylko do snarkéw. Odpowiednie dla tego
celu przedstawienie plaskiej mapy polega na umieszczeniu wierzchotkow we
wszystkich punktach, w ktorych spotykaja sie¢ granice co najmniej trzech panstw
(rysunek 6) oraz potraktowaniu granic jako krawedzi grafu (graf taki bedzie
grafem planarnym). Po przyjrzeniu sie dokladniej strukturze map, z jakimi
mamy zazwyczaj do czynienia, zobaczymy, ze postulat nie posiadania mostu
przez graf odpowiadajacy mapie jest zupelnie naturalny. Istnienie mostu w takim
grafie oznaczaloby dokladnie tyle, ze jakies panstwo graniczy samo ze sobg.
Z@danie spéjnoéci ma réwniez zupelnie intuicyjne wyjadnienie. Jezeli bedziemy
potrafili pokolorowaé graf lub mape, ktére sa spdjne, to w przypadku obiektu
niespdjnego mozemy kazdy jego kawalek kolorowaé osobno.

Nieco trudniej wytlumaczy¢, dlaczego zadamy, zeby taki graf byt szescienny.
Intuicja moze podpowiadaé, ze w praktyce sytuacje, kiedy w jednym miejscu
spotykaja sie granice wiecej niz trzech panstw, sa niezwykle rzadkie. Na obecnej
politycznej mapie Swiata sa jedynie dwa takie przypadki. Pierwszy, to miejsce
w zachodniej czeéci Standéw Zjednoczonych, w ktérym spotykaja sie granice
stanéw Utah, Kolorado, Nowy Meksyk oraz Arizony. Dla podkreslenia
niezwyklosci tego faktu nadano miejscu temu nazwe Four Corners (cztery
narozniki). Drugie powstalo po niedawnych przemianach politycznych w Afryce.
Tworza je granice czterech panstw: Bostwany, Namibii, Zambii oraz Zimbabwe.
Niemniej jednak sytuacje takie sie zdarzaja. Sama rzadkos¢ wystepowania
pewnego zjawiska nie upowaznia nas do pominiecia go w rozwazaniach. Na
szczescie to, ze mozemy poming¢ mapy inne niz kubiczne, da si¢ uzasadni¢ Scisle
matematycznie.

Twierdzenie 3. Jezeli potrafimy pokolorowaé poprawnie przy uzyciu czterech
koloréw kazdg mape kubiczng, to potrafimy pokolorowaé poprawnie przy uzyciu
czterech kolorow dowolng mape na plaszczyznie.

Dowdd. Zaktadamy, ze kazda mape kubiczna potrafimy pokolorowaé poprawnie
przy uzyciu czterech barw. Wezmy mape, ktéra nie jest kubiczna. Dla
uproszczenia i bez straty ogélnoéci mozemy przyjaé, ze istnieje na niej dokladnie
jeden punkt, w ktérym spotykaja sie wiecej niz trzy panstwa. Mozemy punkt ten
y,rozdmucha¢” tworzac na mapie sztuczny obszar, graniczacy ze wszystkimi
obszarami, ktore sie w nim spotykaly. Zauwazmy, ze powstala w ten sposéb nowa
mapa jest juz kubiczna, a skoro tak, to, zgodnie z zalozeniem, potrafimy
pokolorowaé ja poprawnie przy uzyciu czterech barw. Jezeli w pokolorowanej

w ten sposéb mapie obszar rozdmuchany $ciagniemy z powrotem do wierzchotka,
to pozostale regiony w dalszym ciagu bedg pokolorowane poprawnie. Dwa
obszary w tych samych kolorach moglyby sie pojawi¢ po operacji $ciagniecia
obszaru do punktu jedynie w miejscu, w ktérym zostata ona wykonana, poniewaz
nie zmienia ona w zaden sposéb struktury pozostalej czeéci mapy. Gdyby jednak
tak sie stalo, znaczyloby to, ze wczesniejsze kolorowanie nie bylo poprawne
(rysunek 7).
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Rys. 8. Dodawanie koloréw

czerwony czerwony

niebieski niebieski niebieski niebieski

zielony zielony

Rys. 7

PokazaliSmy w ten sposéb, ze jezeli potrafimy pokolorowaé¢ poprawnie przy
uzyciu czterech barw mape kubiczna, potrafimy réwniez poprawnie pokolorowaé
dowolna mape. OJ

Wiemy juz, dlaczego graf odpowiadajacy mapie powinien by¢ kubiczny, spdjny

i nie mie¢ mostow. Ostatnia rzecza, ktéra pozostalo wykazaé, jest sposob, w jaki
mozna uzyskaé¢ poprawne kolorowanie regionéw mapy czterema kolorami

z poprawnego kolorowania krawedzi grafu trzema kolorami i odwrotnie, jak
majac dana pokolorowana mape otrzymaé poprawne kolorowanie krawedzi grafu.

Twierdzenie 4. Dowolng mape na plaszczyznie da sie pokolorowaé poprawnie
przy uzyciu czterech barw wtedy i tylko wtedy, gdy krawedzie odpowiadajgcego jej
grafu da sie pokolorowaé poprawnie przy uiyciu trzech barw.

Dowdd.

= Pokazemy najpierw jak z kolorowania regionéw mapy czterema barwami
uzyskac¢ kolorowanie krawedzi odpowiadajacego jej grafu trzema kolorami.
Oznaczmy kolory, ktére mamy do dyspozycji przez {00,01,10,11}
i przyjmijmy, ze pewna mapa zostata przy ich uzyciu pokolorowana. Nadajmy
krawedziom grafu, ktory jej odpowiada kolory, bedace suma modulo dwa po
kazdej wspoélrzednej koloréw nadanych regionom, ktére ona rozdziela:

00401 =01
00+10=10
00+11=11
01+10=11
11+01=10
11 4+ 10 = 01.

Musimy teraz wykazaé, ze takie kolorowanie krawedzi jest poprawne. Przede
wszystkim jest to tréjkolorowanie, bo dodajac kolory w taki sposéb nigdy nie
uzyskamy koloru 00. Poprawnosé¢ takiego kolorowania mozna sprawdzi¢
rozpatrujac jedynie cztery przypadki (jeden z nich przedstawia rysunek
rysunek 8, sprawdzenie pozostalych zostawiamy Czytelnikowi).

< Pokazemy teraz jak z kolorowania krawedzi grafu trzema kolorami uzyskaé
kolorowanie regionéw mapy czterema kolorami. Zalézmy, ze krawedzie grafu
odpowiadajacego mapie zostaly pokolorowane poprawnie kolorami
{01,10,11}. Rozwazmy taki rysunek tego grafu na plaszczyznie, w ktérym
krawedzie odpowiadajg granicom mapy i usunmy z niego wszystkie krawedzie
w kolorze 01. Poniewaz kazdy wierzcholek byl stopnia trzy i do dyspozycji
mielidémy trzy kolory, to po usunieciu z grafu wszystkich krawedzi w jednym
z koloréw powstanie graf, w ktorym kazdy wierzcholek jest stopnia dwa. Taki
graf jest suma rozlacznych cykli. Kazdy region wyjsciowej mapy lezy w tej
chwili wewnatrz pewnej liczby cykli. Nadajmy 0 na pierwszej wspolrzedne;j
koloru tym regionom, ktére leza wewnatrz parzystej liczby cykli i 1 takim,
ktére leza wewnatrz nieparzystej liczby cykli. Nastepnie usunmy
z wyjéciowego grafu wszystkie krawedzie w kolorze 10 i ustalmy druga
wspoélrzedna koloru dla kazdego regionu w analogiczny sposob. OtrzymaliSmy
kolorowanie regionéw mapy przy uzyciu co najwyzej czterech koloréw:
{00, 10,01, 11}. Pozostaje wykazaé, ze kolorowanie to jest poprawne.
Przyjrzyjmy sie¢ w tym celu dowolnym dwu sasiednim regionom mapy.
Granica je rozdzielajaca jest krawedzia w grafie i miata przy ustalaniu
kolorowania regionéw nadany pewien kolor. Jezeli byt to kolor 01, to krawedz
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Rys. 9. Graf Tutte’a

Rys. 11. Graf Petersena jako minor

ta rozdzielata regiony przy ustalaniu drugiej wspdlrzednej koloru, a co za
tym idzie, znajdowaly si¢ one wewnatrz réznej liczby cykli. Co wiecej, liczby
te roznity sie dokladnie o 1, wiec mialy rézna parzystos¢é. Regiony te
otrzymaly wiec kolory réznigce si¢ na drugiej wspélrzednej. Podobnie,
regiony, ktore rozdzielala granica w kolorze 10 otrzymaly kolory rézniace sie
na pierwszej wspolrzednej, a takie, ktére rozdzielala krawedZ w kolorze 11
otrzymaly kolory, ktére réznig sie na obu wspotrzednych. Wszystko to razem
powoduje, ze kolorowanie, ktére otrzymaliémy jest poprawne. O

Takie przeformulowanie hipotezy o czterech barwach wydaje sie by¢
przyjemniejsze do badania. Ograniczamy sie w konicu do bardzo waskiej klasy
graféw, ktora ma w dodatku szereg porzadnych wlasnosci. Peter Guthrie chciat
sprawe jeszcze bardziej utatwi¢. Po pierwsze, przeniést rozwazania z plaszczyzny
na sfere (mozna wykazaé, ze mapy na plaszczyZnie i mapy na sferze wzajemnie
sobie odpowiadaja), a nastepnie postawil $mialg hipoteze, ze kazda szeScienna
mapa na sferze jest hamiltonowska. Skoro snark nie moze by¢ grafem
hamiltonowskim, to udowodnienie powyzszej hipotezy byloby réwnoznaczne

z udowodnieniem twierdzenia o czterech barwach. Niestety, bardzo szybko
okazalo sie, ze hipoteza ta nie jest prawdziwa. Pierwszy kontrprzykitad podatl
Tutte w 1946 roku, konstruujac graf nazywany teraz grafem Tutte’a (rysunek 9).
Do chwili obecnej udalo sie znalezé jeszcze osiem graféw, ktore przecza takiemu
stwierdzeniu. Fakt, ze optymistyczne podejscie Petera Guthrie zawiodto, nie
oznacza jednak, ze droga przez snarki do twierdzenia o czterech barwach zostata
calkowicie zamknieta. Co wiecej, najnowszy znany dowod tego twierdzenia jest
to w istocie dowdd na nieistnienie planarnego snarka!

Mozna by sadzié, ze istnieje caly szereg graféw, ktére nie sa planarne. Tak
naprawde istniejg tylko dwa takie grafy — graf pelny na pigciu wierzchotkach

i graf pelny dwudzielny na trzech wierzchotkach. Jest to bardzo $miate
stwierdzenie, ma ono jednak pewne uzasadnienie. Kazimierz Kuratowski
udowodnil, ze graf jest planarny wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera jako
podgrafu niczego, co ,przypomina’ ktérykolwiek z tych dwu graféw.

W twierdzeniu Kuratowskiego ,przypominanie” ma sens topologiczny — dwa
grafy bedziemy utozsamiaé, jezeli mozna z nich otrzymaé taki sam graf poprzez
wstawianie na krawedziach dodatkowych wierzchotkéw (rysunek 10).

Rys. 10.

Mozemy jednak ,przypominanie” w sensie topologicznym zastapié¢ przez bycie
minorem. O szukaniu minoréw w grafie mozemy mysle¢ jak o szukaniu sp6jnych
kawatkow, ktore beda potaczone dokladnie w taki sposéb, jak wierzchotki innego
grafu (rysunek 11). Robertson, Sanders, Seymour i Thomas wykazali w 2001
roku, ze kazdy snark zawiera graf Petersena jako minor, a co za tym idzie,
zaden snark nie jest planarny. Mamy wiec nowy dowdd twierdzenia o czterech
barwach! Dlaczego wiec przeszedl on praktycznie bez echa w srodowisku
matematycznym? Odpowiedz jest prosta. Dowdd ten technicznie bardzo
przypomina znane wczedniej dowody. Jest to zmudna, komputerowa analiza
wielu przypadkéw. Niemniej jednak pokazuje, ze mozna z powodzeniem podejsé
do problemu czterech barw niestandardowo, do czego serdecznie zachecamys).

Toz wam wszystko jak dziecku wytozyltem po szwedzku,
Persku, chinsku, hebrajsku, swahili,

Choé¢ — przyznaje — w niewiedzy, ze szanowni koledzy

Z tych jezykéw zadnym nie mowili.
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