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Wariacje na temat Zasady Banacha
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Celem tej prezentacji jest ,dowod”, ze Zasada Banacha to niezwykly rezultat
matematyczny. Od blisko 90-ciu lat tworczo inspiruje on kolejne pokolenia
matematykow.

1. Odrobina historii

Stefan Banach (1892-1945) w 1920 roku otrzymal asystenture matematyki na
Wydziale Mechanicznym Politechniki Lwowskiej u profesora Antoniego M.
Lomnickiego. W tym samym roku za prace O operacjach na zbiorach
abstrakcyjnych i ich zastosowaniu do réwnan catkowych, z pominieciem
regulaminowych przepisow (Banach nie mial ukonczonych studiow), otrzymal na
Uniwersytecie Jana Kazimierza stopieri doktora. Promotorem byt

prof. A. Lomnicki. Praca doktorska Banacha opublikowana dwa lata pézniej [Sur
les opérations dans les ensembles abstraits et leur application auzr équations
intégrales, Fund. Math. 3 (1922), 133-181] to wazny krok w rozwoju gatezi
matematyki, ktorej Paul Lévy nadal nazwe analiza funkcjonalna (pochodzi ona
od tytultu ksiazki: P. Lévy, Lecons d’analyse fonctionelle, Paris, Gauthier-Villars,
1922).

Za najwazniejsze osiagniecie rozprawy uwaza sie wyréznienie ogblnych przestrzeni
abstrakcyjnych, nazwanych przez Banacha, przestrzeniami typu (B) (sa to
unormowanie i zupelne przestrzenie wektorowe), i wskazanie ich uzytecznosci

w badaniach matematycznych. W 1929 roku H. Steinhaus w pracy Anwendungen
der Funktionalanalysis auf einige Fragen der reellen Funktionentheorie, Studia
Math. 1 (1929), 51-81, powotujac sic na M. Frécheta, nazwal przestrzen typu (B)
przestrzeniq Banacha. Od tej pory nazwa ta jest powszechnie uzywana.

W rozprawie podanych jest réwniez szereg twierdzen dotyczacych przeksztatcen
miedzy wyréznionymi przestrzeniami. Jedno z nich znane jest obecnie jako
Zasada Banacha lub jako twierdzenie Banacha o punkcie stalym.

2. Zasada Banacha

Twierdzenie 1 (S. Banach, 1922). Niech (M,d) bedzie przestrzeniq metryczng
zupetng. Zatozmy, ze T : M — M jest kontrakcjg. Wowczas istnieje doktadnie
jeden punkt z € M taki, Ze Tz = z oraz dla dowolnego y € M, T"y — z, gdy

n — oo.

Odwzorowanie T : M — M nazywamy kontrakcjg, gdy istnieje stala k € [0,1)
taka, ze d(Tx,Ty) < kd(z,y) dla wszystkich z,y € M. Oczywiscie kontrakcja T
jest odwzorowaniem ciggtym — jesli dla danego € > 0 przyja¢ § = ¢, to dla
dowolnego « € M spetiony jest warunek T'(B(z,d)) C B(Tz,¢), gdzie B(z,r)
oznacza otwarta kule o sSrodku w punkcie x i promieniu r > 0.

Dowdd 1 (klasyczny). Niech n,p € N, x € M. Wtedy

p—1 p—1
(1) ATz, T Pz) <> d(T" e, T ) <k d(T'r, T ) <
1=0 1=0
[y 1—kr  kn
< n 3 — n < .
<k'd(z,Tx)) k' =k d(x, Tx)—— < 7 d(=, Tx)

i=0
Nieréownos¢ (1) oznacza, ze ciag {T"x} jest ciagiem Cauchy’ego. Poniewaz
przestrzei M jest zupelna, wiec istnieje punkt z € M taki, ze lim,,_ o, Tz = z.
Wobec ciaglosci przeksztalcenia T,
Tz = T( lim T"x) = lim 7"z = 2.
n—oo n—oo
Punkt Tz = z nazywamy punktem statym przeksztalcenia T'. To, ze jest to
jedyny punkt staly wynika z faktu, ze jesli Tz1 = z1 1 Tzo = 29, to
d(z1,22) = d(Tz1,Tz2) < kd(z1, 22), i w konsekwencji z; = zs.
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Niech y € M bedzie dowolnie wybrane. Poniewaz z = Tz = T?z = ..., wiec dla
n=12,...,d(T"y,2) =dT"y,T"z) < k"d(y, z). Warunek 0 < k < 1
gwarantuje, ze 1"y — z, gdy n — oo. O

Dowd6d 2. Poniewaz T jest kontrakcja, wiec

d(Tz, T?z) < kd(z, Tx).

d(xz,Tx) + d(Tz, T?z) < d(z, Tx) + kd(x, Tx),

kd(
Dodajac do obu stron nier6wnosci wielkosé d(x, T'z), otrzymujemy
< )

(1-k)d(z,Tz) < d(z,Tx) —

(T, T?x),

d(z, Tz) < (d(m, Tx) — d(Tx, T%)).

1
1—-k
Wprowadzajac funkcje ¢ : M — [0, 00) wzorem @(x) = ﬁd(:ﬁ,Tx), dostajemy
nier6wnosé
Zatem dla n,m € N, n < m,

m—1
ATz, T™x) < Y d(T'z, T a) < o(T"z) — o(T™x).

i=n

W szczegolnosci, przyjmujac n = 1 dla m — oo otrzymujemy
Zd x, T2) < p(Tx) <

co implikuje, ze {T"x} jest ciagiem Cauchy’ego. Dalsze postepowanie jest takie
samo jak w dowodzie 1. O

Dowdd 3 (elementarny, 2007, [6]). Z nier6wnosci trojkata dla a,b € M,
otrzymujemy nierdwnosé
d(a,b) < d(a,Ta) 4+ d(Ta,Tb) + d(Tb,b),
(2) 1
< — .
d(a.b) < 5 k(d(a,Ta) + d(T, b))

W szczegolnosei jesli Ta = a i Th = b, to z (2) wynika, ze a = b.

Niech a = T"z, b =T™x, x € M. Wtedy z nieréwnosci (2) mamy
k™ + k™

d(T"z, T™z) < ; 1 k(d(T”x,T”“x) +d(me,Tm+1x)) ST

d(z,Tx).
Poniewaz 0 < k < 1, wiec d(T™x, T™x) — 0, gdy n,m — oo. Oznacza to,

ze {T"z} jest ciagiem Cauchy’ego. Jezeli Tz — z, gdy m — oo, to

n

1-k

d(T"z,z) < d(z,Tx),

co daje identyczne oszacowanie jak nieréwnosé (1). O

Dowdd 4 (niekonstruktywny). Niech A = inf{d(x,Tx) : x € M}. Zalézmy,
ze A > 0. Dla dowolnego € > 0 wybieramy wtedy = € M takie,
ze d(z,Tx) < A+ e. Wowczas,

A< d(Tz, T*z) < kd(z,Tx) < k(A +¢),
co prowadzi do sprzecznosci, gdy € | 0. Zatem A = 0.

Zbiory D, = {x € M : d(z,Tz) < €} sa niepuste i domkniete, a ponadto

D., C D, dla 51 < €9. Zauwazmy tez, ze dla z,y € D, z nier6wnosci (2) wynika,
ze d(z,y) < 1 1% czyli diamD. — 0, gdy € | 0. Na mocy twierdzenia Cantora

o przecigciu Fiz T = (., D- sktada si¢ doktadnie z jednego punktu z = Tz. O
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Dowéd 5 (z pracy Banacha).
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3. Kilka st6w o zalozeniach

Wszystkie zatozenia Twierdzenia 1 sa optymalne.

1.

Nie mozna zrezygnowaé z zalozenia zupelosci. Przestrzen M = R\ {0}
z metryka d(x,y) = |z — y| nie jest zupetna. Przeksztalcenie Tw = 5 jest w tej

przestrzeni kontrakcja bez punktu stalego.

z € R, mamy

nieré6wnosé

. Zastapienie warunku kontrakcji warunkiem
d(Tz, Ty) < d(z,y)

nie gwarantuje istnienia punktu statego. Dla przeksztatcenia Tz = In(e® + 1),

dla wszystkich x # vy,

3
e
|Tx — Tyl =|T'¢| - |z —y| = H—e§|$—y| <lz -yl

i przeksztalcenie T' nie ma punktu statego.

. Proste zastapienie warunku kontrakcji warunkiem nieoddalania, k = 1,

rowniez nie gwarantuje istnienia punktu stalego. Pokazuje to izometria
Tr=xz+1,zeR

Jednak zalozenie k < 1 jest silniejsze niz to konieczne. Patrzac na nieréwnosé (1)

mozna zauwazy¢, ze wystarczy zalozenie

oo
przeksztalcenie T jest lipschitzowskie i takie, ze Y || 77| < oo,

gdzie || T = sup{

d(z,y)

d(T'z,T'y)

i=1

:x,yeM,:z:;éy}.

Nawet mamy nastepujacy rezultat:

Twierdzenie 2. Zaldzmy, ze (M, d) jest przestrzeniq metryczng zupetng
iT: M — M (moze byé nieciagte) jest odwzorowaniem, dla ktérego TN jest
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kontrakcjg dla pewnego naturalnego N > 1. Wtedy T ma doktadnie jeden punkt
staty.

Dowéd. Z Twierdzenie Banacha, TV ma dokladnie jeden punkt staty z = TN 2.
Jednak, TV (Tz) = T(TN z) = Tz, wiec Tz rowniez jest punktem statym
odwzorowania T7V. Poniewaz punkt staly przeksztalcenia TV jest dokladnie
jeden, wiec Tz = z. Jesli dla innego punktu y jest Ty =y, to

TNy =TN"YTy) =TN"1y =TN=2(Ty) = TVN"2y = ... = y, a w konsekwencji
Y =2z. |

Przeksztalcnie Tx = sign(x) + 2, x € R, jest nieciagle, a jego iteracja

T2z = sign(sign(x) + 2) + 2 = 3 jest kontrakcja. Moze byé nawet gorzej,
jednoczesnie wszystkie iteracje 7% dla i < N moga by¢ bardzo ,dzikie” i nieciggle.
Rzeczywiscie, niech M bedzie dowolna przestrzenia sktadajaca si?vz €O najmniej
N punktow. Przedstawmy przestrzen M w postaci sumy M = Ui:?)l M;, gdzie
zbiory M; sg parami roztgcznymi, niepustymi podzbiorami przestrzeni M.
Wezmy dowolne z € My_1. Kazde przeksztatcenie T : M — M takie,

ze T(Mo) C My, T(Ml) C Mo, ..., T(MN_Q) CMy_q11i T(MN_l) = {Z} ma te
wlasnosé, ze TV jest przeksztalceniem statym.

4. Spektakularne zastosowania

Zasada Banacha okazala sie bardzo uzytecznym narzedziem. Przy jej udziale

dowody wielu waznych rezultatow staly sie krotsze i tatwiejsze. Naleza do nich

m.in. (zob. [5], [7]):

Twierdzenie 3 (R. Lipschitz, 1876). Niech f :[0,T] x R — R bedzie funkcjq

ciggte spetniajgcqg warunek Lipschitza wzgledem drugiej zmiennej
3r>0VeyerVicpr  |f(t ) — f(t,y)| < Lz —yl.

Niech € € R bedzie ustalone. Wtedy réwnanie rézniczkowe z warunkiem

poczgtkowym
{xl(t) :f(tvx(t))v te [07T]7
z(0) =&,

ma doktadnie jedno rozwigzanie w przedziale [0, T).

Twierdzenie 4 (o funkcji uwiktanej). Niech N bedzie otoczniem punktu (a,b)
w R2. Zaldzmy, ze f jest funkcjq cigglty zmiennych x iy w N oraz % 15tnieje
w N i jest cigglta w punkcie (a,b). Gdy g—i(a, b) #£0 i f(a,b) =0, to istnieje
doktadnie jedna funkcja ciggla yo w pewnym otoczeniu punktu a taka,

ze f(x,yo(x)) =0.

Twierdzenie 5 (Stone’a—Weierstrassa). Niech Q) bedzie przestrzeniq metryczng
zwartq i niech A C Cr(Y) bedzie podalgebrg algebry Cr(Q2) rozdzielajgcq punkty
przestrzeni § i zawierajgcq funkcje statq f(t) =1 dlat € Q. Wtedy A jest
zbiorem gestym w Cr(€2).

Dowod tego twierdzenia z wykorzystaniem Zasady Banacha podat J. Zemanek
(Comment. Math. 20 (1987), 495-497).

5. Uogolnienia i inspiracje

Twierdzenie 6 (M. Edelstein, 1962). Niech (M,d) bedzie przestrzenig
metryczng (niekoniecznie zupetng ) i T : M — M spetnia warunek

d(Tz,Ty) < d(z,y), gdy x #£y. Zaldzmy, ze istnieje x € M taki, ze cigg {T"z}
zawrera podciqg zbiezny. Wiedy T ma doktadnie jeden punkt staty z

iz =lim, 00 T™y dla dowolnego y € M.

Twierdzenie 7 (F. Browder, 1968). Niech (M, d) bedzie przestrzenig metryczng
zupetng, T : M — M oraz d(Tx, Ty) < o(d(z,y)) dla x,y € M. Zatézmy,

ze p : [0,00) — [0,00) jest funkcjg prawostronnie ciggla, niemalejgeq i p(t) < t
dlat > 0. Wtedy T ma doktadnie jeden punkt staty i dla kazdego x € M,

cigg iteracyjny {T"x} jest zbiezny do tego punktu statego.

W zaleznosci od funkcji ¢ zbieznosé ciagu kolejnych iteracji przeksztatcenia T
moze by¢ o wiele wolniejsza niz zbieznos$é szeregu geometrycznego,
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odpowiadajaca przypadkowi twierdzenia Banacha z funkcja ¢(t) = kt. Na
przyktad, jesli p(t) = %th i diam(M) = d, to o™ (d) < ﬁ dazy do 0 znacznie
wolniej niz jakikolwiek ciag geometryczny. Pokazuje to, ze przeksztalcenia
spelniajace warynek d(Tz, Ty) < p(d(x,y)) tworza szersza klase niz klasa

wszystkich kontrakceji.

Twierdzenie 8 (J. Caristi, 1976). Niech (M,d) bedzie przestrzenig metryczng
zupetng i T : M — M (niekoniecznie przeksztatceniem cigglym). Jezeli

P M — [0,00) jest funkcjq dolnie pdtciaglq takq, ze d(x,Tx) < Y(x) — Y(Tx)
dla wszystkich x € M, to T ma punkt staly.

Twierdzenie 9 (C. Bessaga, 1958) Niech M # 0 i T : M — M bedzie
przeksztatceniem takim, ze kazda iteracja T™, n=1,2,..., ma doktadnie jeden
punkt staty (jest on oczywiscie wspolny dla wszystkich T™). Wtedy dla kazdego
k € (0,1) istnieje metryka dy, taka, ze (M, dy) jest przestrzeniq metryczng
zupetng 1 T jest kontrakcjg ze statg k.

Rezultat ten jest rownowazny Pewnikowi Wyboru.

Niech (M, d) bedzie przestrzenia metryczna zupelna i niech M bedzie rodzinag
wszystkich niepustych, ograniczonych, domknietych podzbioréw przestrzeni M.
Przeksztalcenie T : M — M, ktore kazdemu elementowi x € M
przyporzadkowuje niepusty, ograniczony i domkniety podzbiér przestrzeni M
nazywamy przeksztatceniem wielowartosSciowym. Rodzing M wyposazamy

w metryke Hausdorffa H.

Twierdzenie 10 (J. Markin, S. Nadler, 1968/1969). Niech (M,d) bedzie
przestrzeniq metryczng zupetng. Jesli T : M — M jest wielowartoSciowq
kontrakcjg (tj. dla pewnego k € [0,1) i wszystkich x,y € M,

H(Tz,Ty) < kd(x,y)), to istnieje punkt z € M taki, ze z € Tz.

Jezeli M,, jest rodzing wszystkich niepustych i zwartych podzbioréw przestrzeni
euklidesowej R™, to (M,,, H) jest przestrzenia metryczna zupelna.

Twierdzenie 11 (J. Hutchinson, 1981). Niech S1, S, ..., Sy, : R™ — R™ bedg
kontrakcjami (tzn. |S;x — S;y| < ¢l —y| dla z,y € R™, 0 < ¢; < 1,
i=1,2,...,m) i niech S : M,, — M,, bedzie okreslone wzorem
S(X)=51(X)U...USn(X) dla X € M,,. Wtedy istnieje doktadnie jeden
zbior F' € M,, taki, zZe

(3) F=S8(F)=5(F)U...USy(F).

Co wigcej, dla kazdego E € M,, zachodzi F = lim;_,o ST(E) w metryce
Hausdorffa.

Zbiory F € M,, spelniajace warunek (3) nazywamy samopodobnymi wzgledem
kontrakcji S1, ..., Sy lub fraktalami. Zbiory te moga by¢ bardzo ,egzotyczne”.
Na przyktad:

(a) W przestrzeni euklidesowej R odwzorowania Sjz = %x, Sox = %1‘ + %, r €R,
sa kontrakcjami ze statymi c¢; = co = % Punkt staty przeksztalcenia
S My — M; danego wzorem S(X) = S1(X) U S3(X) jest klasycznym
zbiorem Cantora C.

(b) W przestrzeni euklidesowej R? dla eq = (0,0), e; = (1,0), ea = (1,1),
es = (0,1), € R?, definiujemy kontrakcje Siz = 1z, Sox = 1z + Zes,
Ssx = %x + %63, Spx = %m + %64. Woéwcezas punktem stalym przeksztatcenia
S My — My danego wzorem S(X) = 51(X) U S2(X) US3(X) U S4(X) jest
dywan Sierpinskiego (umieszczony w kwadracie [0, 1] x [0, 1]).

O innych wariacjach na temat Zasady Banacha (topologicznych kontrakcjach,
lokalnych kontrakcjach, zagadnieniu remetryzacji, ultrametrykach, rozszerzeniach
hybrydowych, losowych punktach statych, punktach stalych przeksztalcen
rozmytych) mozna przeczyta¢ w [4] i wskazanych tam pracach zrodlowych.

7Z koncem XX wieku pojawilo sie intrygujace przypuszczenie, ze prawdziwe jest
nastepujace uogodlnienie Zasady Banacha (J.R. Jachymski, J.D. Stein, Jr.,
J. Austral. Math. Soc. (Series A) 66 (1999), 224-243):
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Niech (M, d) bedzie przestrzeniq metryczng zupelng, 0 <k <1iT: M — M.
Niech J bedzie skoriczonym zbiorem dodatnich liczb catkowitych. Zatdzimy, zZe dla
kazdej pary x,y € M jest

min{d(T"z, T'y) : i € J} < kd(z,y).
Wtedy T ma punkt staty.

Dla oryginalnej Zasady Banacha mamy J = {1}. Rowniez Twierdzenie 2 jest
szezegdlnym przypadkiem powyzszego przypuszezenia dla J = {N}. Wzglednie
prosty jest dowod tego przypuszczenia przy dodatkowym zalozeniu, ze T jest
przeksztalceniem jednostajnie ciagtym (patrz [2]). W pozostalych przypadkach
znane dotychczas dowody roznych wariantow tego przypuszezenia (#(J) > 1)
korzystaja ze skomplikowanych narzedzi kombinatorycznych, m.in. z twierdzenia
Ramseya o kolorowaniu. Takie kombinatoryczne dowody moga wydawac sie
dziwne dla tak elementarnych rozwazan i nie wiadomo, czy sa potrzebne.
Badania trwaja/

Na koniec wspomnijmy jeszcze o najbardziej naturalnym uogé6lnieniu kontrakeji —
przeksztalceniach nieoddalajgcych T : M — M spelniajacych dla wszystkich
x,y € M warunek, d(Tz, Ty) < d(z,y). W ogdlnym przypadku niewiele mozna
powiedzie¢ o istnieniu punktow stalych takich przeksztalcen. Istnieje jednak
klasa przestrzeni, dla ktorej teoria punktéw statych przeksztalcen
nieoddalajacych jest dobrze rozwinieta. To klasa domknietych i wypuktych
podzbioréw przestrzeni Banacha. Od 1965 roku rozwineta sie ona w obszerna,
atrakcyjna i matematycznie ,elegancky’ teorie, ktorej jednym ze Zrodet jest
Zasada Banacha. Bogactwo i roznorodnosé tej teorii przedstawia monografia
Handbook of metric fized point theory (W.A. Kirk, B. Sims, Eds.), Kluwer Acad.
Publishers, Dordrecht, 2001.

Zasada Banacha ma proste uzasadnienie, liczne i wazne zastosowania,
zainspirowala powstanie wielu nowych twierdzen, a nawet szeroko rozbudowanej
teorii, i — co nie jest bez znaczenia — inspiruje nadal. To wszystko bezapelacyjnie
dowodzi”, ze Zasada Banacha to niezwykty rezultat.
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